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An  die  Herren  Hitarbeiter  nnd  Leserl 

Beim  Abschlüsse  dieses  Bandes  der  Zeitschrift  für  Mathematik  mid 
Physik  fühlen  wir  uns  gedrongen^  allen  miseren  Mitarbeitern  unseren 
lebhaften  Dank  auszusprechen.  Ihrer  Hilfe  ist  es  zuzuschreiben,  dafs 
der  mit  diesem  Bande  unternommene  Versuch,  die  Zeitschrift  zu  einem 
Organ  für  angewandte  Mathematik  umzugestalten,  heute  als  wohl- 
gelungen bezeichnet  werden  darf  Das  zu  Anfang  dieses  Jahres  auf- 
gestellte Programm  ist  in  seinen  Grundzügen  durchgeführt  worden: 
Eine  Beihe  bemerkenswerter,  namhafte  Fortschritte  aufweisender  Arbeiten 
aber  numerische  Gleichungen,  genäherte  Integration  von  Differential- 
gleichungen, empirische  Funktionen,  Rechenapparate,  wie  auch  aus  der 
darstellenden  Geometrie,  Kinematik,  Dynamik,  technischen  Mechanik 
nnd  mathematischen  Physik,  femer  Abhandlungsverzeichnisse  von  bisher 
nicht  erreichter  Vollständigkeit  sind  in  diesem  Bande  abgedruckt  worden; 
Arbeiten  aus  der  Geodäsie,  Photogrammetrie,  Wahrscheinlichkeits-  und 
Ausgleichungsrechnung,  welche  nicht  mehr  Platz  finden  konnten, 
werden  im  nächsten  Heft  erscheinen.  Nur  mit  den  im  Programm  vor- 
gesehenen regelmäfsigen  Berichten  über  neue  ßechenmaschinen,  geo- 
metrische Instrumente  und  Zeichenwerkzeuge,  die  als  Ergänzungen  zu 
den  betreffenden  Abschnitten  der  Encyklopädie  der  mathematischen 
Wissenschaften  gedacht  sind  und  schon  für  diesen  Band  in  Aussicht 
genommen  waren,  haben  wir  geglaubt,  noch  nicht  beginnen  zu  sollen, 
weil  seit  dem  Erscheinen  von  Band  I,  Heft  6  der  Encyklopädie,  worin 
die  Bechemnaschinen  und  -Apparate  bis  zur  Gegenwart  dargestellt  sind, 
erst  kurze  Zeit  verflossen  und  der  Teil  der  Encyklopädie,  in  welchem 
die  geometrischen  Instrumente  nnd  Zeicbenwerkzeuge  ihre  Darstellung 
finden  werden,  noch  nicht  erschienen  isi  Jedoch  werden  wir  Anfiragen 
aus  diesen  Gebieten  (vergl.  S.  255  und  383  dieses  Bandes)  jederzeit 
nach  bestem  Wissen  beantworten,  so  wie  wir  überhaupt  allen  Anfragen 
auch  in  der  Folge  besondere  Aufinerksamkeit  widmen  werden. 

Nicht  unerwähnt  möge  die  grofse  Mühe  und  SorgfiE^t  bleiben, 
welche  die  Verlagsbuchhandlung  B.  G.  Teubner  auf  die  Tafehi  und 
die  ganze  Ausstattung  der  Zeitschrift  verwendet  hat. 

Stuttgart  und  Hannover,  November  1901. 

B.  Mehmke.    C.  Bunge. 
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Von  A.  Denixot  in  Charlottenburg. 

In  meiner  Arbeit:  „Über  ein  Pendelprohlem  von  Euler",  Band  46  dieser  Zeit- 
schrift Seite  471,  ist  leider  in  der  Rechnung  ein  unangenehmer  Rechenfehler  ge- 
macht worden.    Der  Zähler  des  mit  Hufe  der  Substitution 

sin*  ^  «=  ;s 

transfonnierten  Integrals  muTs  lauten: 

Infolge  dessen  gestaltet  sich  das  Endresultat: 
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Oskar  Schlömilcli  f. 

Mit  einem  Bildnis  0.  SchlOmüchB  als  Titelbild. 

Am  Morgen  des  7.  Februar  dieses  Jalires  ist  der  Mann  aus  dem 
Leben  geschieden;  unter  dessen  Namen  sich  diese  Zeitschrift  ihren 
weiten  Bnf  erworben  hat. 

Vergleicht  man  ihre  Entwickelung  seit  ihrer  Oründung  im  Jahre  1856 
durch  die  Jahrzehnte  hindurch  mit  der  gleichzeitigen  Haltung  der 
anderen  mathematischen  2jeitschriften  Deutschlands^  so  kann  man  nicht 
zweifehl,  dab  es  ihrem  Leiter  unausgesetzt  als  Ziel  vorschwebte,  die 
Aufinerksamkeit  der  Mathematiker  auf  das  weite  Gebiet  der  An- 
wendungen ihrer  Wissenschaft  hinzulenken  und  dadurch  die  mit  dem 
Aufblühen  der  exakten  Wissenschaften  im  neunzehnten  Jahrhundert 
und  sonderlich  mit  der  Entwickelung  der  technischen  Schulen  auf- 
sprielsenden  neuen  Keime  zu  pflegen.  Wer  sich  erinnert;  wie  in  der 
Mitte  des  Jahrhunderts  und  den  nächst  folgenden  Jahrzehnten  der 
Aufi^hwung  der  technischen  Schulen  von  den  üniversitatskreisen  so 
▼iel&ch  verkannt  wurde,  der  kann  nicht  an  Schlömilchs  Gbrab  treten, 
ohne  dankbar  zu  empfinden,  dafs  da  einer  der  Letztüberlebenden 
dahingegangen  ist  nnter  jenen  Forschem  und  Lehrern,  die,  frühe  be- 
reits von  einer  klareren  Einsicht  erfüllt,  zum  innerlichen,  geistigen 
Aufbau  der  technischen  Hochschulen  den  Ghrund  legen  halfen.  Und 
wenn  andererseits  das  Erreichte  bereits  wieder  verwirrt  wurde  in  den 
fijünpfen  des  Tages,  Mathematiker  und  Techniker  gleichsam  von  ein- 
ander abzurücken  scheinen,  —  wie  wehmütig  mufs  da  der  Blick  an 
dem  Wirken  dieses  Mannes  haften,  dessen  Lebensarbeit  heute  schon 
uns  Zurückblickenden  wie  in  übersichtlicher  Feme  erscheint. 

Am  13.  April  1823  zu  Weimar  geboren  und  auf  dem  öymnasium 
seiner  Vaterstadt  vorgebildet,  besuchte  Schlömilch  die  Universitäten 
Jena^  Berlin  und  Wien  und  habilitierte  sich  1844  als  Privatdozent  der 
Mathematik  in  Jena.  Hier,  wo  er  1845  zum  aufserordentlichen  Pro- 
fessor ernannt  wurde,  sowie  in  der  ersten  Zeit  seines  Aufenthalts  iu 
Dresden,  wohin   er  1849   als  Professor  der  höheren  Mathematik  und 
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anstalt  berufen  wurde;  eni&it^\^  eine  ungewöhnlicli  lebhafte  literar- 
ische Thatigkeit;  u^d-'^dte^zahlreichen  Neuauflagen  seiner  Lehrbücher 
bezeugen  ebenso  4a^.  %ti  jener  Zeit  in  stetem  Wachsen  begriffene  Be- 
dür&is  ^m^r  Veiterer  Kreise  nach  gründUcherer  mathematischer  Aus- 
bildimgi^wie  die  pädagogische  Sicherheit  ihres  Verfassers. 
^  :  *•/«.  *lm*  fiinften  Jahrzehnt  des  vorigen  Jahrhunderts  war  man  noch  ge- 
*'.  ifötigt  durch  Übersetzungen  französischer  Lehrbücher  vom  Ausland  ein- 
zuführen,  was  der  wissenschaftliche  Aufschwung  in  Deutschland  benotigte. 
Gauchj;  der  hervorri^ende  Analytiker,  theoretische  Physiker  wie  Fourier 
und  Ampere,  vor  allem  aber  die  frühere  Reife  der  wissenschaftlichen 
Technik  machten  Frankreich  zu  unserem  Ledirmeister  auf  diesem  Ge- 
biete. An  diesen  Zug  unserer  Entwickelui^  schlielsen  die  Lehrbücher 
Schlömilchs  mit  glücklichem  Gfriffe  an.  Die  elegante  Darstellung 
der  Franzosen;  ihr  pädagogischer  Takt;  die  stete  Aufioierksamkeit  auf 
die  Anwendungen  zeichnen  auch  seine  Bücher  aus;  aber  als  Schüler 
Dirichlet'S;  und  unter  Jacobi's  Nachwirkungen  arbeitend,  fQgt  er 
dem  Allen  nach  Inhalt  und  Methode  Neues  hinzu,  und  gesteigerte  An- 
sprüche an  Strenge  der  mathematischen  Gedankenführung  veranlassen 
ihn  in  jener  ersten  Zeit  seines  literarischen  Arbeitens  zu  tiefgreifenden 
Umarbeitungen  von  Auflage  zu  Auflage.  So  haben  seine  Bücher  in 
lebendiger  Verwendung  ein  halbes  Jahrhundert  überdauert,  während 
die  meisten  der  Übersetzungswerke  seiner  Vorgänger  seit  Jahrzehnten 
vom  Markt  verschwunden  sind. 

Schon  1845  erschien  als  erster  Teil  eines  Handbuchs  der  mathe- 
matischen Analysis  sein  Handbuch  der  algebraischen  Analysis,  dem  in 
den  Jahren  1847  und  1848  die  beiden  Teile  des  Handbuchs  der 
Differential-  und  Litegralrechnung  folgten.  Aus  pädagogischer  Praxis 
sind  durchgehends  seine  weiteren  Lehrbücher  hervorgewachsen:  Die 
Grundzüge  einer  wissenschaftlichen  Darstellung  der  Geometrie  des 
Mafses,  deren  beide  Teile  1849  und  1854  erschienen,  aus  dem  1848 
übernommenen  Auftrag,  provisorisch  den  mathematischen  Unterricht 
an  der  Eisenacher  Realschule  zu  erteilen,  —  der  1853  erschienene  erste 
Band  des  Gompendiums  der  höheren  Analysis  und  die  1855  ge- 
druckte Analytische  Geometrie  des  Raumes  aus  den  Vorlesungen  am 
Dresdener  Polytechnikum.  Das  Erscheinen  des  zweiten  Bandes  seines 
Gompendiums  schob  Schlomilch,  nachdem  ein  grofser  Teil  des  Manu- 
skriptes vollendet  war,  noch  um  drei  Jahre  hinaus,  als  sich  durch 
die  Einführung  eines  Kursus  zur  Ausbildung  von  Lehrern  der  Mathe- 
matik am  Dresdener  Polytechnikum  ihm  Gelegenheit  bot,  die  darin 
behandelten  Teile   der  Analysis  vorzutragen,   und  unterzog  dann  ein- 
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gedenk  des  alten  Spruches  docendo  discimus  seinen  ersten  Entwurf 
einer  ziemlich  bedeutenden  Umarbeitung,  so  dafs  er  erst  1866  erschien. 

Das  Gebiet  der  Mathematik,  das  Schlömilch  mit  den  ersten 
Auflagen  seiner  Lehrbücher  umschreibt,  hat  er  auch  später  nicht  über- 
Bchritien  und  auch  im  wesentlichen  bei  seinen  eigenen  Forschungen 
eingehalten.  So  bezeichnen  die  Geometrie  des  Maises,  die  darstellende 
Geometrie  in  ihren  Fundamenten  und  die  analytische  (Geometrie  in  ihrer 
alteren  Gestalt  den  Kreis  seines  geometrischen  Arbeitens,  und  auch  in 
der  Analysis  folgen  seine  Veröffentlichungen  der  tiefgehenden  Ent- 
Wickelung  nicht,  die  über  Cauchys  Ideenkreis  und  Dirichlets  An- 
regungen hinausführte.  Die  bestimmten  Integrale  sind  von  seiner  Jugend- 
zeit an  ein  dauernder  Gegenstand  seines  Arbeitens,  nicht  minder  die 
Reihenentwickelungen,  —  wird  ja  doch  geradezu  eine  bekannte  Form 
des  Bestes  der  Taylor'schen  Reihe  unter  seinem  Namen  zitiert.  Femer 
hat  er  wiederholt  den  höheren  Differentialquotienten,  den  Bernoulli- 
Zahlen  und  Sekantenkoefßzienten,  sowie  den  Theoremen  von  Fourier 
sein  Interesse  zugewendet,  auch  der  approximativen  Quadratur  und  der 
Theorie  der  Differenzen  und  Summen  besondere  Darstellungen  gewidmet. 

In  die  analytische  Mechanik  hinüber  fahren  zunächst  die  Inte- 
grationsaufgaben, die  Masse  und  die  Anziehung  eines  Körpers  bei 
un^eichförmiger  Dichtigkeit  desselben  zu*  ermitteln,  weiter  gehören 
Tereinzelte  Untersuchungen  über  das  ParaUelogramm  der  Kräfte,  über 
Kettenbrückenlinien  und  über  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes 
auf  einer  Kurve  hierher,  sowie  die  Übersetzung  von  Duhamel's 
Mechanik. 

Ich  habe  die  Empfindung,  dafs  sich  in  Schlömilchs  Festhalten 
am  mathematischen  Standpunkt  seiner  Jugendjahre  wieder  seine  Rich- 
tung auf  die  Verwendbarkeit  äuüsert,  auf  das  ;,was  bei  der  Lösui^ 
mechanischer  und  physikalischer  Probleme  hauptsächlich  zur  Anwendung 
kommt^.  Man  vergegenwärtige  sich  doch,  dafs  das  analytische  Rüst- 
zeug, mit  dem  ein  Kirchhoff  und  Helmholtz  ihr  Lebenswerk  be- 
gannen und  mit  dem  bis  in  das  letzte  Jahrzehnt  Geodäsie,  technische 
Mechanik,  Elektrotechnik  und  Thermodynamik  arbeiteten,  dem  Umfange 
nach  durch  die  Schlömilchschen  Lehrbücher  der  Analysis  be- 
zeichnet wird« 

Mehr  und  mehr  tritt  in  Schlömilchs  Lebensgange  seine  päda- 
gogisch gerichtete  Natur  hervor. 

Schon  jene  Lehrbücher  zeigen  es  ja,  wie  ihn  die  Aufgabe  seines 
Berufes,  jungen  Technikern  die  Analysis  zuzuführen,  erfCLllte,  aber 
lebendiger  als  das  Denkmal,  das  er  sich  durch  diese  Bücher  gesetzt 
hat^  ist  der  tiefe  Eindruck,  den  er  in  den  Herzen  seiner  Schüler  hinter- 
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lieüs.  Wenn  bei  den  sachsischen^Technikem  später  als  anderwärts  die 
Bekämpfung  des  Einflusses  mathematischer  Ausbildung  auf  den  Unter- 
richt der  Techniker  Eingang  und  Verstiuidnis  gefunden  hat,  so  dürfte 
dies  zu  nicht  geringem  Teile  dem  nachhaltigen  Einfluls  seines  Wirkens 
an  der  sächsischen  Hochschule  zuzuschreiben  sein.  Schon  personlich 
den  Kreisen  der  sächsischen  Techniker  nahe  stehend,  hielt  er  seine 
VortnLge  bei  aller  (Gediegenheit  und  Tiefe  rein  von  Bdastungen 
durch  der  technischen  Verwendung  fremdartige ,  nur  f&r  den  Mathe- 
matiker Yon  Fach  erhebliche  Dinge.  Es  war  in  der  That  auch  für 
einen  Techniker  keine  Last,  es  war  ein  Oenufs,  seinen  Vorträgen 
zu  folgen.  Erystallklar,  in  reinster  Durchsichtigkeit  und  unerschütter- 
licher Festigkeit  standen  die  Lehren  der  Mathematik  vor  dem  Hörer. 
Ein  Meister  der  Darstellung,  verstand  er  es  wunderbar,  auch  die 
schwierigeren  Gedankengänge  der  Analysis  auf  den  Hörer  wirken  zu 
lassen  wie  ein  geistvolles  Spiel  und  doch  nachdrucksvoll  wie  ein  Kunst- 
werk voll  ästhetischen  Ebenmafses.  Dabei  hielt  er  seine  Vorträge 
durchaus  frei  von  der  neuerdings  uns  angepriesenen  Methode,  die 
Mathematik  in  Anwendungen  aufgehen  zu  lassen,  —  er  faGst  die 
Theorie  in  ihrer  Tiefe,  aber  er  weils  auch,  wie  dem  Durchschnitts- 
schüler das  Eindringen  in  diese  Tiefe  durch  die  Anwendungen  ver- 
mittelt wird.  Der  mathematische  Unterricht  an  den  technischen  Schulen 
hat  sich  nach  seiner  Überzeugung  „von  unfruchtbaren  philosophischen 
Redensarten,  wie  von  einer  möglichst  eiligen  praktischen  Abrichtung 
gleichweit  entfernt  zu  halten,  ohne  deswegen  seine  fortwährende  Ver- 
bindung mit  der  Praxis  zu  opfern'^  „Die  strengsten  Methoden  sind, 
richtig  dargestellt,  immer  die  natürlichsten  und  kürzesten.'^ 

Selten  überschritt  er  im  Vortrag  die  Grenzen  streng  sachlicher 
Darstellung,  aber  wenn  er  mit  ein  paar  hingeworfenen  Worten  die 
Gedankenfolge  würzte,  geschah  es  mit  feinem  Humor  und  immer  mit 
schilpendem  Erfolge.  Einige  Wendungen  in  den  Vorreden  der  ersten 
Auflagen  seiner  Hauptwerke  geben  einigermalsen  den  Eindruck  solcher 
Äulserungen  wieder.  So  wenn  er  eine  Erörterung  über  das  Wesen 
der  höheren  Analysis  mit  der  Bemerkung  einleitet,  dals  wenn  man 
einen  Mathematiker  gewöhnlichen  Schlages  danach  fragC;  man  in  der 
Regel  eine  Antwort  erhalte,  als  hätte  man  einen  Freimaurer  gefingt, 
was  die  Maurerei  sei;  nach  einigen  unbestimmten  Redensarten  werde 
man  nämlich  ermahnt,  sich  in  die  Geheimnisse  dieser  Künste  einweihen 
zu  lassen,  weil  vorher  das  Wozu  nur  sehr  schwer  deutlich  gemacht 
werden  könne.  Oder  seine  Mahnung,  in  Lehrbücher  nur  das  unum- 
gänglich Nötige,  nicht  Delikatessen  der  Wissenschaft  als  Zugabe  auf- 
zunehmen; denn  giebt  man  sie  anderen  ^  als  den  talentvollen  Schülern 
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ZQ  kosten,  ^so  wiederholt  sich  die  Geschichte  von  jenem  Banernjungen, 
der  über  eine  von  Friedrich  Wilhehn  IH  ihm  gereichte  Ananasscheibe 
bemerkte,  sie  schmecke  wie  Wnrsf^ 

Über  seine  pädagogischen  Grandanschauungen  hat  Schlömilch 
sjAter  nie  yiel  Worte  gemacht,  ausführlich  spricht  er  sich  nur  in  der 
Vorrede  zur  mathematischen  Analysis  1845  und  zur  Geometrie  des 
Mafaes  1849  aus,  und  was  er  da  sagt,  ist,  wenn  sich  auch  manches 
Einzelne  bei  ihm  selbst  im  späteren  Wirken  abgeändert  haben  mag, 
im  Fundamente  auch  heute  noch  bedeutungsvoll  und  gewichtig. 

Wie  ein  Programm  seiner  Behandlung  der  Analysis  klingen 
folgende  Worte:  „Dem  schöpferischen  Genie  eines  Euler  war  es  nur 
um  Erweiterung  des  wissenschafQichen  Gebietes  zu  thun,  unbekümmert 
darum,  ob  diese  Eroberungen  gehörig  gesichert  waren  oder  nicht.  Im 
Gegensatz  hierzu  finden  wir  bei  Gauchy  die  grofste  Strenge  bei  vieler 
Kürze  in  der  Entwickelung;  dagegen  leidet  die  Schönheit  des  archi- 
tektonischen Baues  durch  sehr  gekünstelte  Anordnung  und  das  Leben 
der  Erfindung  fehlt  gänzlich.  .  .  .  Zwischen  diesen  beiden  Extremen 
habe  ich  einen  Hittelw^  einzuschlagen  gesucht,  welcher  das  Interesse 
des  heoristiBchen  Gedankenganges  mit  der  Strenge  des  firanzösischen  Ana- 
lytikers vereinen  und  dem  (Ganzen  ein  besseres  architektonisches  Gefüge 
verleihen  soll,  ab  man  bisher  an  diesem  Teile  der  Mathematik  bemerkt 
hai''  Eben  so  energisch  betont  er  in  der  Vorrede  zur  Geometrie  des 
Mabes:  „Es  sind  zwei  Hauptforderungen,  die  ich  an  jeden  Unterricht, 
beeonders  aber  an  den  geometrischen  stelle;  die  erste,  organische 
Gliederung,  betrifft  die  Anordnung  des  StoiBfes,  die  zweite,  heu- 
ristischer Gedankengang,  die  Darstellung  desselben'^  Hinsichtlich 
der  Anordnung  liefs  man  sich  bisher  „von  zwei  ganz  erbärmlichen 
formalen  Capricen  leiten.  Die  erste  Gaprice  (^Maxime'  wäre  schon  zu 
ehrenvoll  bezeichnet)  besteht  darin,  keine  Konstruktion  zu  verlangen, 
deren  wirkliche  thatsächliche  Ausflihrung  nicht  vorher  gelehrt  worden 
ist  . . .  Die  zweite  noch  schlinmiere  Gaprice  besteht  darin,  dab  man 
den  geometrischen  Stoff  nach  den  Beweismitteln  geordnet  haf  Und 
ist  es  nicht  bis  heute  im  ganzen  erfolglos  gebliiaben,  was  er  bereits 
1854  in  der  Vorrede  zum  zweiten  Teile  der  Geometrie  des  Mafsee 
predigt?  „Die  Bevorzugung  der  Planimetrie  ist  ein  pädagogischer 
VibgriSf  der  Accent  mub  auf  die  Stereometrie  gelegt  werden.  Hierzu 
bietet  die  deskriptive  Geometrie  das  vortrefflichste  —  selbst  den 
Gymnasien  zu  empfehlende  —  Mittel,  was  um  so  leichter  anzuwenden 
ist,  als  ihre  Prinzipien  ein  wahres  Minimum  von  stereometrischer 
Theorie  erfordern.'' 

Das  war  der  Geist,  den  seine  Lehrbücher  überliefern  und  in  dem 
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er  ein  Menachenalter  hindurcli  an  der  Dresdener  Polytechnischen  Schiile 
wirkte;    die   Schüler   seiner   ersten   Lehrjahre   stimmen  mit  denen   der  j 

letzten   Hberein   in   der  dankbaren  Erinnerung  an  seine  Persönlichkeit 
und  seine  Anregungen. 

Wie  sein  geistiges  Leben  über  die  Grenzen  seines  Faches  hiniiber- 

griÖ,    wird    schon   dadurch  bekundet,   daTs  er  in  Dresden   durch  eine 

R«ihe  von  Jahren  öfifentliche  Vorträge  über  Geschichte  der  Philosophie 

hielt  und  in  feinsinnigen  Ausführungen  einer  Festrede  beim  2njährigen 

Jubiläum  des  sächsischen  Ingenieur-  und  Architekten- Vereins  1871    die 

ideutung   des   Stiles   im  Ingenieurbau   betonte,   —   aber  am  meisten 

ichlofs  sich  doch  diese  Vielseitigkeit  seines  Interesses  im  persönlichen  \ 

Wkebr.  1 

Mit  dem  Jahre  1S74  wendet«  sich  auch  sein  Beruf  ganz  der 
Pädagogik  zu;  er  verliefs  das  Dresdener  Polytechnikum,  einem  Rufe 
ins  sächsische  Unterrichtsministerium  folgend,  in  dem  er  die  Stellung 
eines  Referenten  für  das  Realschulwesen  bis  1^85  bekleidete.  Diese 
Beruf sän de ning  macht  sich  auch  in  seinen  hterarischen  Arbeiten  geltend. 
Er  verzichtet  mehr  und  mehr  darauf,  selbst  die  erforderlich  werdenden 
Neuauflagen  seiner  Lehrbücher  zu  besorgeu  und  vertraut  sie  den 
Händen  seiner  Schüler  Heger  und  Ilenke  an;  das  ISKl  erschienene 
Handbuch  der  Mathematik  tragt  geradezu  nur  seinen  Namen  und  ist 
von  Haus  aus  von  anderen  (Reidt  und  Heger)  nach  seinem  Plane 
verfafst.  Seine  eigenen  Arbeiten  nehmen  mehr  und  mehr  die  Form 
kleinerer  Apercus,  kürzerer  Notizen,  vor  allem  aber  die  Form  von 
Übungsaufgaben  an.  Schon  die  letzten  Hauptwerke  der  Zeit  seiner 
Professur,  die  1**68  tmd  1870  erschienenen  beiden  Teile  seines  Übungs- 
buches zum  Studium  der  höheren  Analysis,  gehören  dieser  Richtung 
an,  vor  allem  aber  zeigt  ein  Blick  in  Hoffmanns  1898  erschienenes 
Aufgaben-Repertorium,  das  ihn  als  den  eifrigsten  Mitarbeiter  kenn- 
zeichnet, wie  fruchtbar  und  vielseitig  Schlömüch  auf  dem  Gebiete 
der  mathematischen  Kleinkunst  war. 

Der  Ruhestand,  in  den  er  1885  trat,  wurde  ihm  in  den  letzten 
Jahren  durch  den  Tod  seiner  treuen  Lebensgefährtin  und  durch  zu- 
nehmendes Leiden  verbittert,  das  seinen  Geist  oft  umnachtete.  So 
gestaltete  sich  die  letzte  Zeit  seines  Lebens  trotz  aller  aufopfernden 
Pflege  der  Seinen  so  getrübt,  dal's  der  Tod  als  Erlöser  erschien. 

Von   der   grofsen  Zahl  der  Verehrer  imd  Freunde,  die  ein  langes 

Leben   voll   erfolgreichen  Schaffena,   die   seine  geistig  anregende,   mit 

liebenswürdigem    Humor    ausgestattete    Persöalichkeit,    sein    lebhafter 

Sinn  fiir  Kunst  und  Natur  und  edles  Lebensbehagen  einst  um  ihn  ge- 

.         Bammelt   hatte,    war   nur    ein    enger  Kreis   Näherstehender  an  seinem  j 
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Sarge  mit  den  Seinen  yersammelt^   insbesondere  Vertreter  der  Tech- 
niBchen  Hochschule  und  des  Ingenieurrereins. 

Über  die  Grenzen  seines  personlichen  Wirkens  hinaus  und  über 
die  Grenzen  hinaus,  die  dem  Einflufs  von  Lehrbüchern  gezogen  sind, 
wird  aber  vor  allem  diese  Zeitschrift  die  Arbeiten  ihres  regsten  För- 
derers aufbewahren  und  kommenden  Geschlechtem  in  treuer  Dankbarkeit 

den  Namen  ihres  Begründers  überliefern. 

Georo  Helm. 


g  Künftige  Ziele  der  ZeiUchrifb  fCir  Mathematik  und  Physik. 


Künftige  Ziele  der  Zeitschrift  fttr  Mathematik  und  Physik. 

Da  mit  dem  Yorliegenden  Hefte  diese  Zeitschrift  sich  ihren  Lesern 
in  veränderter  Gestalt  zeig^^  erscheint  es  unerlafslich^  einige  Worte 
über  die  Ziele^  welche  von  jetzt  an  in  derselben  verfolgt  werden  sollen, 
vorauszuschicken. 

Durch  die  Anerkennung  ermutigt,  welche  die  im  Schlufswort  Ton 
1897  angekündigten,  in  den  letzten  Bänden  getroffenen  neuen  Einrich- 
tungen und  immer  mehr  zur  Geltung  gekommenen  Bestrebungen  seitens 
namhafter  Beurteiler  gefunden  haben,  hat  die  unterzeichnete  Schriflr 
leitung,  nachdem  eine  Reihe  hervorragender  Ingenieure,  Mathematiker, 
Physiker,  Geodäten  und  Astronomen  in  dankenswerter  Weise  ihre  Unter- 
stützung zugesichert  hatten,  sich  entschlossen,  die  Förderung  der  an^ 
gewandten  Mathematik  von  jetzt  an  als  einzige  Aufgabe  der  Zeitschrift 
zu  betrachten.  Diese  Einschränkung,  mit  der  wir  gröfsere  wissenschaft- 
liche Vertiefung  zu  verbinden  wünschen,  bedeutet  das  Fallenlassen 
einiger  Aufgaben,  denen  die  Zeitschrift  bisher  ebenfalls  gerecht  zu 
werden  suchte,  denen  sich  aber  schon  andere  Zeitschriften,  vor  allem 
das  neugestaltete  Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  in  hinreichendem 
Mafse  widmen,  während  ein  besonderes  Organ  für  a/ngewa/ndie  McnOie- 
maÜk  —  durch  die  rasch  zunehmende,  auf  eine  Arbeitsteilung  hin- 
drängende Ausdehnung  der  mathematischen  Wissenschaften  vollauf  ge- 
rechtfertigt und  seit  langem  als  Bedürfnis  anerkannt  —  bis  jetzt  noch 
nicht  vorhanden  war.  Wohl  läfst  sich  darüber  streiten,  was  zur  reinen 
und  was  zur  angewandten  Mathematik  zu  rechnen  sei,  man  wird  es 
aber,  hoffen  wir,  billigen,  wenn  wir  die  Grenzen  nicht  allzu  enge  ziehen 
und  aufser  den  in  den  Bänden  IV,  V,  VI  der  „EncyUopädie  der  mathe- 
matischen Wissenschaften^'  behandelten  Gebieten  —  der  Mechanik,  ins- 
besondere der  technischen  Mechanik,  der  theoretischen  Physik  einschliefs- 
lich  der  mculhematischen  Chemie  und  KrystaUagraphie,  der  Geophysik^ 
Geodäsie,  Astronomie  —  und  der  auf  keinen  Fall  auszuschUelsenden 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  nebst  Äusgleichirngsredmung,  mathematisdien 
StaMstik  und  Verskherv/ngsma/fhemoMk  auch  das  numerische  Bechnen,  die 
Näherungsrechnung  („Approximations- Mathematik'^,  die  Lehre  von  den 
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tmpiri9chen  Farmetn^  die  darstdlende  Geometrie  samt  SchaMenkonsirvikr 
Honen  und  Perspektive,  das  graphische  Bechnen  zu  pflegen  uns  angelegen 
sein  lassen,  weil  die  in  diesen  Zweigen  gelehrten  Verfahren  erst  in  den 
Stand  setzen,  irgend  welche  Anwendungen  der  Mathematik  bis  zu  Ende 
durchzufthren,  und  wenn  wir  zugleich  den  hierbei  gebrauchten  tech- 
nischen Hilfsmitteln,  den  numerischen  und  graphischen  Tafeln,  den 
Bwhenappa/raUn  und  -inaschinen,  sowie  den  Zeichemoerhseugen  die  notige 
Beachtung  schenken. 

Es  wird  unser  Bestreben  sein,  nicht  nur  Mathematikern,  denen  die 
Anwendungen  ihrer  Wissenschaft  am  Herzen  liegen,  sondern  namentlich 
auch  Lesern  aus  technischen  Berufskreisen  Anregung  zu  bieten  imd 
ihnen  auüser  unmittelbar  in  ihr  Fach  einschlagenden  Untersuchungen 
die  Kenntnis  mathematischer  Thatsachen  und  Verfahren,  die  fOr  sie 
nützlich  sein  können,  zu  Yermitteln  Nicht  gering  achten  möge  man 
femer,  dafs  Ingenieure  und  Mathematiker  sich  hier  in  gemeinsamer 
Arbeit  zusanunenfinden  können,  was  dazu  beitragen  wird,  eine  manch- 
mal zu  Tage  tretende  beklagenswerte  Entfremdung  zwischen  ihnen  zu 
beseitigen. 

Im  einzehien  sei  folgendes  bemerkt.  Es  ist  im  42.  Bande  damit 
begonnen  worden,  aus  der  Praxis  stammende  Aufgaben  zu  stellen,  ,piicht 
Mob,  um  die  Mathematiker  überhaupt  zur  Beschäftigung  mit  solchen 
aozur^jen,  sondern  um  dieselben  der  Lösung  entgegen  zu  führen,  wenn 
letztere  für  die  Technik  ein  wirkliches  Bedürfius  ist,  aber  besondere 
mathematiBche  Kenntnisse  und  Gewandtheit  in  der  Handhabung  mathe- 
matischer Werkzeuge  erfordert^  also  die  Mitwirkung  der  Mathematiker 
▼on  Fach  wünschenswert  erscheinen  lälst^.  Bis  jetzt  hat  wegen  der 
Schwierigkeit  der  gestellten  Aufgaben  diese  Einrichtung  wenig  Erfolg 
gehabt,  wir  werden  sie  aber  trotzdem  beibehalten 

Mit  fortlaufenden  Berichten  über  neue  Rechenmaschinen,  geome- 
trische Instrumente  und  Zeichenwerkzeuge,  wie  solche  früher  in  Aus- 
sicht gestellt  wurden,  soll  noch  in  diesem  Bande  ein  Anfang  gemacht 
werden. 

Wie  schon  in  diesem  Hefte,  soll  künftig  inmier  für  Anfragen  aus 
dem  Leserkreise  und  Auskünfte  ein  Raum  vorgesehen  werden;  wir  hoiBfen, 
dab  diese  neue  Einrichtung,  zu  deren  fleÜBiger  Benützung  wir  hiermit 
einladen,  manchen  Lesern  willkommen  sein  wird. 

Bei  der  VeroiSentlichung  des  letzten  Heftes  der  Zeitschrift  haben 
der  eine  der  jetzigen  Herausgeber  und  die  Verlagsbuchhandlung  schon 
Anlab  genommen,  ihrem  lebhaften  Bedauern  über  den  Rücktritt  des 
Herrn  M.  Gantor,  welcher  der  Zeitschrift  als  Leiter  der  historisch- 
litterarischen  Abteilung  einen  grofsen  Teil  seiner  Lebensarbeit  gewidmet 
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und  sich  bleibende  Verdienste  um  dieselbe  erworben  hat^  Ausdrack  zu 
geben.  Infolge  dieses  Rücktrittes  kann  die  fragliche  Abteilung  nicbt 
in  der  seitherigen  Weise  fortgeführt  werden.  Da  jedoch  die  Geschichte 
der  Mathematik  in  der  ^^Bibliotheca  Mathematica^'  ihr  eigenes  Organ 
besitzt^  können  wir  auf  den  Abdruck  von  Arbeiten  aus  diesem  Gebiete 
Terzichten,  wenn  wir  uns  auch  Yorbehalten,  gelegentlich  kürzere  Mit- 
teilungen aus  der  Geschichte  der  angewandten  Mathematik  zu  bringen. 
Femer  halten  wir  es  ftir  gerechtfertigt,  uns  bei  den  Bücherbeeprechungen 
und  den  Verzeichnissen  neu  erschienener  Schriften  und  Abhandlungen,  bei 
denen  wir  auf  mögUchste  Vollständigkeit  und  schneUe  Berichterstattung 
bedacht  sein  werden^  auf  die  angewandte  Mathematik  zu  beschranken ;  indem 
wir  auch  technische  Werke  und  Zeitschriften  berücksichtigen^  soweit  sie 
Mathematisches  enthalten,  werden  wir  dennoch  die  Berichte  anderer  mathe- 
matischer Zeitschriften,  wie  des  Archirs  der  Mathematik  und  Physik 
und  der  „Revue  semestrielle''  erganzen  können.  Insbesondere  werden 
wir  nicht  unterlassen,  die  in  den  letzten  drei  Bänden  gegebenen  Ver- 
zeichnisse von  Abhandlungen  aus  der  angewandten  Mathematik,  die  in 
technischen  Zeitschriften  erschienen  sind,  welche  Verzeichnisse  bei  In- 
genieuren und  Mathematikern  viel  Anklang  gefunden  haben,  fortzusetzen 
und  auf  weitere  technische  Zeitschriften  auszudehnen.  (Jelegentlieh  einer 
sehr  wohlwollenden  Besprechung  unserer  Zeitschrift  im  Jahrgang  1899 
der  Deutschen  Bauzeitung  ist  der  Wunsch  geäufsert  worden,  auch 
etwaige  in  anderen  mathematischen  Zeitschriften  erschienene,  für  Tech- 
niker wertvolle  Arbeiten  zur  Kenntnis  der  letzteren  zu  bringen;  diesem 
Wunsche  wird  Rechnung  getragen  werden. 

Die  bisherige  Trennung  der  Zeitschrift  in  zwei  Abteilungen  mit 
besonderer  Seitenzählung  halten  wir  nicht  mehr  für  notwendig. 

Stuttgart  und  Hannover,  Anfang  1901. 

R.  Mehmke.    C.  Runoe. 
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Theoretisches  über  die  Bengimg  der  Röntgenstrahlen.^) 

Von  A.  Sommerfeld  in  Aachen. 

YieUach  wird  hentzntage  (von  den  Anhängern  der  Energetik)  die  Ansicht 
vertreten;  dass  jede  specielle  Vorstellung  über  die  Natnr  der  physikalischen 
Vorg^mge  vom  üebel  sei,  dass  der  experimentelle  Forscher  lediglich  Beo- 
bachtnngsthatsachen  ohne  Voreingenommenheit  zu  registriren  und  der 
Theoretiker  dieselben^  ohne  seinerseits  etwas  hinzuzuthun,  in  ein  mathe- 
matisches System  zu  bringen  habe.  Bei  diesem  Verfahren  schützt  man 
sich  allerdings  davor ^  gelegentlich  einen  Schritt  zurück  thun  zu  müssen; 
aber  man  verzichtet  auch  des  Oefteren  darauf^  wichtige  Schritte  vorwärts 
zu  machen ;  die  erfahrungsgemäss  durch  geeignete  Hypothesenbildung 
erleichtert  werden. 

Demgegenüber  scheint  in  der  theoretischen  Physik  der  fruchtbarste 
Weg  dieser  zu  sein:  so  specielle  und  bestimmte  Hypothesen  wie  möglich 
zu  Orunde  zu  legen^  ihre  Folgerungen  exact  zu  entwickeln  und  diese 
mit  der  Erfahrui^  zu  vergleichen:  wenn  sich  kein  Widerspruch  mit  der 
Erfahrung  zeigt;  gut,  so  waren  unsere  Hypothesen  zulässig  und  können 
bis  auf  Weiteres  beibehalten  werden;  wenn  aber  ein  Widerspruch  auftritt, 
80  steht  es  noch  besser:  dann  ist  unsere  Hypothese  endgültig  als  un- 
zulässig dargethan  und  wir  haben  eine  definitive,  wenn  auch  negative 
Erkenntniss  gewonnen. 

In  diesem  Sinne  werde  ich  hier  folgende  von  E.  Wiechert')  und 
von  Sir  Oeorge  Stokes')  vertretene  Vorstellung  über  die  Natur  der 
Röntgenstrahlen  zu  Grunde  legem  BöntgenstraJilen  bestehen  in  einer 
impulsiven  (d.  h.  Tcwreen  und  starken)  Störung  des  Gleichgewichts  des 
Adhers,  welche  sich  nach  den  MaomdTschen  Oleichu/ngen  zeiüich  und  räum- 

1)  Zwei  vorläufige  Mittheilnngen  dieses  Titels  erschienen  PhyBikalische  Ztschr. 
1.  Jibrguig,  Nr.  10,  pag.  106,  1899,  8.  Jahrgang,  Nr.  4,  pag.  55,  1900. 

2)  Abb.  der  Pbys.-Oekon.  GtesellBcbaft  zn  Königsberg,  1896,  pag.  1  und  pag.  45, 
iowie  Wied.  Ann.  Bd.  59,  1896,  vgl.  besonders  §  6. 

S)  Prooeedings  of  the  Cambridge  Pbil.  See.  Bd.  9,  pag.  215,  1896  und  Pro- 
ceedingi  of  the  Manchester  Lit.  and  Phil.  See.  1897. 
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Ikh  fortpflanzt  Diese  Vorstellang  wird  nahe  gelegt  durch  die  heutzutage 
wohl  sicher  gestellte  Anschauung  von  der  Beschaffenheit  der  Kathoden- 
strahlen^  wonach  die  letzteren  aus  farigescUeuderten,  dektrisch  gdadenen 
Theilchen  von  geringer  Trägheit  bestehen.  Treffen  diese  Theilchen  auf  ein 
festes  Hindemiss^  z.  B.  ein  Platinblech  oder  die  Wand  einer  Entladungs- 
rohre; so  werden  durch  die  Hemmung  der  Ladungen  ausserordentlich  starke 
und  plötzliche  elektrische  Kräfte  erzeugt  und  wir  haben  eine  ^^impuIsiTe 
Aetherstörung^';  einen  ^^Aetherstoss^^  der  als  Röntgenstrahlung  wahrgenom- 
men wird.  Die  Dauer  der  Störung  hängt  dabei  Ton  der  Geschwindigkeit 
der  KathodenstrahleU;  der  Grösse  der  Eathodenpartikelchen  und  der  Starke 
der  hemmenden  Kräfte  ab.  Der  hiermit  dargelegte  Zusammenhang  bildet 
den  Gegenstand  einer  wichtigen  Arbeit  von  J.  J.  Thomson^),  aufweiche 
wir  später  zurückkommen. 

Zweck  der  vorliegenden  Untersuchung  ist  eS;  jene  Hypothese  an 
den  Beugungserscheinungen  der  Röntgenstrahlen  zu  prüfen/  die  nach  all- 
gemeinem ürtheil  wohl  am  ehesten  über  die  Natur  des  Vorgangs  Auf- 
schluss  versprechen,  und  von  hier  aus  entweder  zu  einer  Torläufigen 
Bestätigung  oder  zu  einer  definitiven  Widerlegung  jener  Hypothese  zu 
gelangen. 

Mein  Freund  E.  Wiechert  hat  mich  zu  wiederholten  Malen  auf  das 
hier  vorliegende  Problem  hingewiesen  und  ist  mir  bei  seiner  mathe- 
matischen Formulirung  hülfreich  zur  Hand  gegangen.  Auch  verdanke  ich 
den  Herren  J.  J.  Thomson  und  G.  H.  Wind  einige  gütige  Mittheilungen 
über  den  Gegenstand. 

§  1. 

Allgemeine  Bemerkungen  über  die  mathematisohe  Behandlung  der 

Beugungsprobleme. 

Was  die  Methode  der  mathematischen  Durchführung  betrifft^  so  knüpfe 
ich  an  eine  frühere  Arbeit  *)  über  die  Beugung  des  Lichtes  an.  Um 
mich  von  den  Einwendungen  frei  zu  machen^  welche  sich  gegen  die 
klassische  Behandlung  der  optischen  Beugungserscheinungen  erheben^, 
habe  ich  dort  ein  bestimmtes  mathematisches  Problem^  d.  h.  Differential- 
gleichungen und  Grenzbedingungen,  formulirt,  und  habe  exakte  Lösungen 
dieses  Problems  angegeben.  Allerdings  musste  ich  dabei  auf  den  Begriff 
des  absolut  schwarzen  Körpers  von  vornherein  verzichten^  welchen  ich  nicht 
in  befriedigender  Weise  mathematisch  fassen  konnte.    Ich  bin  seitdem  zu 

1)  PhiloBophical  Magazine,  Febr.  1898. 

2)  Mathem.  Ann.,  Bd.  47,  pag.  817,  1896. 
8)  Göttinger  Nachr.  1894,  Nr.  4. 
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der  üeberzeagung  gekommen^  dass  sich  dieser  Begriff  in  der  That  weder 
▼om  Boden  der  Maxwell'schen  noch  irgend  einer  anderen  Lichttheorie 
durch  einfache  Ghrenzbedingongen  definiren  lässt  und  dass  die  übliche 
Definition  in  der  Optik  nicht  frei  von  Widersprüchen  in  sich  ist. 

Statt  dessen  spreche  ich^)  von  einem  absdtU  undurchsichtigen  Körper, 
welcher  so  definirt  ist,  dass  die  elektrischen  Kraftlinien  senkrecht  auf  ihm 
endigen  (Leitföhigkeit  unendlich)  und  dass  daher  überhaupt  keine  Licht- 
bewegong  in  sein  Inneres  eindringt.  Er  bildet  insofern  das  gerade  Qegen- 
theil  des  absolut  schwarzen  Körpers,  als  das  Licht  an  seiner  Oberfläche 
ToUstindig  zurückgeworfen  wird,  so  dass  man  ihn  auch  absokU  reflecHrend 
oder  absokU  Nank  nennen  kann.  Die  von  mir  gefundenen  Lösungen  (u) 
zerlegen  sich  nun  von  selbst  in  zwei  deutlich  geschiedene  Bestandtheile 
(usssu^"^  u^),  deren  einer  dem  (durch  Beugung  modificirten)  einfallenden, 
deren  zweiter  dem  (ebenfalls  durch  Beugung  modificirten)  reflectirten  Licht 
entspricht.  Jeden  einzehi  kann  man  auffassen  als  Lichämoegung  auf  einer 
Biemann'sdien  Fläche  (bez.  bei  einem  dreidimensionalen  Probleme  ab 
lAtk&ewegung  in  einem  Biemmm' sehen  Baume)  ^  wobei  dann  nur  ein  Blatt 
der  Fläche  (bez.  ein  Individuum  des  Baumes)  für  die  Darstellung  des 
physikalischen  Yoi^^gs  in  Betracht  kommt.  In  meiner  Arbeit  ist  sogar 
diese  auf  der  Riemann'schen  Fläche  (im  Riemann'schen  Raum)  definirte 
Losung  das  Primäre;  aus  ihr  setze  ich  die  Lösung  für  die  schlichte  physi- 
kalische Ebene  (den  schlichten  Raum)  durch  „Spiegelung^'  zusammen. 

Diesem  Gedankengange  hat  Herr  W.  Voigt  eine  bedeutsame  Wendung 
gegeben.  In  seinem  „Compendium  der  theoretischen  Physik''^),  wo  Herr 
Voigt  meine  Lösung  in  modificirter  Form  wiedergiebt,  betrachtet  er  den 
Beetandtheil  ti^  meiner  Lösung  gesondert  und  bemerkt,  dass  dieser  die 
Darrtelhmg  eines  Vorganges  liefert,  welcher  der  gewöhnlichen  Vor- 
stellung Ton  der  Beugung  an  einem  sdma/rzen  Körper  nahe  kommt.  Dies 
fthrt  Herr  Voigt  an  einer  anderen  Stelle  naher  aus'):  Der  Beugungs- 
sdiirm  (oder  richtiger  die  Spur  desselben  in  der  Fortpflanzungsebene  des 
Lidlites)  spielt  bei  dieser  Behandlung  die  Rolle  eines  VergweigungsschniUes 
der  Biemann'schen  Fläche.  Er  gleicht  einer  offenen  Thür,  durch  welche 
die  Energie  der  Lichtbewegung  aus  dem  „physikalischen  Blatte^'  der  Fläche 
Mistritt  Da  sich  hinter  dieser  Thür  ein  zweites  Blatt  (das  „fingirte^^  oder 
das  „Hülftblatt^  ausdehnt,  so  breitet  sich  die  Lichtbewegung  nach  dem 
Passiren  der  Thfir  in  diesem  ungehindert  aus  und  hat  keinen  Grund,  zum 
physikalischen  Blatt  zurückzukehren.    Die  Energie  der  auffallenden  Licht- 

1)  Mathem.  Ann.  1.  c.  Vgl.  auch  H.  Poincar^,  Acta  Mathem.  Bd.  16,  1892, 
pag.  297  und  Bd.  20,  1897,  pag.  69. 

2)  Bd.  n,  pag.  768,  Leipzig  1896. 

3)  Göttinger  Nachrichten  1899,  Heft  1. 
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bewegong  wird  solchergestalt  in  ein&chster  Weise  ans  der  Welt  geschafit 
Da  ferner  die  Lage  des  Yerzweigongsschnittes  för  den  Charakter  der  auf 
der  Riemann'schen  Flache  definirten  stetigen  Function  «^  yöllig  belanglos 
ist  und  da  beim  Uebeigange  yon  dem  einen  zum  anderen  Blatte  der  Fläche 
überhaupt  nichts  Besonderes  passirt^  kann  Ton  einer  Reflexion  an  der 
Oberfläche  des  Bengangsschirmes  keine  Rede  sein.  Das  Vorhandensein 
jener  offenen  Thüre  beeinflnsst  die  Lichtbewegong  im  physikalischen  Blatt 
nur  in  secnndärer  Weise.  Wir  haben  damit  die  wesentlichen  Merkmale  des 
Begriffes  des  schwarzen  Körpers  vor  uns:  die  Yemichtung  der  aufEdlenden 
Energie,  das  Fehlen  jeder  Reflexion  an  der  Oberfläche  und  die  ungestörte 
oder  nur  wenig  gestörte  Ausbreitung  des  Lichtes  in  der  Umgebung  des 
schwarzen  Körpers. 

Herr  Voigt  yertieft  diese  Au£Eiissung  des  schwarzen  Körpers  weiter 
durch  Betrachtung  des  Poyntin^schen  Energiefiusses.  Der  Vector  des 
Energieflusses  muss  offenbar  auf  der  Oberfläche  eines  schwarzen  Körpers 
allemal  nach  dem  Innern  des  Körpers  gerichtet  sein.  Herr  Voigt  zeigte 
dass  bei  dem  von  ihm  behandelten  Problem  dies  wenigstens  im  Mittel 
der  Zeit  der  Fall  ist. 

Trotzdem  ist  diese  Definition  des  schwarzen  Körpers,  wie  Herr  Voigt 
selbst  ausführt,  weit  entfernt,  eine  mathematisch  befriedigende  und  ein- 
deutige zu  sein:  Statt  der  zweiblättrigen  Riemann'schen  Fläche,  auf  welcher 
u^  im  einfiEU^hsten  Falle  definirt  ist,  kann  man  eine  mehrblättrige  oder 
eine  unendlich  vielblättrige  zu  Grunde  legen;  letzteres  empfiehlt  sich 
vielleicht  durch  die  Ueberlegung,  dass  die  Lichtbewegung  um  so  weniger 
Grund  haben  wird,  zum  physikalischen  Blatte  zurückzukehren,  je  mehr 
Raum  zur  Ausbreitung  ihr  ausserhalb  des  physikalischen  Blattes  dar- 
geboten wird.  Auch  wäre  man  an  sich  nicht  genöthigt^  den  Zustand  auf 
den  fingirten  Blättern  ebenfalls  den  Maxwell'schen  Gleichungen  zu  unter- 
werfen, insoweit  als  durch  eine  andersartige  Fortsetzung  des  Zustandes 
keine  Reflexionsvorgänge  erzeugt  werden.  Wie  man  sieht,  ist  auf  diese 
Weise  ein  erheblicher  Spielraum  für  willkürliche  Festsetzungen  geschaffen. 

Diese  Willkür  liegt  aber  in  der  Natur  der  Sache.  Man  muss  sich 
vorstellen,  dass  es  verschiedene  Arten  von  schwarzen  Körpern  giebt, 
welche  die  verlangte  Vernichtung  der  au£GAllenden  Energie  in  mehr  oder 
minder  vollständiger  Weise  realisiren  und  dass  es  einen  absolut  schwarzen 
Körper  vielleicht  überhaupt  nicht  giebt.  Bei  einem  seiner  Natur  nach 
unbestimmten  Problem  kann  man  aber  keine  eindeutig  bestimmte  mathe- 
matische Lösung  verlangen. 

Sehr  bemerkenswerth  scheint  mir  dabei,  dass  die  beste  experimentelle 
Realisirung  des  schwarzen  Körpers,  wie  sie  von  W.  Wien  angegeben  ist, 
der   hier   empfohlenen  Auffassung   nahe  kommt.     Sie   besteht    aus    dem 
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inneren  Hohlräume  einer  Kugel,  in  welchen  das  Licht  durch  eine  kleine 
Oefinong  hineingelangt  und  aus  dem  es  wegen  forl^setzter  Reflexion  an 
der  Innenseite  der  Kugel  nicht  wieder  heraus  kann.  Dieser  Kugelhohl- 
raum  spielt  ersichtlich  im  Experiment  dieselbe  Rolle,  wie  die  fingirten 
Blatter  der  Riemann'schen  Fläche  in  der  theoretischen  'Behandlung.  Dass 
er  seinerseits  dem  physikalischen  Räume  angehört,  ist  im  Experimente 
imyermeidlich ,  aber  an  sich  nicht  wünschenswerth.  In  der  theoretischen 
Behandlung,  wo  wir  den  Hohlraum  aus  dem  physikalischen  Räume  heraus 
▼erlegen,  erreichen  wir  dieselben  Vortheile,  wie  bei  der  experimentellen 
Anordnung  und  bewirken  überdies,  dass  die  Lichtbewegung  im  physikalischen 
Raum  durch  die  Anwesenheit  des  schwarzen  Körpers  so  wenig  wie  möglich 
direct  beeinflusst  wird,  was  nach  Obigem  dem  Begriff  des  schwarzen 
Korpera  am  besten  entspricht. 

Alle  diese  Ueberlegungen,  welche  ja  zunächst  die  Optik  betreffen, 
finden  auch  in  der  Theorie  der  Röntgenstrahlen  ihren  Platz,  wenn  man 
onier  Röntgenstrahlung  den  in  der  Einleitung  bezeichneten  Vorgang  ver- 
steht  Ich  lasse  es  dahingestellt,  ob  man  nicht  in  der  Optik  mit  dem 
absolut  reflectirenden  Körper  ebenso  gut  arbeiten  kann,  wie  mit  dem 
absolut  schwarzen.  Jedenfalls  aber  können  wir  in  der  Theorie  der  Bäwtgen- 
straUen  den  absolut  reflectirenden  Körper  nicht  brauchen.  Denn  man 
beobachtet  bei  Röntgenstrahlen  nur  eine  eigenartige  diffuse  Reflexion, 
welche  f&r  die  Beobachtung  (d.  h.  fiir  die  Wirkung  auf  die  photographische 
Platte)  nicht  in  Betracht  konmien  dürfte;  man  wird  also  annehmen  müssen, 
dass  die  reguläre  Reflexion  durch  die  atomistische  Constitution  der  Electri- 
cität  im  Innern  des  Körpers  yemichtet  wird.  Den  BöntgenstraMen 
gegemiberf  kann  man  sagen,  verhält  sich  jedes  tmdurchlässige  Mittel  wie  ein 
dbsal/iä  schwoTBer  Korper,  Im  Folgenden  werde  ich  daher,  nachdem  ich 
zonaehst  die  (eindeutig  bestimmte)  Lösung  fOr  den  „undurchsichtigen'^ 
Körper  im  Sinne  meiner  früheren  Arbeit  aufgestellt  habe,  zu  dem  schwarzen 
Korper  im  Sinne  des  Herrn  Voigt  übergehen. 

Die  Herstellung  der  für  die  Beugung  in  Betracht  kommenden  mehr- 
deatigen  (auf  Riemann'schen  Flächen  eindeutigen)  Lösungen  habe  ich  in 
der  eii  Arbeit  auf  einem  etwas  umständlichen  Wege  bewirkt,  indem  ich 
von  mehrdeutigen  Lösungen  der  Potentialgleichung  in  zwei  Dimensionen 
aosging  und  diese  durch  einen  unendlichen  Differentiationsprocess  in 
Lotungen  der  Schwingungsgleichung  yerwandelte.  Ich  habe  später^)  zur 
Herstellung  rerzweigter  räumlicher  Potentiale  einen  kürzeren  heuristischen 
Weg  eingeschlagen,  welcher  überdies  den  Vortheil  grösserer  Allgemeinheit 
hat;  er  führt  nämlich  ebenso  leicht  zur  Lösung  drei-  wie  zweidimensionaler 
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Probleme;  auch  liefert  er,  wie  ich  bereits  am  Schlosse  der  zuletzt  genannten 
Arbeit  angegeben  habe,  eine  exakte  Behandlung  optischer  und  akustischer 
Beugungsprobleme  sowie  gewisser  Wärmeleitungsprobleme.  Dies  wurde 
inzwischen  von  Herrn  H.  S.  Garslaw^)  ausgeführt.  Dabei  ist  man,  was 
für  den  Yorliegenden  Zweck  wichtig  ist^  keineswegs  auf  die  rein  periodischen 
optischen  oder  akustischen  Vorgänge  beschränkt  Im  Folgenden  (§  2  bis  5) 
werde  ich  mich  daher  dieser  Methode  bedienen,  die  ohne  erhebliche  Rech- 
nung zum  Ziele  führt  und  die  eleganten  Hülfsmittel  der  Functionentheorie 
(Integrationen  auf  complexem  Wege  etc.)  benutzt.  Auch  die  geometrische 
Deutung  und  die  numerische  Discussion  der  gefundenen  Lösung  (§  6  und  7) 
machen  keine  rechnerischen  Schwierigkeiten.  Diese  treten  erst  auf,  warn 
man,  was  im  EUnblick  auf  das  Experiment  erforderlich  ist,  Ton  der  ESr- 
regung  selbst  zur  mittleren  Energie  der  Erregung  übergeht  (§  8). 

Es  liegt  mir  fem,  die  übliche  Methode  der  Beugongstheorie,  die  von 
dem  Huygens'schen  Principe  in  seiner  modernen  Formulirong  ausgeht,  herab- 
setzen zu  wollen.  Jene  Methode  hat  in  der  Optik  kleiner  Wellenlange  durch 
die  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung  längst  ihre  Brauchbarkeit  be- 
wiesen und  wird,  da  sie  auf  aUe  noch  so  complicirten  Fälle  anwendbar 
ist,  stets  ihren  grossen  Werth  behalten.  Demgegenüber  kann  ich  mein 
Verfahren  bisher  nur  in  dem  einfachsten  Falle  der  Beugung  an  einer  HäUh 
^}ene  YöUig  durchführen.  Schon  das  nächst  einfache  Problem  des  Spaltes 
konnte  ich  so  nicht  erledigen.  Und  doch  ist  gerade  die  Behandlung  des 
letzteren  auch  für  Röntgenstrahlen  besonders  wünschenswerth,  da  sich 
die  einzigen  heutzutage  yorliegenden  Beobachtungen  auf  den  Spalt  beziehen. 

Theils  um  diesen  Beobachtungen  gerecht  zu  werden,  theils  um  die 
Methode  des  Huygens'schen  Principes  auch  hinsichtlich  ihrer  Anwendbar- 
keit auf  Aetherstösse  zu  prüfen  und  zu  stützen,  habe  ich  das  Halbebenen- 
problem  auch  vom  Standpunkte  des  Hujgens'schen  Principes  behandelt 
(§  9  und  10).  Es  geigte  sich  eine  vöüig  befriedigende  Uebereinstimmung  beider 
Lösungen  für  den  FaU,  dass  die  Da/uer  des  Äetherstosses  genügend  kurs  isL 
Diese  Bedingung  ist  aber  bei  den  Röntgenstrahlen  erfüllt,  da  sich  (ygL  §  13 
dieser  Arbeit)  die  Dauer  des  Stosses  kleiner  als  l(h~^^  sec.  ergeben  wird. 
Eine  entsprechende  Bedingung  ist  ja  auch  für  die  Anwendbarbeit  des 
Huygens'schen  Principes  auf  die  periodischen  Aethervorgänge  erforderlich; 
sie  besagt  hier,  dass  die  Periode  der  Lichtschwingung  hinreichend  kurz 
sein  muss,  was  im  Falle  des  sichtbaren  Lichtes  in  der  That  zutrifft. 
Ueberhaupt  verhalt  sich  der  Ghrenzfall  eines  unendlich  kurzen  Äetherstosses 
in  vieler  Hinsicht  analog  wie  der  Gh*enzfall  der  unendlich  kurzen  Licht- 
schwingungen:  Hier  wie  dort  haben  wir  eine  geradlinige  Ausbreitung  der 
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Erregmig^  eine  absolut  scharfe  Schattengrenze  etc.  Nicht  brauchbar  da- 
gegen würde  das  Huygens'sche  Princip .  bei  yerhältnissmässig  lang  an- 
daaemden  Impulsen  oder  bei  den  yerhältnissmässig  langsamen,  unsichtbaren 
Lichtschwingungen,  den  Hertz'schen  Wellen,  sein. 

Der  Nachtheil  der  Methode  des  Huygens'schen  Principes  besteht 
hiernach  in  ihrer  auf  hinreichend  jähe  Impulse  beschränkten  Gültigkeit. 
Dazu  kommt  der  weitere  Nachtheil,  dass  die  Rechnungen  erheblich  um- 
ständlicher und  die  Schlussformdn  weniger  einfach  und  übersichtlich 
werden,  wie  bei  unserer  Methode  der  verzweigten  Lösungen.  Der  un- 
sduUabare  Yortheil  des  Huygens'schen  Principes  aber  besteht  darin,  dass 
dieses  sich  ohne  Weiteres  auf  complicirtere  Probleme,  ausdehnt.  Hieiron 
ziehe  ich,  durch  die  günstigen  Erfahrungen  beim  Halbebenenproblem  sicher 
gemacht,  for  die  Behandlung  des  Spaltes  Nutzen  (§11  und  12)  und  komme 
scUiesslich  (§  13)  zur  theoretischen  Verwerthung  der  fundamentalen 
Beobachtungen  von  Haga  und  Wind. 

FaDs  unsere  Auffassung  der  Röntgenstrahlen  sich  als  unhaltbar  erweisen 
sollte,  was  nicht  wahrscheinlich  aber  auch  nicht  unmöglich  ist,  so  würden 
die  zu  entwickelnden  Formeln  deshalb  doch  nicht  jeder  physikalischen 
Bedeutung  entbehren.  Sie  würden  dann  noch  ein  gewisses  Interesse  für 
akustisd^  Fragen  haben.  So  gut  nämlich  wie  sich  ein  musikalischer  Tan 
ähidich  verhalt  wie  gewöhnliches  periodisches  Licht,  so  wird  ein  hurges 
impulsives  Greräusch  (ein  Paukenschlag  oder  ein  Pistolenknall)  in  vieler 
Hinsicht  durch  dieselben  Formeln  beschrieben,  die  wir  hier  für  Aetherstösse 
ableiten  werden.  Die  folgenden  Entwickelungen  zeigen  speciell,  wie  ein 
solches  Oeräusch  an  einer  scharfen  Kante  gebeugt  wird.  Es  ist  gut, 
sich  diese  akustische  Deutung  als  eine  Art  mechanischer  Analogie  für  das 
Folgende  g^enwärtig  zu  halten,  da  sie  unserer  Anschauung  näher  liegt, 
wie  die  weniger  anschaulichen  Aethervoi^^ge. 

.     §  2. 
Problemstellung  für  den  einfochsten  Fall. 

Der  Schirm,  um  dessen  Beugungseffect  es  sich  handelt,  sei  eine  ein- 
fädle Halbebene,  seine  Kante  sei  die  jer-Axe;  unsere  Betrachtungen  werden 
flieh  vornehmlich  in  einer  zu  dieser  E[ante  senkrechten  Ebene,  der  rry-Ebene, 
bewegen.  Die  Lage  der  x-Axe  in  dieser  Ebene  werden  wir  sogleich 
pssseod  bestimmen. 

Wir  setzen  den  Schirm  als  ufukircJisi^htig  voraus;  damit  meinen  wir, 
dass  die  in  den  Schirm  fallenden  Componenten  der  elektrischen  Kraft 
dauernd  in   allen  Punkten  des  Schirms  Null  sind.     Bezeichnen  wir  die 
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elektrischen  Componenten  mit  X,  Y^  Z,  so  haben  wir  also  zunächst:  Z^O. 
Die  Componenten  der  mi^etischen  Kraft  seien  L,  M,  N. 

Wir  wollen  femer  voraussetzen,  dass  der  Zustand  von  der  j^-Coordi- 
nate  unabhängig  sei,  dass  also  längs  jeder  zur  jet-Axc  parallelen  GenMlen 
die  elektrische  und  die  magnetische  Kraft  überall  dieselbe  Grosse  und 
Richtung  habe.  Aus  den  Maxwell*schen  Gleichungen  folgt  dann  für  Z 
sowohl  wie  für  iV  die  Differentialgleichung: 

^^  W  Kdx^'^dyV' 

wo  V  die  Lichtgeschwindigkeit  und  v  eine  der  beiden  Componenten  Z 
oder  N  bedeutet^  längs  der  Ebene  des  Schirmes  gilt  femer  die  Grenz- 
bedingung: 

(2)  t;  — 0    bez.    g^  =  0, 

je  nachdem  v  die  elektrische  oder  die  magnetische  £r-Componente  darsteUt 
Aus  Z  und  N  berechnen  sich  die  übrigen  Kraftcomponenten  durch  ein- 
fache Differentiation  und  Integration  nach  dem  folgenden,  unmittelbar  aus 
den  Maxwell'schen  Gleichungen  fliessenden  Schema: 

'"    =0, 

=  0. 


dX 

dt 

ydN 

'  dy' 

dY 
dt  "~ 

^  dx' 

dX,  dY 
dx    '    dy 

dL 
dt  "" 

ydZ 

"  dy' 

dM 
dt  ~ 

ydZ 

*  dx' 

dL    ,    dM 

dx    '    dy 

Es  kommt  also  wesentlich  darauf  an,  eine  Function  v  von  x,  y  und  t  zn 
finden,  welche  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  genügt  Um  diese  Function 
vollständig  zu  definiren,  müssen  wir  zunächst  noch  eine  Festsetzung  über 
den  Anfangszustand  hinzufügen;  in  diesem  beruht  erst  die  Eigenart  der 
Röntgenstrahlen  (nach  unserer  Hypothese),  lehrend  die  bisher  entwickelten 
Gleichungen  ebensowohl  für  den  Fall  des  gewöhnlichen  Lichtes  Gültig- 
keit haben. 

Wir  wollen  den  Anfangszustand  so  einfsM^h  wie  möglich  wählen. 
Hierzu  diene  Folgendes  als  Vorbereitung: 

Sehen  wir  zunächst  yon  (2)  ab,  so  genügen  wir  der  Gleichung  (1) 
am  einfachsten,  indem  wir  setzen: 

(8)  v^f^^fix+Vty, 

hier  bedeutet  f  irgend  eine  (natürlich  differentiirbare)  Function«  Nehmen 
wir  z.  B.  f  gleich  der  Sinusfünction,  so  haben  wir  die  einfachste  Schwingung 
der  gewöhnlichen  Optik  vor  uns,  nämlich  eine  ebene  WeUe,  welche  aus 
der  Richtung  der  positiven  o^'Aze  einfällt;  ftbr  einen  bestimmten  Zeitpunkt 
wird  t;  d«»^J^^"  durch  die  bekannte  Schlangenlinie  dargestellt.  Bei  dem 
ab  Röntgenstrahlung  angesprochenen  Voi^puig  muss  dagegen  f  für  einen 
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bestmunten  Zeitpunkt  etwa  durch  die  folgende  Figur  (la)  gegeben  sein. 
f  da/rf  nwr  für  ein  kuraes  WerihegdAet  des  Argumentes j  z.  B.  in  der  Nähe 
de8  Werthes  a?  +  F/  =  0,  merklich  van  Null  verschieden  sein.  Bei  eincfr 
derartigen  Definition  von 
f  sprechen  wir^  im  An- 
BchluBS  an  die  optische 
Terminologie,  von  einem 
denen  Impuls  j  weil  hier 
wie  dort  die  flächen  glei- 
cher  Erregung    Ebenen    

(.senkrecht  zur  :c-Axe)  sind. 
Die  einfiichste  ana- 
lytische Function,  welche  der  angegebenen  Gestalt  entspricht,  ist 

(4)  AO-«^**^  ii-x+vt), 

unter  Jt  eine  hinreichend  grosse  Zahl  verstanden.  Diese  Form  von  f  werden 
wir  in  der  That  immer  dann  benutzen,  wenn  es  uns  darauf  ankommt,  die 
Erklärung  der  Function  f  auf  complexe  Werthe  des  Argumentes  aus- 
zudehnen. Sonst  genügt  es  auch,  /*  durch  irgend  einen  zackenartigen 
durenzug  zu  definiren.  Für  die  spätere  numerische  Discussion  ist  es 
am  bequemsten,  /*  durch  die  Rechtecksform  aus  Fig.  Ib  zu  geben.  Die 
Breite  des  Rechtecks  bezeichnen  wir  mit  k  (sie  wird  eine  ähnliche 
Rolle  spielen,  wie  die  Wellenlänge  X  der  Optik);  seine  Höhe  sei  1.  Im 
Allgemeinen  geht  f  als  eine  willkürliche  Function  in  unsere  Formeln  ein. 

In  der  a;y-Ebene  bedeutet  unser  Zustand  (3)  eine  Störung,  welche 
(bei  Zugrundelegung  der  vorstehenden  Rechtecksform)  auf  einen  schmalen, 
geradlinig  begrenzten  Streifen  von  der  Blreite  k  senkrecht  zur  a>-Axe 
beschiänkt  ist  und  welche  sich  mit  Lichtgeschwindigkeit  in  der  rr-Richtung 
fortschiebt. 

Bei  Anwesenheit  des  Schirmes  ist  dieser  „ebene  Impuls''  natürlich 
unmöglich;  es  handelt  sich  für  uns  gerade  darum,  die  durch  den  Schirm 
bewirkte  Modification  desselben  (die  Beugung)  zu  berechnen.  Den  An- 
fangszustand aber  können   und   wollen   wir   gerade  so  wählen,   wie  bei 

onserm  ebenen  Impuls.     Seine  Festlegung  erfordert,  dass  wir  v  und  ^ 

für  irgend  einen  Zeitpunkt,  sagen  wir  für  die  weit  zurückliegende  Zeit 
^»  —  jT,  in  dem  von  uns  zu  betrachtenden  Theile  der  a?y-Ebene  (nämlich 
im  Innern  eines  sogleich  zu  definirenden  Kreises  vom  Radius  K)  geben. 
Dies  soll  nun  so  geschehn,  dass  wir  verlangen: 


(5) 


et 


=  Fr(a;+FO, 


für     t  =  —  T. 
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Als  Anfangszustand  haben  wir  dann  eine  Störung,  welche  sich  in  der 
grossen  Entfernung  x  »»  VT  von  der  Schirmkante  befindet  und  welche 
auf  einen  schalen  Streifen  senkrecht  zur  x-Axe  beschrankt  ist  Die 
positive  X'Axe  spielt  bei  dieser  Pestsetzung  des  Anfimgszustandes  die 
Rolle  der  ^^infallsrichtung''  unseres  ebenen  Impulses,  d.  h.  deijenigen 
Richtung,  aus  welcher  die  Störung  herkommt,  die  negative  a^-Aze  giebt 
diejenige  Richtung  an,  in  welcher  sie  sich  ohne  Formänderung  fort- 
pflanzen würde,  wenn  der  Schirm  nicht  vorhanden  wäre.  Die  Neigong 
der  Einfallsrichtung  gegen  die  Schirmebene  OS  kann  an  sich  jede  be- 
liebige sein.    Es  ist  aber  bequem,  dieselbe  zwischen  die  Winkel  y  und  y 

einzuschränken;  sonst  würde  die  Störung  schon  im  Anfangszustande  mit 
der  Schirmebene  collidiren  und  es  würde  die  Bedingung  (5)  der  frOheren 
Bedingung  (2)  widersprechen.    Man  vgl.  Fig.  2,  wo  dieses   vermieden  ist 

Flg.  a.») 


Endlich  haben  wir  noch  eine  Bedingung  über  das  Verhalten  von  v  in 
grosser  Entfernung  von  der  Schirmkante  (auf  einem  Kreise  von  hinreichend 
grossem  Radius B>VT)  hinzuzufügen.  Hier  soll  v  von  — Tbis  +T gegeben 
sein  und  zwar  in  folgender  Weise:  Man  bezeichne  mit  A  und  B  die 
Schnittpunkte  der  Einfallsrichtung  (or-Axe)  mit  dem  Kreise  i2.    Dann  sei 

(6)       v  =  u^  =  fix  +  Vt)  auf  dem  Bogen  SAB,    t?  =  0  auf  BS. 

Mehr  anschaulich  ausgedrückt  besagt  unsere  letzte  Bedingung:    Es  soll 
während  der  Zeit  zwischen  —  T  und  -f-  T  von  dem  Aeusseren  des  genannten 

1)  Der  Streifen  sollte  eigentlich  den  Kreis  schneiden,  wegen  J{  >•  F  T. 


Von   A.  SomOERFELB.  21 

Kreises  her  keine  andere  Störung  in  das  Innere  desselben  eindringen^  als 
diejenige,  welche  von  Anfang  an  da  war;  der  Radius  des  Kreises  ist  dabei 
80  gross  zu  wählen^  dass  gewisse  aus  dem  Innern  (vom  Schirmrande  bez. 
Ton  der  Schirmoberfläche  her)  sich  ausbreitende  Störungen,  welche  wir 
später  kennen  lernen  werden,  in  der  Zeit  —  T  <  ^  <  +  T  noch  nicht  bis 
zur  Ereisperipherie  gelangt  sind. 

Es  ist  nun  leicht  aus  den  Bedingungen  (1),  (2),  (ö)  und  (6)  auf  die 
eindeutige  Bestimmtheit  unseres  Problemes  zu  schliessen.  Wir  können 
dabei  eine  Gleichung  benutzen,  welche  Kirchhoff^)  nach  den  üblichen 
Green' sehen  Methoden  beweist: 

(')  f.ff{MW+  {W+  i^f)'"» —'föU *■ 

Das  Doppelint^ral  links  erstreckt  sich  in  unserem  Falle  auf  das  Innere 
des  Kreises  12,  das  Integral  rechts  auf  die  Peripherie  desselben  und  auf 
beide  Seiten  der  Schirmspur,  soweit  sie  in's  Innere  des  Kreises  hinein- 
reicht. 9  soll,  unter  der  Voraussetzung,  dass  es  zwei  Lösungen  unseres 
Problems  v^  und  v^  gebe,  gleich  der  Differenz  derselben  genommen  werden. 

Nun  Yerschwinden  nach  (2)  entweder  v^ ,  t;,  also  auch  q>  und  -^  auf  beiden 

Seiten  des   Schirmes,   oder   es   verschwindet  daselbst   -^  und  -^  also 

auch  ~  •  Auf  dem  Kreise  R  femer  wird  17^  =  1;,=»  f(x  +  Vi)  bez. 
t?j  :=  fj=s  0  und  daher  9  =  0  för  —  T<t<-^  T]  mithin  ist  auf  diesem 
Kreise  ^=s  0.  Die  rechte  Seite  von  (7)  verschwindet  also;  wir  können 
daher  integriien  und  erhalten: 

//(t.  (!!)•+ (!!)•+ df)')«-«»-«. 

Die  Constante  C  kann  aus  dem  Anfangszustande  (^«=s  —  T)  berechnet 
werden;   fBr  diesen  ist  aber  nach  (ö)  ^  sowohl  wie  9  und  also  tach 

^,  x^  im  Innern  des  Kreises  JR  überall  gleich  Null.  Somit  ergiebt  sich 
C  SS  0  und  des  Weiteren  fElr  alle  t  zwischen  —  T  und  4~  T\ 

1)  Mechanik,  23^  Vorlesung,  §  1.  Die  Gleichung  ist  im  Text  fOr  2  statt  fOr  3 
IMaeiieionen  hingeicfarieben.  [Zusatz  bei  der  Corrector :  Inzwischen  hat  Herr  H.  Weber- 
eine&  lehr  allgemeinen  und  einfachen-  Beweis  fOr  die  eindeutige  Bestimmtheit  der 
l^tfDsgen  der  Mazwell*schen  Gleichungen  gegeben,  durch  den  die  obigen  Aus- 
f^lunngen  abgekfirzt  werden  können.  Vgl.  PartieUe  Diffgl.  der  Physik  §  156,  p.  390. 
Brtunschweig  1900]. 
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Eb  giebt  also  sicher  nur  eine  Losung  unseres  Problems.  Dass  es  über' 
haupt  eine  Lösung  giebt,  wird  sich  im  §  4  zeigen,  wo  wir  eine  den  sämmt- 
liehen  Bedingungen  (1),  (2),  (ö)  und  (6)  genügende  Function  angeben  werden. 

§3. 
Uebergang  zu  den  verzweigten  Lösungen  der  Differentialgleichung. 

Die  Function  des  ,,ebenen  Impulses^'  (Gl.  (3))  genügt  bereits  den  Be- 
dingungen (1)  und  (ö).  Um  auch  die  Grenzbedingungen  (2)  und  (6)  eu 
befriedigen,  werden  wir  zunächst  eine  verzweigte  Lösung  der  Differential- 
gleichung (1)  aufstellen,  mit  deren  Hülfe  sich  das  ursprüngliche  Problem 
durch  ein  einfaches  Spiegelungsver&hren  erledigen  lässt. 

Wir  betrachten  statt  der  schlichten  Ebene  von  Fig.  2  eine  sstoeitiäUrigt 
Rienumn'sche  Fläche,  welche  im  Punkte  rr  =  y  =  0  und  nur  in  diesem 
einen  einfachen  Vergfceigungspunkt  hat.  Von  der  Spur  des  Schirmes  aus 
rechnen  wir  einen  Winkel  %  welcher  zusammen  mit  der  vom  Verzweigungs- 
punkte  aus  gerechneten  Entfernung  r  die  Punkte  der  Flache  unterscheidet 
q>  variirt  dabei  zwischen  —  2x  und  -{-  23t]  die  eine  Seite  des  Schirmes 
ist  durch  9?  «s  0,  die  andere  durch  9^  =>  +  2«  gegeben.  Der  vorher 
definirten  Einfallsrichtung  (positive  x-Axe)  komme  der  Winkel  q>'  zu. 
Die  Halbstrahlen  9  =:  <p'  -f-  pr  und  9?  =  9)' —  x  mögen  die  Schaäengremen 
heissen.  Offenbar  haben  auf  unserer  Flache  zwei  Halbstrahlen  als  ver- 
schieden zu  gelten,  wenn  sich  die  zugehörigen  Winkel  9  um  2«,  als 
gleich,  wenn  sie  sich  um  43r  unterscheiden. 

Der  kürzeren  Ausdrucksweise  wegen  ist  es  gut,  die  Fläche  in  zwei 
Blät);er  zerlegt  zu  denken.  Die  Grenzen  beider  sollen  die  Schattengrenzen 
^  —  ^'  SB  -|-  3^  gein.  Wir  bezeichnen  als  oberes  EUM  deigenigen  Theil 
der  Riemann'schen  Fläche,  fQr  welchen  \tp  —  ^'\<7Cy  als  unteres  den- 
jenigen, für  den  \q>  —  9' |  >  sr  ist. 

Wir  wollen  nun  auf  unserer  Riemann'schen  Fläche  in  der  Richtung 
9  des  oberen  Blattes  einen  „ebenen  Impuls^^  einfallen  lassen  und  wollen 
zusehn,  wie  sich  dieser  auf  der  Fläche  zeitlich  ausbreitet.  Indem  wir 
dieses  Problem,  welches  sogleich  naher  präcisirt  werden  soll,  an  die 
Stelle  des  im  vorigen  Paragraphen  gestellten  Problems  substituiren, 
gehen  wir  von  der  dwrch  die  Schirmspur  begrenzten  einfachen  Ebency  in 
welcher  wegen  der  Begrenzung  die  Bedingungen  (2)  zu  erfüllen  waren, 
2ti  der  imbegremten  Doppdebene  (imserer  Riemann'schen  Fläche)  über,  bei 
welcher  derartige  Grenzbedingungen  in  FortfEdl  kommen;  wir  erzielen 
damit  eine  bedeutende  mathematische  Vereinfachung. 

Genauer  formulirt  soll  unser  Problem  dieses  sein:  Wir  swihen  eine 
Function  u  von  r  und  9,  welche 
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•  (I)  avf  der  Biemami'schen  Fläche 

(d.  h.  für  0  <  r  <  oo  und  —  2ä  <  9  <  +  2«) 

emUichy  stetig  und  eindeutig  ist,  welche  also  specieü  in  der  Variabein  g>  die 
Periode  4n  besitgt,  welche 

(II)  auf  der  ganzen  Biemann* sehen  Fläche  (mit  Ausnahme  des  Windungs- 
punktM  selbst)  die  Differentialgleichung  {1)  erfiUU,  wdche 

(ni)  für  ^  =  —  T  und  r <B  den  Anfa^sbedingungen 

u  =  Uq,    ä7  =  ^  i^  oberen  Statte, 

ti  =  0,      gl  =  0      „   unteren    „ 

genügt,  und  welche  endUch 

(IV)  für  r  =  B  und  —T<t<'{'T  die  Gleichungen  befriedigt: 

tt  as  u^  im  oberen    ElaUe, 
ti  SB  0    „    unteren     „     , 

wobei  B  eine  Länge  bedeutet,  die  grösser  als  VT  m  wählen  ist. 

Die  Bedingungen  (IQ)  und  (IV)  entsprechen  genau  den  früheren  Be- 
dingungen (5)  und  (6),  soweit  sie  sich  auf  das  obere  Blatt  beziehen.  Sie 
besagen,  dass  nur  in  diesem  Blatt  eine  anfängliche  Störung  Uq  vorhanden 
sein  soll  und  dass  weder  in  diesem  noch  in  dem  unteren  Blatte  während 
der  Folgezeit  —  T  <  <  <  +  T  vom  Unendlichen  her  eine  neue  Störung 
erscheint  (Würden  wir  dieselben  Bedingungen  wie  für  das  obere  auch  für 
das  untere  Blatt  stellen^  so  würden  wir  auf  die  Function  Uq  des  ebenen  Impulses 
zoröckfidlen,  welche  dann  allen  Bedingungen  (1)  bis  (IV)  genüge  leistete). 

Die  so  definirte  Function  u  spielt  für  unsere  Riemann'sche  Fläche 
dieselbe  BoUe  wie  die  Function  Uq  für  die  schlichte  Ebene.  Wir  können  sie 
itha  eiiwh  die  yyFunetion  des  verinoeigten  ebenen  Impuls  Es  handelt 

sich  nun  darum,  dieselbe,  ausgehend  von  der  Function  u^,  aufeubauen. 

Bemerken  wir  zunächst,  dass  der  Ausdruck  von  u^  in  Polarcoordinaten 
(TgL  Fig.  2)  dieser  ist: 

Uq  =  f(r  cos  (9  — 90  +  Vt). 
Offenbar  wird  wegen  der  Willkürlichkeit  der  Ein&llsrichtung  q>'  ebenso 
wie  diese  Function,  auch  jeder  Ausdruck  von  der  Form 

(8)  ff(r  cos  (9  —  «)  +  Vt)  F{a)da 

eine  Losung  der  Differentialgleichung  (1).  Dabei  kann  die  Integrations- 
variable  a  auch  auf  complexem  Wege  in  einer  „a-Ebene^  geführt  werden, 
falls,  was  wir  voraussetzen  wollen,  f  und  F  für  complexe  Werthe  des 
Argionentes  definirt  sind.  Insbesondere  erhalten  wir  nach  dem  Cauchj'- 
Bchen  Satze  direct   unsere   frühere    Lösung   tig   wieder,    wenn    wir   als 
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Integrationsw^  eine  die  Stelle  c  =  9'  nnuchlieuende  Carve  mhleD  und 
F(a)  ^eich  1 

nehmen,  wo  F^  {a,  9)')  fOr  a  ^  9'  mit  dem  Residnnm  1  unendlich  viid. 
Wir  kSnnen  z.  B.  setzen,  indem  wir  f,  hinsichtlich  der  Yariaheln  tt  und 
9'  mit  der  Periode  2x  aasstatten: 

dann  erhalten  wir: 

W  »•  -  iiß('  ■»•*-«)+  >'')  >^^^  ■ 

Der  IntegrationBw^  ist  ans  der  nebenstehenden  Figur  ersichtlich  (W^  J). 


-«*»■' 


Derselbe  kann  beliebig  verzerrt  Verden,  nor  moss  man  darauf  achten, 
dass  er  über  keinen  singnläron  Punkt  des  Int^randen  herDbergezogen 
wird  und  dass,  falls  er  in's  Unendliehe  auslaufen  soll,  die  Function  /  da- 
selbst in  einer  Rr  die  Conve^enz  des  Int^rals  hinreichenden  Weise 
verschwindet.  Hier  kommt  es  also  auf  die  besondere  analytische  Be- 
schaffenheit von  f  an;  wir  wollen  uns  daher  f  zunächst  durch  die  Glei- 
chung (4)  gegeben  denken  und  haben  dabei  den  Yortbeil,  dass  f  im 
Endlichen  der  c-Ebene  nii^ends  singulär  wird. 

Wir  setzen  a  —■  a  -|-  t&  und  lassen  b  positiv  unendlich  werden.  Dann 
igt,  wenn  wir  nur  die  wesentlichenTermehinBchreiben(bei  endlichem  rund  <): 

r  cos  (9  — a)  +  Vt  —  <f  (-^rc'«»— >  -^ ) 


/(rcoB(9— 0)+  Vt) 


^e-"'"'^-- 


) 
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Dieser  Aasdrack  verschwindet  för  6  =  +  oo,  wenn  cos  2(g>  —  a)  >  0  ist, 
d.  h.  wenn  w  —  a  zwischen ^ind  +  —  oder  zwischen  --  und  -r- 

4  4  4  4 

oder  zwischen j-  und 7-  etc.  liegt.  Dieselbe  Bedingung  f&r  9 — a  finden 

wir,  wenn  wir  b  negativ  unendlich  werden  lassen.  Markiren  wir  uns  also  auf 

der  reellen  Axe  der  a-Ebene  die  Stellen  q>  —  «=»+—,  +-7-,  +-7-  etc. 

—  4  '  —  4  '  —  4 

und  ziehen  durch  sie  Parallelen  zur  imaginären  Axe,  so  zerlegt  sich  die 

«-Ebene  in  ein  System  von  Streifen  von  der  Breite  -r- ,  die  wir  abwechselnd 

schrafiSren  und  frei  lassen  wollen.  Die  schraffirten  Streifen  sind  dadurch 
aasgezeichnet,  dass  im  Unendlichen  derselben  /"(r  cos  {tp — «)  +  Vi)  ver- 
schwindet, die  nicht-schraffirten  dadurch,  dass  f  hier  in  unendlicher  Ent- 
femimg  unendlich  wird.  Der  Integrationsweg  muss  nun,  wo  er  sich  in's 
unendliche  erstreckt,  auf  schrirffirtem  Gebiete  verlaufen. 

Der  Weg  J  ist  offenbar  äquivalent  mit  den  beiden  beiderseitig  in's 
Unendliche  auslaufenden  Schlingen  TT;  denn  er  kann  deformirt  werden  in 
die  beiden  Schlingen  W  und  die  beiden  Verbindungslinien  O  und  H^  jede 
derselben  in  dem  aus  Fig.  3  ersichtlichen  Sinne  durchlaufen.  Die  Integrale 
über  G  und  H  zerstören  sich  aber  gegenseitig,  weil  der  Integrand  in  a 
die  Periode  2«  hat  und  weil  G  und  H  so  gezogen  werden  können,  dass 
sie  durch  eine  Verschiebung  um  +2^  in  einander  übergehen,  mithin 
(bei  Berücksichtigung  des  entgegengesetzten  Durchlaufungssinnes)  ent- 
gegengesetzt gleiche  Integralwerthe  liefern.  Wir  können  also  in  (9)  statt 
über  J  über  die  beiden  Theile  von  W  integriren. 

Alles  Bisherige  war  nur  eine  identische  Umformung  des  uns  wohl; 
bekannten  Ausdrucks  u^,  welche  wir  lediglich  zu  dem  Zwecke  vorgenommen 
babei^  um  nun  mit  Leichtigkeit  von  der  in  der  schlichten  a;y-Ebene  ein- 
deutigen Lösung  Uq  zu  einer  auf  unserer  Biemann'schen  Fläche  eindeutigen, 
in  der  Ebene  zweideutigen  Lösung  u  übergehen  zu  können.  Wir  wollen 
nämUch  die  vorher  mit  F^^  (a,  q>')  bdEcichnete  Function  jetzt  so  definiren, 
dass  sie  in  a  und  q>'  die  Periode  4x  hat  und  dass  sie  abermals  für  a  =  q>' 
▼on  der  ersten  Ordnung  mit  dem  Residuum  1  unendlich  wird.  Wir  können 
dann  setzen 


F,(«,,p)^4- 


ia 


ia  itf  > 

S  S 


dementsprechend  betrachten  wir  statt  (9)  die  neue  Function 


ia 
i 


(10)  «  -  i^  /  f(.r  cos  (9-«)  +  F«)  ^^^,  da, 
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indem  wir  die  Integration  wie  vorher  über  den  Weg  W  erstrecken.  Wir 
behaupten^  dass  diese  Function  u  die  im  Anfang  dieses  Paragraphen  ge- 
suchte Losung  ist,  und  gehen  zum  Beweise  die  dort  gestellten  Forderungen 
der  Reihe  nach  durch. 

Zunächst  genügt  u  der  Differentialgleichung  (1)  (Bedingung  II),  da 
ja  die  rechte  Seite  von  (10)  unter  den  allgemeinen  Ausdruck  (8)  fallt 

Sodann  ist  u  auf  unserer  Riemann'schen  Flache  eindeutig;  denn  wemi 
man  tp  successive  in  9  -j-  49r  übergehen  lasst,  wenn  man  also  auf  der 
Riemann'schen  Flache  einen  Yollen  Umlauf  um  den  Verzweigungspunkt 
macht,  verschiebt  sich  der  Weg  W  in  der  a-£bene  continuirlich  um  4t  x 
nach  rechts.  Der  Werth  des  Integranden  auf  dem  so  verschobenen  Wege 
ist  aber  derselbe,  wie  auf  dem  ursprünglichen  Wege,  weil  der  Integrand 
in  a  die  Periode  4«,  in  9  sogar  die  Periode  2«  hat.  Dass  u  f&r  alle 
Werthe  von  r  und  9  (auch  für  den  Verzweigungspunkt  r  »»  0)  endlich 
und  stetig  ist,  ist  leicht  einzusehen.  Somit  ist  auch  die  Bedingung  (I) 
erfUlt  und  es  bleiben  nur  noch  die  Bedingungen  (Ell)  und  (TV)  zu  be- 
trachten. 

Wir  sprechen  zunächst  von  dem  „unteren  Blatte^'  1 9  —  9'  |  >  sr  unserer 

Riemann'schen  Flache,  und  bemerken,  dass,  wenn  9  zu  einem  Halbstrahl 

des  unteren  Blattes  gebort^  die  TJnendlichkeitsstelle  a  =  9'  in  der  a-Ebene 

ausserhalb  des  von  den  Geraden  G  und  H  abgeschnittenen  Stückes  der 

reellen  Axe  liegt  (s.  Fig.  3).    Die  Geraden  G  und  H  schneiden  nämlich 

die   reelle   Axe,   wie   aus  der   obigen  Gonstruction  der   schraffirten   und 

nichtschraffirten  Streifen  hervorgeht,  in  den  Punkten  «  =  94^«;   läge 

also    der  Punkt   a  »=  9'  innerhalb    der  durch   diese   Punkte   begrenzten 

Strecke,  so  wäre 

9  —  flr<9'<9-|-flr 

oder  1 9  —  9'  I  <  Ä,  was  nur  im  oberen  Blatte  der  Fall  ist.  Der  ganze 
Raum  zwischen  den  Geraden  G  und  H  und  den  beiden  Schlingen  W  ist 
also  frei  von  Singularitäten. 

Dementsprechend  köjmen  wir  die  Schlingen  W  längs  der  reellen  Axe 
mit  einander  verschmelzen.  Dabei  heben  sich  die  in  entgegengesetztem 
Sinne  geführten  Integrationen  längs  der  reellen  Axe  auf  und  es  bleiben 
als  Integrationsweg  nur  die  Geraden  G  und  H  übrig,  welche  entgegen 
den  in  Fig.  3  beigesetzten  Pfeilen  zu  durchlaufen  sind. 

Es  ist  aber  längs  G  und  H 

«  =a  9  ip  3r  4"  *&     od®^    9>  —  a  «=  Hh  «  —  »6 
also 

cos  (9 — «)  =  —  cos  ih] 

b  ist  dabei  unsere  nunmehrige  Integrationsvariable;  sie  läuft  auf  G  von 
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—  OD  bis  +00,  anf  H  von  +  00  bis  —  00.  Fassen  wir  die  beiden 
Integrale  G  nnd  H  in  Eins  zusammen,  so  können  wir  nach  einer  kleinen 

Rechnung  schreiben: 

4-0«) 

(11)  u--^   ff{-rooBib  +  r{)        ^     ^^ 

J^  COBy  (qp-qp'+t6) 

Wir  sind  somit  von  dem  ursprünglichen  complf^xen  zu  einem  reeUen 
Integrationsweg  übergegangen.  Um  die  Realittat  des  Ausdrucks  besser 
heryortreten  zu  lassen,  können  wir  statt  (11)  auch  schreiben: 


(12)  u^.—  j^m—rcmih+Vi) 


+ 


C08|(9)— 9)'+»6)        C08-(9— 9)'— 16) 


\dh. 


0'. 


if 


TT 


■^^>^ 


'^^s^J^ 


Die  entsprechende  Umformung  machen  wir  jetzt  für  das  obere  Blatt, 
indem  wir  annehmen,  dass  |  tp — 9'  |<^ 
sei.  Wir  sahen  bereits,  dass  bei  einem 
solchen  Werthe  von  9  der  singulare 
Punkt  a^=^  q/  zwischen  den  Geraden 
G  und  H  liegt.  Wollen  wir  also  die 
beiden  Schlingen  TF  in  die  Geraden 
G  und  H  überführen,  so  bleibt  ausser 
diesen  als  Integrationsweg  eine  Um- 
laofong  des  Punktes  a  =  9'  übrig 
(vgl  Fig.  4).  Die  Integration  über 
die  diesen  letzteren  Punkt  umgebende 
Cmre  ist  aber  nach  dem  Cauchy'schen 
Satze  sofort  auszuführen;  sie  liefert 
ab  Int^ralwerih  das  Residuum   des  Integranden  für  a  »=  q/^  nämlich 

f(r  cos  (9—9')  +  rt)  =  f(x  +  Vi)  -  Mo. 
Fassen  wir  femer  die  Integrale  über  O  und  H,  wie  oben  beschrieben, 
zusammen,  so  erhalten  wir  für  Punkte  des  oberen  Blattes: 


W 


(110 


oder  aach 


«  =  «0  — ;^  ff  (— r  coB  ib  +  Vi) j — 

J^  cog  Y  (91  —  9>' +  »6) 


(120  u-«o— ^  |^(-rcoBi6+F0 


+ 


COB  -  (9 — qp'+  *  ^)  COB  -  (tp —  9  —  »  6) 

2  B 


db. 


Für  die  TJebergangslinien  vom   einen  zum  anderen  Blatt,  d.  h.  für 
die  Schattengrenzen  9  —  V  '^  dl^  werden  diese  Umformungen  ofiTenbar 
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Fig.  5. 


y- 


IV 


^ 


9^^iX 


% 


illusorisch  y  weil  dann  (aber  auch  nur  dann)  der  Nenner  des  Integranden 
verschwinden  kann;  es  wird  lumilich  fÖr  9  —  9'  =  +  ^  und  6  =»  0: 

cos  Y  (9 — 9'+  **)  =  cos  (+  y)  =  0. 

Für  diese  Linien  lässt  sich  aber  ein  besonders  einfacher  Ausdruck  von  t« 
folgendermassen  ermitteln. 

Man  betrachte  die  Summe  '^{r^  9)  -f-  t«(r,  9  -{-  2;r)^  d.  h.  die  Summe 
der  Werthe  von  u  in  irgend  zwei  übereinander  liegenden  Punkten  der 
Riemann'schen  Flache.    Da  för  den  einen  dieser  Punkte  GL  (11);  für  den 

anderen  Gl.  (ll')  gültig  ist,  und  da  cos-r-(9  —  9'+*^)  b©i  Vermehrung 
von  9  um  2;r  das  Vorzeichen  wechselt,  so  ergiebt  sich: 

(13)  M(r,  9)  +  M(r,  9  +  2«)  =  f«ö. 

Dieselbe  Beziehung  kann  man  aus  der  allgemeingültigen  Darstellung 
(10)  auch  so  ableiten:  Da  sich  der  Integrationsweg  W  in  der  a-Ebene 
mit  wachsendem  9  seitlich  verschiebt,  so  schliessen  sich  die  beiden  Wege 

für  t*(r, 9)  und  t*(r,9  +  23r)  ge- 
rade aneinander  an.   Die  Summe 

**(^7  9)  +  ^^}  V  +  2»)  wird  also 
durch  Integration  über  die  beiden 
Schlingenpaare  W  der  neben- 
stehenden Figur  erhalten.  Man 
kann  diesen  Weg  durch  Hinzu- 
fügung  der  beiden  Geraden  g 
und  h  zu  einem  geschlossenen 
erganzen;  die  letzteren  liefern 
nämlich  keinen  Beitrag  zum 
Integral,  da  sie  um  Ax  von 
einander  abstehen  und  die  Func- 
tion unter  dem  Integral  die  Periode  4»  hat.  Der  nunmehr^e  geschlossene 
Weg  kann  aber  auf  die  einzige  Singularität  in  seinem  Innern,  auf  den 
Punkt  a  =  9'  zusammengezogen  werden.  Er  liefert  dann  nach  dem 
Cauchy 'sehen  Satz  den  Integralwerth  Uq^),  was  mit  der  vorigen  Gleichung 
(13)  übereinstimmt. 

Femer  geht  sowohl  aus  der  Problemstellung  wie  aus  unsem  Formeln 
hervor,  dass  unsere  Function  rechts  imd  links  von  der  Einfallsrichtung'  in 
symmetrisch  gelegenen  Punkten  dieselben  Werthe  aufweisen  muss,  dass  sie 
also  nur  von  I9  —  9'!  abhängen  kann.    Es  muss  also  im  Besondem  sein: 

^(r,  9+  ^)  =  M(r,  9  — ^). 

1)  Dieae  Ueberlegung  habe  ich  der  oben  cit.  Arbeit  von  Herrn  Carslaw  ent- 
nommen« 
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Setzen  wir  andrerseits  in  Gleichung  (13)  9  s»  9)' — n^  so  erg^ebt  sich 

^iXy  9'—«)  +  «*(^;  9  +  «)  ==  «*o. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  aber  folgt: 

(14)  u{t,  9'  —  »)  =  t*(r,  9'  +  ä)  =  y  1*0; 

oder  in  Worten: 

Auf  den  beiden  SchaUengremen  ist  der  Werih  von  u  gleich  der  Hälfte 
desjemgen  Werlhes,  den  der  einfallende  Impuls  an  der  betr,  SteUe  zu  der 
hdr.  Zeit  haben  unirde,  wenn  keine  Verzweigung  stattfände. 

Wir  zeigen  nun  auf  Grund  der  Gleichungen  (12)  und  (12^),  dass  die 
Bedingungen  (III)  und  (IV)  in  der  That  erfüllt  sind. 

Setzen  wir  nämlich  in  (12)  ^  «=  —  Ty  so  tritt  der  (absolut  genommen) 
kleinste  Werth,  den  das  Argument  von  f  annehmen  kann,  fOr  &  «=  0  ein. 
Er  ist  r  -|-  FT,  d.  h.  eine  Zahl,  die  durch  Hinausschieben  der  An&ngs- 
zeit  T  beliebig  gross  gemacht  werden  kann.  Wir  setzen  aber  voraus, 
dass  /*  nur  far  ganz  wenig  von  NuU  verschiedene  Argumentwerthe  merkUch 
von  Null  verschieden  ist  (s.  Fig.  1  oder  Gl.  (4));  also  hat  f  während  der 
Integration  nach  h  fortgesetzt  den  Werth  Null.  Somit  wird  für  ^  =  —  T 
dss  Integral  in  (12)  gleich  Null.  Dasselbe  gilt  von  dem  in  (12^)  vorkom- 
menden Integral,  sowie  von  den  Ableitungen  dieser  Integrale  nach  t 
Die  rechte  Seite  von  Gleichung  (12')  reducirt  sich  daher  für  f »»  —  T 

auf  das  erste  Glied  und  liefert 

du du^ 

dt  ~  dt 

wahrend  Gleichung  (12),  wie  soeben  bemerkt  wurde,  fElr  ^  »» —  T  besagt: 

Dies  sind  aber  die  fElr  das  obere  bez.  untere  Blatt  vorgeschriebenen  Be- 
dingimgen  (IQ). 

Setzen  wir  andrerseits  r  «»  JS^  so  liegen  die  Verhältnisse  ganz  ähnlich. 
Der  absolut  kleinste  Werth,  den  das  Argument  von  f  in  (12)  während 
der  Dauer  der  Integration  annimmt,  tritt  wieder  für  &  =s  0  ein  und  ist 
gleich  — jR  +  Vt.  Dies  ist,  da  wir  B  ab  erheblich  grosser  wie  VT 
voraussetzten,  eine  grosse  negative  Zahl,  solange  t  zwischen  —  T  und 
+  T  enthalten  ist  Also  verschwindet  f  sowie  die  Integrale  in  (12)  und 
[ITj  und  wir  haben  fElrr  =  Bund  —T<t<-\-T 

tf  SS  140  im  oberen,  fi  =:  0  im  unteren  Blatte, 

wie  es  die  Bedingung  (IV)  verlangt. 

In  unserer  Function  u  haben  wir  also  wirklich  die  gesuchte  Function 
des  „verzweigten  ebenen  Impulses^^  vor  uns.  Die  Darstellung  (10)  der- 
selben ist  ffir  die  Kenntniss  der  allgemeinen  Eigenschaften  (Gontinuiifit  etc.) 
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besonders  bequem.  Die  Darstellungen  (12)  uud  (12'),  zu  denen  wir  der 
Vollständigkeit  halber  nocL  (ileichung  1,14)  hiiizunelimen  können,  eignen 
sich  mehr  für  die  geometrische  Deutung  uud  numerische  Discussion,  wes- 
halb wir  in  der  Folge  an  diese  anknüpfen  werden. 

Die  letzteren  Formeln  empfehlen  sich  noch  aus  einem  anderen  ärunde. 
Bei  der  Ableitung  der  Function  «  und  bei  ihrer  Darstellung  durch  (10) 
benutzten  wir  die  Werthe  von  /'  mit  complexem  Argument,  weshalb  wir 
f  in  der  speciellen  Form  (4)  voraussetzen  mussteu.  In  den  Schlussresultaten 
kommen  nur  reelle  Argumentwerthe  von  /'  vor.  Diese  Uesultate  sowie 
der  Nachweis,  daes  den  Bedingungen  von  pag.  23  genUgt  wird,  sind  von 
jener  speciellen  Annahme  über  /'  unabhängig.  Wir  können  daher /'jetzt 
wieder  als  willkürliche,  etwa  durch  die  Figur  1  gegebene  Function  ansehen, 
ohne  ihr  Verhalten  im  coniplexen  Gebiete  in  Betracht  zu  ziehen. 


§  4. 

Erledigung  des  ursprünglichen  Problems     Vereinfachang  der  Löaniig 

beim  schwarzen  Körper. 

L         Gehen  wir  nun  auf  das  Problem  des  §  2  zurUck. 

B         Man  wird   geneigt  sein,   die  einlache  Urenzbedingnng  (2)   durch  du 

'  l>ekannte  tipkgduttgs-feri&hren  zu  erfüllen.  Indem  man  zu  dem  einfallenden 
Impuls  den  in  Bezug  auf  die  Schirmebene  spiegelbildlichen  Impuls,  sei 
es  mit  negativem,  sei  es  mit  positivem  Vorzeicheti,  hinzufügt,  erhält  man 
eine  Function  v,  welche  bei  dem  Uebergange  von  der  rechten  zur  linken 
Seite  des  ächimies  nur  ihr  Vorzeichen  verändert  oder  überhaupt  ungeändert 

.  bleibt.  Im  ersteren  Fall  muss  dann  offenbar  v  selbst,  im  anderen  — -  auf 
dem  Schirm  verschwinden. 

Wollte  man  nun  bei  diesem  Spiegelungs verfahren  den  unverzweigten 
Impuls  Ug  zu  Grunde  legen,  indem  man  setzt; 

*■  =  «oCv')  —  Wo(—  V)  bez.  V  —  1*0(9')  +  %(—  q>') 
(wobei  in  der  Schreibweise  von  »„  nur  die  Abhängigkeit  von  dem  Ein- 
fallswinkel ip,  nicht  die  von  r  und  ip  in  Evidenz  gesetzt  ist),  so  würde 
man  die  Schwierigkeit  haben,  dass  mau  ausser  dem  aus  der  Richtung  ip 
kommenden  Impuls,  welcher  den  Bedingungen  unseres  Problems  ent- 
spricht, einen  zweiten  aus  der  Richtung  —  tp  oder,  was  bei  dem  on- 
verzweigten  Impuls  auf  dasselbe  hinauskommt,  aus  der  ilichtui^  2x  —  tfi 
kommenden  Impuls  schafft,  welcher  unsern  trüberen  Bedingungen,  specieU 
den  Anfangsbedingungen,  widerspricht.  Gleichzeitig  würde  man  dabei 
übrigens  nicht  nur  läi^  des  Schirmes  sondern  auch  in  der  Verlängerung 
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de68elb€9i  die  Erregung  v  bez.  ihren  normalen  Differentialquotienten  zum 
Verschwinden  bringen. 

Diese  Schwierigkeit  überwinden  wir  min,  wenn  wir  bei  unserem 
Spiegelungsrer&hren  den  verzweigten  ebenen  Impuls  u  benutzen,  also  setzen, 
je  nachdem  v  die  elektrische  oder  die 

magnetische  SLraftcomponente   parallel  ^*  *'         w^jt-w» 

der  Schirmkante  bedeuten  soll:  ^'"'' 

(15)  bez. 

r  =  u(90  +  t*(— 9>0- 

Um  diese  Formeln  etwas  naher  zu 
discutiren;  wollen  wir  zunächst  die 
Riemann'sche  Flache  in  anderer  Weise 
in  zwei  Blatter  zerlegen^  wie  im  vorigen 
Paragraphen.    Das  eine  Blatt  soll  alle      y^-y^  y-y-^x 

Halbstrahlen  0  <  9  <  2%^  das  andere 

die  Halbstrahlen  —  2«  <  9  <  0  enthalten. '  Das  erstere  heisse  das  ^^physi- 
kalische^,  das  zweite  das  ^^Hülfsblatt^^  Die  Ghrenzen,  in  denen  beide  zu- 
sammenstossen^  sind  die  beid^oi  Seiten  des  Schirmes.  Für  das  in  Rede 
stehende  Problem  interessirt  uns  nuii  das  Verhalten  von  t;  im  physikalischen 
Blatt;  das  andere  Blatt  ist^  wie  schon  der  Name  besagt,  eine  mathematische 
Fiction. 

Nun  liegt  die  Richtung  — '^^  im  Hülfsblatte;  im  physikalischen  Blatte 
baben  wir  ffir  ^  ^s  —  T  nur  die  aus  der  Richtung  -f-  ^>  kommende  ,,ein- 
fidlende^  Störung;  die  aus  der  Richtung  —  9)'  kommende  ;;reflectirte^' 
Störong  ist  durch  Verlegung  in's  zweite  Blatt  sozusagen  unschädlich  ge- 
macht Der  Anfiongszustand  ist  also  der  durch  (5)  vorgeschriebene;  dass 
auch  die  anderen  Bedingungen  (1)^  (2)  und  (6)  erfüllt  sind,  ist  klar.  Das 
Problem  des  §  2  ist  also  gelost 

Bei  der  Berechnung  von  u,(ip)  und  u( — 9')  wird  man  die  Formeln 
(12)  und  (12^  zu  Grunde  legen.  Wir  wollen  überlegen,  wann  die  eine 
imd  wann  die  andere  gilt  Zu  dem  Zwecke  ziehen  wir  die  Verlängerungen 
der  Halbstrahlen  tp  und  — tp\  d.  h.  die  Halbstrahlen.  :r-|-9>'  und  %  —  ^>\ 
welche  wir  nach  Früherem  als  Schattengrenzen  bezeichnen  und  zwar  die 
«erstere  als  Schattengrenze  des  einfallenden,  die  letztere  als  Schattengrenze 
des  reflectirten  Impulses.  Dieselben  zerlegen  das  physikalische  Blatt  in 
die  folgenden  drei  Gebiete: 

Gebiet    I:  0  <  9  <  «  —  9', 

„        II:  ar  —  9'  <  9  <  ä  +  9>'; 
„       III:  « +  9'<9<2ar. 


;  der  BOntgenatralileii. 

Deaken  wir  an  die  frühere  Zerlegung  der  Riemann'ac.hen  Fläche  In  ein 
oberes  und  ein  unteres  Blatt,  so  erkennen  wir  leicht,  das»  das  Gebiet  1 
aul'  dem  oberen  Blatte  sowohl  der  zu  it(tp')  wie  der  zu  m(^ — -ip")  hiitKazn- 
construirendeu  Rieiuann 'sehen  Fläche  liegt,  dass  das  Gebiet  III  zu  dem 
unteren  Blatte  dieser  beiden  Flächen  gehört  und  dass  das  Gebiet  11  hin- 
sichtlich u{<p')  auf  dein  oberen,  hineichtlich  u(^ — q>')  auf  dem  unteren 
Blatte  gelegen  ist.  In  der  That  gilt  z.  B.  im  Gebiete  II  nach  der  obigen 
Definition  desselben 

tp  —  <p'<,n    (oberes  Blatt  der  Fläche  von       u(^'}, 

ip  -^  fp'>3i  (unteres     „        „         „  „     m( — ip). 

Da  nun  im  unteren  Blatte  die  Formel  (12),  im  oberen  die  Formel  (12') 

zu  benutzen   ist,  so   erhalten   wir  folgendes   Schema  der  für  unsere  drei 

Gebiete  in  Betracht  kommenden  Darstellungen  l 


"(»■) 

«{—rl 

I 

m 

(12-) 

u 

(12') 

(12) 

m 

(12) 

(12) 

Führen  wir  noch  die  Abkürzung  ein 
(16)  U(+.p') 


-¥'-' 


.ib+VI) 


(17) 


SO  können  wir  die  Gleichungen  (15)   für  unsere  drei  Gebiete  zusaimnea- 
&8Bend  so  schreiben: 

In    I:    r  =  u,(<p-)  +  f7(9')  +  {%i-9')  +  Üi-V')), 
„   m    «  =  «,(9>')+£^(9')^C^(— P'), 

Die  Ausdrücke  ü(^')  und  U{ — ^j)  bedeuten  die  durch  den  Schirm 
hervorgebrachten  Modificationen  des  ursprünglichen  einfallenden  und  des 
reflectirten  Impulses  u{(p')  und  w( — qo'):  sie  mögen  daher  als  gebeugte 
Impulse  bezeichnet  werden.  Daraufhin  werden  wir  die  Gleichungen  (17) 
folgenderm aasen  umschreiben  dürfen;  Im  Gä)iete  I  Haben  tvir  ^nen  em- 
fallenden,  nnen  reflectirten  umi  getjciiffte  Impulse,  im  Gdnete  II  ausser  den 
den  eitifatlenden  Impuls,  im  Gebiete  III  lediglirk  gelmigfr  Impulse. 
Während  der  refiectirte  Impuls  eine  Erregung  von  genau  derselben 
Grosse  wie  der  einfallende   Impuls   darstellt,   sind  die  gebeugten  Impulse 


pulse     J 


Von  A.  SoiofaBFSLD.  33 

U{if>')  und  U{ — q>')f  wie  wir  sehen  werden,  im  Allgemeinen  ausserordent- 
lich klein  gegen  den  einfallenden.  Im  Gebiete  IQ  kommen  also  nur  sehr 
kleine  Störungen  des  Gleichgewichtes  vor;  dieses  Gebiet]  kann  daher  als 
SdudkngMet  bezeichnet  werden.  Das  Gebiet  ü,  in  welches  von  der 
reflectirten  Störung  nur  der  gebeugte  Theil  hineingelangt,  könnte  etwa 
HalbschaUmgebiet  oder  hallbbestrcMtes  Gdnet  heissen,  wahrend  das  Gebiet  I 
als  voBbestrahUes  d.  h.  sowohl  von  dem  einMlenden  wie  von  dem  reflectirten 
Impuls  getroffenes  Gebiet  bezeichnet  werden  kann. 

Die  dnrch  (17)  dai^estellte  Lösung  weicht  nun  aber  in  einem  wesenir 
lichen  Punkte  von  der  Wirklichkeit  ab,  nämlich  in  dem  Vorhandensein 
der  reflectirten  Störung.  Wie  in  §  1  angegeben,  verhält  sich  den  Röntgen- 
strahlen gegenüber  jedes  undurchlässige  Mittel  wie  ein  schwarzer  Körper. 
Wir  werden  daher  jetzt  den  dort  besprochenen  TJebergang  von  dem  bisher 
Yonuisgesetzten  absolut  reflectirenden  zu  dem  absolut  schwarzen  Körper 
machen.  Dies  geschieht  einfeush,  indem  wir  in  den  Gleichungen  (15)  den 
reflectirten  Term  u( — q/)  streichen  und  jene  Formel  durch  die  folgende, 
gleichmässig  fOr  die  elektrische  und  magnetische  Sjraftcomponente,  giltige 
ersetzen: 

(18)  V  =  uiq)"). 

Nehmen  wir  dieselbe  Aenderung  in,  den  ausftihrlicheren  Gleichungen  (17) 
Tor,  so  erhalten  wir: 

Wir  haben  also  jetzt  nur  noch  zwei  Gebiete  zu  unterscheiden,  das 
^Schattengebiet^  lü  und  das  „bestrahlte^  I  -|-  11.  Im  ersteren  haben  wir 
nur  gebeugte,  im  letzteren  einfallende  und  gebeugte  Strahlung.  Für  die 
Grenze  beider,  d.  h.  für  die  Schattengrenze  fp  =^  q>'  -\-  tc  gilt  nach  (14) 
die  einfiushere  Formel 

(20)  t?  =  Ytio(9')- 

Unsere  nunmehrige  Lösung  genügt  zwar  den  Bedingungen  (1),  (5) 
ond  (6)  des  ursprünglichen  Problems,  aber  nicht  den  Gleichungen  (2). 
Statt  der  letzteren  Bedingung,  welche  eine  vollständige  Reflexion  an  der 
Schirmoberfläche  zur  Folge  hatte,  wird  Ton  unserer  nunmehrigen  Lösung 
die  Bedingung  erfüllt,  dass  die  Strahlung  zwar  in  das  Innere  des  Schirmes 
eindringt,  aber  dass  keine  Strahlungsenergie  Ton  dort  austritt.  Die  Strahlung 
tritt  eben  an  der  Schirmoberfläche  aus  dem  physikalischen  Blatte  in  das 
Hfilfsblatt  über  und  geht  so  für  das  physikalische  Blatt  yerloren. 

Natürlich  kommt  für  unser  physikalisches  Problem  nur  ein  Ausschnitt 
aus  dem  gesammten  Wertheyorrath  der   yerzweigten  Function  u{i^')  in 
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Frage^  nämlich  nur  das  physikalische  Blatt  derselben.  Wie  dieser  Aus- 
schnitt Torzunehmen  ist,  d.  h.  wie  die  Abgrenzung  zwischen  dem  physi- 
kalischen und  dem  Hül&blatt  zu  erfolgen  hat,  hangt  von  der  Lage  des 
Schirmes  gegen  die  Einfiedlsrichtung  ab.  Bei  alleiniger  Betrachtung  des 
physikalischen  Blattes  erleidet  unsere  Lösung  beim  Durchgange  durch  den 
Schirm  offenbar  eine  Discontinuitat^  die  aber  physikalisch  belanglos  ist, 
da  die  Aethererregung  auf  der  einen  Seite  des  Schirmes  mit  der  auf  der 
anderen  Seite  nichts  direct  zu  thun  hat  Die  analytische  Fortsetzung  der 
Werthe  yon  u(jfp')  treffen  wir  ja  beim  Durchgange  durch  den  Schirm 
nicht  auf  der  andern  Seite  im  physikalischen  sondern  im  Hülfisblatte  an. 
Man  kann  noch  bemerken,  dass  bei  einer  Drehung  des  Schirmes  um 
seine  Kante  unsere  jetzige  Lösu^  ToUstandig  ungeandert  bleibt,  ausser 
in  denjenigen  Partien  der  Ebene,  welche  dabei  aus  dem  beschatteten  in 
das  bestrahlte  Gebiet  oder  umgekehrt  übertreten.  Dies  trifft  f&r  unsere 
frühere  Losung  (15)  nicht  zu,  entspricht  aber  Tollständig  der  physikalischen 
Vorstellung,  die  wir  uns  Ton  der  Wirkung  eines  schwarzen  Körpers 
machen.  Bei  einer  Drehung  des  Schirms  wird  eben  nur  die  Abgrenzung 
zwischen  den  physikalisch  in  Betracht  kommenden  und  den  mathematisch 
fingirten  Werthen  unserer  Lösung,  nicht  aber  diese  Lösung  selbst  ab- 
geändert. 

§5. 
Verallgemeinerung  für  mehrblättrlge  Riemann'sche  Fliehen. 

Wenn  es  nur  darauf  ankommt^  die  Strahlung  aus  dem  physikalischen 
Blatt  längs  des  Schirmes  verschwinden  zu  lassen,  können  wir  ersichtlich 
statt  eines  Hülfsblattes  auch  einen  ganzen  CyJclus  solcher  Blatter  an  das 
physikalische  Blatt  anhängen.  Wir  werden  sogar  yermuthen  dürfen,  dass 
wir  der  Vorstellung  eines  schwarzen  Körpers  um  so  mehr  entsprechen,  je 
mehr  solcher  Hülfsblätter  wir  benutzen.  Denn  die  aus  dem  physikalischen 
Blatt  austretende  Strahlung  wird  um  so  vollständiger  fdr  dieses  verloren 
gehn  und  sich  um  so  schwerer  in  dasselbe  zurückfinden,  je  mehr  Raum  wir 
ihr  zur  Ausbreitung  ausserhalb  desselben  darbieten.  Die  hiermit  gegebenen 
verschiedenen  MögUchkeiten  kennzeichnen  deuflich  die  Unbestimmtheit, 
welche  in  unser  Problem  durch  den  Begriff  des  schwarzen  Körpers  herein- 
gebracht wird  (vgl.  §  1). 

Um  diese  Möglichkeiten  aualytisch  zu  beleuchten,  verallgemeinem 
wir  die  im  dritten  Paragraphen  gelöste  Aufgabe,  wie  folgt: 

Wir  betrachten  statt  der  zweiblättrigen  eine  n4>läUrige  Riemann'sche 
Fläche,  welche  im  Anfangspunkte  r  «=  0  und  nur  in  diesem  einen 
Winduugspunkt  von  der  n^^  Ordnung  besitzt.    Auf  derselben  unterscheiden 
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wir  ein  oberes  und  n  —  1  untere  Blätter.  Ersteres  enthalte  die  Einfalls- 
richtung  9>  =  9'  nnd  sei  durch  die  Bedingung  abgegrenzt  1 9)  — 9'  |  <  x. 
Die  übrigen  Blatter ,  welche  Ton  (p  ^=  q>' -\- x  bis  q>  «=  ^'-\-  5jf,  yon 
9  «9' — 3r  bis  9)  =  g)' — Sjt  etc.  reichen  mögen,  sind  durch  die  Be- 
dingung 1 9  —  9'  I  >  «  charakterisirt. 

Wir  suchen  nun  eine  Function  u  zu  construiren,  todche  OMf  dieser 
Fläche  endlichy  stetig  und  eindeutig  is^  (in  9  also  die  Periode  2nn  besita^), 
wdAe  der  Differentialgleichung  (2)  genügt,  tedche  femer  für  eine  hinreichend 
weit  mrüddiegende  Zeit  t^=^  —  T  die  Bedingungen 

tt  ~  Wfti     oT  =  -öl*  (ini  oberen  Blatte), 

du 
u  —  0,      ^  —  0  (in  den  n  —  1  unteren  Blattern), 

« 
umä  auf  einem  Kreise  von  hinreichend  grossem  Radius  R  für  aUe  Zeiten 

swisehen  —  T  und  -{'  T  die  Bedingungen 

u  »=  iIq  (im  oberen  Blatte), 

u  SB  0    (in  den  unteren  Blättern) 
befriedigt. 

Hierbei  yerfahren  wir  im  engsten  Anschlüsse  an  §  3.  Ausgehend  von 
der  Darstellung  (9)  f&r  Uq  wählen  wir  die  dort  vorkommende  willkürliche 
Function  F^^(a,  qT)  jetzt  so,  dass  sie  in  a  und  fp  die  Periode  2nn  besitzt 
und  wiederum  f&r  a  <=  9'  mit  dem  Residuum  1  unendlich  wird,  d.  h.  wir 
Betsen 


Fxi»,9')-~-, 


ia 


n         ^  n 


So  ergiebt  sich 


ia 


(^1)        **-  ^S^^""  "^^  ^'^~''^  +  ^^^  ir~iR  ^"^ 


e"  -e* 


die  Integration  erstreckt  sich  über  die  beiden  Schlingen  des  Weges  W  in 

der  a-£bene  (ygl.  Fig.  3).    Wollen  wir  auch  hier  zu  einer  reellen  Dar- 

stdlung  übergehen,  so  deformiren  wir  den  Weg  wie  in  Fig.  4  angegeben. 

Dabei  haben  wir  zu  unterscheiden,   ob  9  ein  Winkel  des  oberen   oder 

eines  der  unteren  Blätter  ist.    Im  ersteren  Fall  liegt  die  ünendlichkeits- 

Btelle  a  BS  9'  zwischen  den  beiden  Schlingen  des  Weges  W,  im  letzteren 

ttsserhalb  derselben.    Im  letzteren  Falle  gewinnen  wir  gerade  so  wie  im 

dritten  Paragraphen  die  Darstellung 

8* 


Beuguntr  der  KantgenBtnhlen. 


r welche  für  n^2  direct  in  'Gleichang  (12)   Übergeht;   im   erateren  Falle 
^  ergiebt  sich 


•--^Jf' 


rt— rcos.'i+  VI) 


COO '"*''*"**         CO     * 
N                               N 

Bin  " 

1                " 

1  ^^^v-p'-ib     ^ 

OB  — 

db, 


)  mit  Gleichung  (12')  übereinstimmt. 

Aus  der  Darstellung  (21)  wird  man  nun  wieder  leicht  erkennen,  t^iBs 
die  80  bestimmte  Function  eine  Lösung  unserer  Differentialgleichung  ist, 
welche  sich  auf  der  «blättrigen  Riemanu'schen  Fläche  eindeutig  und  stetig 
verhält.  Aus  den  Darstellungen  (22)  und  (22")  folgt  überdies,  dass  sie 
den  Itlr  t  =  —  T  und  r  ^  Ji  gestellten  Bedingungen  genügt. 

Es  steht,  wie  gesagt,  nichts  im  Wege,  diese  »-werthige  Function  an 
Stelle  der  früheren  zweiwerthigen  zur  Beschreibung  der  Beugung  an  einem 
echwarzen  Schirm  zu  benutzen.  Der  physikalisch  in  Betracht  kommende 
Theil  der  Function  u  (das  physikalische  Blatt  der  Riemann'schen  Fläche) 
wird  dabei  aus  einem  Theüe  des  oberen  und  einem  Theile  eines  der  an- 
stoes  enden  unteren  Blatter  bestehen. 

Tbeils  um  uns  möglichst  enge  der  Vorstellung  des  schwarzen  Körpers 
anzupassen,  tbeils  um  die  Formeln  zu  vereinfachen,  machen  wir  schliesslich 
den  Grenzübergang  «  =  oo .  Wir  haben  dann  eine  unendlklie  Windimga- 
fläche  mit  einem  oberen  und  unendlich  vielen  unteren  Blättern.  Aus  (21) 
bekommen  wir  so  die  allgemeingültige  Darstellung: 

(23)  «  =  ^.Jnr  «=08  (9  -  «I  +  yi)  <rS?     ' 

(Integrationsw^  W),  aus  (22)  und  (22')  die  folgenden  reellen  Darstellungen: 

(24). j7(-rco..t+F0  |.-._(^V^,,,.+  , 

(für  die  unteren  Blätter)  und 


^(?:;?=-i5r-) ""     j 
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(24^)  u=u,-Jf{-rooBib+  Vi)  j -^^-^-^-.-j^.  +  ^._(^^._.^^.| 


db 


(fnr  das  obere^  die  Einfallsriclitmig  (p  =  q)'  enthaltende  Blatt). 

Es  wird  sich  später  zeigen,  dass  es  bei  der  Beantwortung  aller  Fragen 
Yon  physikaUschem  Interesse  nnr  äusserst  wenig  ausmacht,  ob  wir  die 
zweiwerthige,  die  n-werthige  oder  die  unendlich-yiel-werthige  Function  zur 
Beschreibung  der  Beugungserscheinungen  benutzen.  Dies  ist  insofern 
erfreulich,  als  auf  diese  Weise  die  durch  den  schwarzen  Körper  yer- 
sckuldete  ünbestinuntheit  wenigstens  praktisch  bedeutungslos  wird.  Wir 
werden  aus  demselben  Grunde  später  zwischen  den  Formeln  (12),  (22) 
nnd  (24)  nach  Bequemlichkeit  auswählen  dürfen. 

Es  giebt  aber  auch  Falle,  wo  unsere  Functionen  der  n-blättrigen  bez. 
onendlich-yielblättrigen  Biemann'schen  Fläche  unentbehrlich  sind,  worauf 
hier  noch  kurz  hingewiesen  werden  soR 

Wir  wollen  das  in  §  2  aufgestellte  Problem  dadurch  yenallgemeinem, 
dass  wir  an  die  Stelle  des  unendlich  dünnen  einen  keilförmigen  Schirm 
treten  lassen,  dessen  Winkel  irgendwie  mit  n  commensurabel  sei  und 
wollen  an   den   beiden    den   Keil    begrenzenden  Halbebenen   die   Grenz- 

bediugnng  v  =^  0  oder  x-  »»  0  vorschreiben.    Die  übrigen  Bedingungen 

mögen  den  früheren  entsprechend  gewählt  werden.  Z.  B.  können  wir, 
um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  an  die  Akustik  anknüpfen: 
Ein  impulsives  Geräusch  von  der  hier  behandelten  ebenen  Beschaffenheit 
falle  auf  einen  starren  Keil.  Auf  der  Oberfläche  desselben  kann  (wegen 
der  Starrheit)  keine  zur  Oberfläche  senkrechte  Geschwindigkeitscomponente 
vorhanden  sein.    Bedeutet  also  v  das  Geschwindigkeitspotential  der  um- 

gebenden  Luft,  so  ist  auf  der  Keiloberfläche  ^  =  0.     Das  somit  sich 

darbietende  Problem  wird  nun  mit  Hülfe  unserer  n^werthigen  Function  u 
losbar. 

Man  l^e  die  zur  Kante  des  Keils  senkrechte  Ebene.  Der  ausserhalb 
des  Keils  verlaufende  Theil  derselben  stellt  das  „physikalische  Gebiet  G" 
dar,  in  welchem  unser  akustischer  Vorgang  studirt  werden  soll.  Dies 
Qebiet  ist  ein  unendlicher  Sektor;  seine  Winkelöfi&Lung  möge,  da  sie  mit 

%  commensurabel   sein  sollte,  gleich  —  gesetzt   werden,   so    dass   die 

Oe&ung  des  Keils  ^""**3r  beträgt.  Nun  spiegeln  wir  O  an  der  Keil- 
Oberfläche  und  erhalten  so   zunächst  ein  Doppelgebiet  G  -\-  G^  von  der 

Winkelöffiiung Indem  wir  dieses  Doppelgebiet  m-mal  aneinander- 

setzen,  ergiebt  sich  ein  Gebiet  von  der  Winkelöffiiung  2n^,  d.  h.  eine 


n-blättrige  Windungsfläche.  Sie  zerfallt  nach  ihrer  Herstellung  in2ni  Gebiete 
G,  Gl,  Gf,-Gtm-i  'OH  der  Winkelöfftumg  — ,  von  denen  jedes  aus  dem 
vorhergehenden  oder  folgenden  durch  Spiegelung  au  dessen  BegretizungB- 
geraden  abgeleitet  werden  kann.  Die  Losung  der  gestellten  Aufgabe 
kommt  nun  darauf  hinaus,  in  jedem  dieser  '2m  Gebiete  einen  ebenen 
Impuls  einfallen  zu  lassen,  dessen  Einfallarichtung  aus  der  des  vorher- 
gehenden und  folgenden  Impulses  in  derselben  Weise  durch  Spiegelung 
hervorgeht,  wie  dies  fSr  die  betr.  Gebiete  beschrieben  wurde,  Die  Losung 
lautet  nämlich,  wenn  9;  ^  0  und^qo  =  —   die  Grenzen  des  physikalischen 

tebietes   G  sind,  und   wenn  u{tp')   wie    vorher  den  n-werthigen    ebenes 

inpuls  von  der  Einfailsrichtung  <f>'  bedeutet: 

.  -  »(y')  +  „(-  ^T  + » (■';'  +  »■)  +  «  ('-;'  -  v) 
+  «(^^=^"  +  »')  +  «(— ^— -^l- 

IFdr  qo  ^  0  und  tp  =  —  entspricht  sie,  wie  verlangt,  der  Bedingnng 
ijj^  =  0.  Lautet  die  auf  den  Grenzen  zu  erfüllende  Bedingung  dagegen 
1 0  =  0,  so  sind  die  2tn  Terme  unserer  Lösimg  statt  mit  dem  -\-  Zeichen, 
I  abwechselnd  mit  dem  Zeichen  +  und  —  zu  verbinden.  In  ähnlicher  Weise 
f  kommt  unsere  Function  k  der  unendlich -vi  elblättr  igen  Windungsfläche 
lin's  Spiel,  wenn  der  Winkel  des  Keils  mit  jr  incommensurabel  ist. 

Die  zuletzt  gestreiften   Probleme  sind   wieder  wie   das   Problem  des 
[  §  2  völlig  bestimmt  und  mathematisch  befinedigend  definirt. 


Dlsousalon  and  nnmeriscbe  BerecbniiDg  der  gefundenen  Lösungen. 
Die  Aufstellung  des  allgemeinen  analytischen  Ausdrucks  bildet  nur 
den  ersten  Schritt  zur  Lösung  einer  mathematisch-physikalischen  Aufgabe. 
Der  zweite  ebenso  wichtige  besteht  in  der  numerischen  Äuswerthung. 
„Solange  diese  fehlt,  bleibt  die  Lösung  unvollständig  oder  unnütz;  denn 
die  Wahrheit,  die  wir  aufdecken  wollen,  liegt  in  den  analytischen 
Formeln  nicht  weniger  tief  verborgen,  wie  in  dem  physikalischen  Probleme 
selbst^.') 

Die  numerische  Answertbnug  ist  nun   in   nnserem  Falle  sehr  leicht, 

1)  Fonrier,  Theorie  de  la  Cbaleur,  Einleitung,  art.  la. 
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wenn  wir  die  bis  zu  einem  gewissen  Grade  willkürliche  Function  f  durch 
<lie  Reehtecksform  von  Fig.  1  definiren.^)  Analytisch  besagt  diese  Definition^ 
wenn  ^  wie  firüher  das  Argument  von  f  bezeichnet  und  wenn  die  Breite 
des  Rechtecks  gleich  X^  die  Höhe  gleich  1  gesetzt  wird: 

/(O-O    wenn     |S|>|, 


(25) 


m)=i    ^    ifi<4- 


2 

Zur  Abkürzung  wollen  wir  noch  den  sog.  Beugungswinkel 

einführen.  Derselbe  ist  auf  der  Schattengrenze  gleich  Null.  Das  obere 
Blatt  der  zweiblattrigen  Biemann'schen  Flache  (ygl.  §  3),  von  der  wir 
zunächst  sprechen  werden^  ist  dann  durch  die  Bedingung  —  2«  <  ^  <  0, 
das  untere  durch  0  <  ^  <  29r  charakterisirt. 

Wir  beginnen  mit  der  Betrachtung  des  unteren  ElaUes.    Gleichung 
(12),  welche  hier  gilt;  schreibt  sich  jetzt  so: 


(26)      u=  ^  jfi—r  cos  ib  +  rt) 

0 


— r~i'  -i.  H : — ="i !  db . 


1_ 
~b 


Bin- — ^ —        sin 


Wir  führen  als  neue  Integrationsyariable  das  Argument  yon  f 

jEf  =  —  r  cos  i6  -f-  Vt 
ein;  dann  wird 


1   .,        i/r  +  Vt  —  z        .     1   .,        i/r  — F<  +  « 
Setzen  wir  femer  vorübergehend 


»in  2l±—  =Ä+iB,  d.L  Ä=Bm^y-^ — ,  B— cos|  [/ — -^ — , 
80  haben  wir 


sin 


,  1  2^  2  VTr  yr +  F«-,  Bin  I 


F*  —  r  cos  ^  —  5 


1)  H&tten  wir  dies  von  yomherein  gethan,  so  würde  die  Diffgl.  (1)  in  den  dnrch 
jene  Form  bedingten  ünstetigkeitBlinien  ihren  Sinn  verlieren  und  dnrch  die  von 
Chriitoffel  angegebenen  Bedingungen  (vgl.  Ann.  di  Matern.  [8]  Bd.  8  [1877]  p.  81 
a.  193)  n  erseteen  sein,  was  unsere  Dantellnng  erheblich  complicirt  hätte.  Der 
muunehiige  Uebergang  zur  Reehtecksform  macht  keine  Weiterungen. 
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UnBer  Integral  (26)  lautet  also 

(27)  « -  =ll  yr(l-co8*)  rl—J^^L-—    ^     ^'     - . 

Yt—r 

Wir  haben  nun  drei  Falle  zu  unterscheiden,  je  nach  der  Lage  des 
Integrationsinterralles   {Vi  —  r>jE?>  —  cx>)    gegen    dasjenige    Interrall, 

in  dem  f  von  Null   yerschieden   ist  ( +  Y  -^  ^  -^  "^  t)  '     I^*^^  beiden 

Intervalle  können  sich  entweder  OMSsMiessen^  oder  das  erste  kann  das 
zweite  einsMiessen,  oder  sie  können  sich  theüweise  überdecken.  Die  drei 
Fälle  sind  also  diese: 

1)  rt  —  r<  —  ~     oder     r>Vi  +  ^, 

2)  rt  —  r>  +  ^     oder     r<Vt  —  \, 

3)  —\<yt  —  r<  +  \     oder      Vi  —  \<r<Vt^\' 

Wir  unterscheiden  somit  auf  dem  unteren  Blatte  unserer  Riemann'scben 
Flache  drei  Gebiete:    1)  das  Aeussere  des  Kreises  r=  '^^  +  -^;  2)  das 

Innere  des  Bj-eises  r  =  F^  —  -^,  3)  den  zwischen  den  Kreisen  r  =  Vt  +  '^ 

enthaltenen  Kreisring,  Für  diese  Gebiete  des  Blattes  gestaltet  sich  die 
Auswerthung  von  (27)  verschieden. 

1)  Im  Gebiete  1)  ist  f{e)  für  alle  bei  der  Integration  vorkommenden 
Werthe  von  z  gleich  Null.    Wir  haben  daher  einfach: 

(28X  tt  =  0. 

Das  heisst:  Zwr  Zeit  i  ist  die  Störung  noch  nicht  bis  sfur   Entfernung 

r  ^=^  Vt  +  Y  ^^^^^  Veretmgtmgspunkte  vorgedrungen. 

Die  Grösse  des  Gebietes  (1)  hängt  von  der  Zeit  ab.    Wenn  Vt^  —  ^  j 

so  nimmt  dieses  Gebiet  das  ganze  untere  Blatt  ein.  So  lange  also  Vt^  —  ^ ' 

herrsdkt  im  unterefi  Blatt  vollkommene  Ruhe.  Mit  wachsendem  t  wird  das 
Gebiet  1)  vom  Yerzweigungspunkte  mehr  und  mehr  abgedrängt  Die  Er- 
regung breitet  sich  dann  im  unteren  Blatte  vom  Yerzweigungspunkte  her 
mit  Lichtgeschwindigkeit  aus. 

2)  Handelt  es  sich  um  einen  Punkt  des  Gebietes  2),  so  erstreckt  sich 
die  Integration  über  alle  diejenigen  Werthe  von  0,  für  welche  f  von  Null 
verschieden  ist.  Integral  (27)  ist  in  diesem  Falle  identisch  mit  dem 
folgenden: 
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+  1 

^  9 


u  =  — -  l/r(l  —  cos ^)  1  ^; : — 


Wegen  der  Kürze  des  Integrationsintervalles  X  genügt  es,  angeimhert  zu 
yer&hreii.  Wir  setzen  nnter  dem  Integralzeichen  für  z  seinen  mittleren 
Werth  jer :»  0  und  multipliciren  den  so  yerein£Achten  Werth  des  Integranden 
mit  der  Länge  des  IntegrationsintervaUes  X.  Der  so  erhaltene  Werth 
unterscheidet  sich  von  dem  genauen,  übrigens  auch  leicht  angebbaren 
Werthe  nur  durch  *W^rwerfung  der  höheren  Potenzen  von  X,  auf  die 
es  uns  nicht  ankommt^  und  lautet: 

Diese  Formel  zeigt:  Im  Grebiete  2)  ist  die  Erregung  im  Allgemeinen  sehr 
Uein  (w^^  des  kleinen  Factors  X),  auf  der  SchaUengrenze  selbst  sogar 

ivnd  gUich  Nuü  (wegen  des  Factors  yi  —  cos  ^,  welcher  für  ^  =  0  yer- 
schwindet).  Nach  den  Bändern  des  Gebietes  hin,  d.  h.  nach  der  Peripherie  des 

Kreises  r  =  Vt  —  -^  lünimt  sie  etwas  zu  (wegen  des  Factors  yvt — r  im 

Nenner,  dessen  kleinster  Werth  im  Gebiet  2)  gleich  1/^  wird).  Mit  wachsen- 
dem t  breitet  sich  das  Gebiet  2)  über  immer  grössere  Theile  des  unteren 
Blattes  aus,  gleichzeitig  nimmt  die  Starke  der  Erregung  mit  wachsendem  t  ab. 
3)  In  Punkten  des  Gebietes  3)  ist  die  untere  Grenze  des  Integrals  (27) 

Vi  —  r  <Y'  ^^  Integration  in  (27)  erstreckt  sich  daher  nicht  über 
alle  diejenigen  Werthe  Ton  z,  für  die  f{g)  yon  Null  verschieden  ist,  sondern 
nur  von  Vt  —  r  bis  —  -^  •    Wir  bekommen  auf  diese  Weise  zunächst 

Vt—r 

—  i. 
S 

Hier  ist  es  nöthig,  die  Integration  genau  auszuführen.  Wir  substituiren 
2U  diesem  Ende  y*  =  Vt  —  r  —  g  und  finden: 

0 

,  yrt-r+- 


(28),  «=  — arctg 


n  °         r(l— C08^) 


D 

1 


Das  Gebiet  3)  reicht  von  dem  Kreise  r=  Vt  —  -  biß  zum  Kreise  r=  K(+  ^  ■ 
■Xf^^e  und  Grösse  desselben  hängt  also  von  der  Zeit  ab.  Bei  wachsendem  t 
teilt  der  Kreisring  mit  Lichtgeschwindigkeit  vom  Verzweigungspnnkte 
■  radial  nach  allen  Seiten  hin  fort.  Dasselbe  gilt  vm  der  durch  (28),  dar- 
I  gestellten  Störung. 

Bekanntlich  spricht  man  in  der  Optik  ausser  von  pfimen  von  Kugd- 
und  CylituUr- Wellen.  Die  letzteren  bezeichnen  WeUenbewegungen,  die 
sich  von  einem  Punkte  aus  radial  mit  Lichtgeschwindigkeit  fortp&anzen 
(Kugelwellen    im   dreidimensionalen,  Cy linderwellen  in    einem   zweidimeu- 

■  eionalen  Gebiete).  In  gleichem  Sinne  sprachen  wir  von  ebenen  und 
■werden  wir  von  Cylimiermpiihen  sprechen.  Während  die  uraprÜngUclie 
Erregung  ein  ebener  Impuls  war,  stellt  (28),  einen  Cylinderimpuls  dar, 
welcher  sich  vom  Verzweigungspuntte  (oder  riiumlich  gesprochen,  von  der 
Scbirmkante  aus)  nach  allen  Seiten  mit  Lichtgeschwindigkeit  ausbreitet. 
Der  Grösse  nach  ist  unser  Cylinderimpuls  im  Allgemeinen  klein 
gegeu  den  einfallenden  Impuls,  gross  gegen  die  durch  (28)^  gegebene 
Erregung.  Der  Zähler  im  Argument  des  Arcus-Tangens  ist  nämlich  in 
den  Punkten  unseres  Ereisringes  ^VA;  wenn  also  der  Nenner  nicht  gerade 
verschwindet,   wird  das   Argument   des  Arcus-Tangens    vtin   der   Grösam- 

I Ordnung  YX  sein;   dies  ist  hei  hinrcicJieiid  kleinem  l  zugleich  die  Grossen- 
Ordnung  des  Cylindenm- 


ptdses,  während  die  des 
eir^aüenden  Impulses  1, 
die  der  Erregung  (28), 
aber  A  ist. 

Wenn  dagegen  der 
Nenner  im  Argument 
des  Arcus-Tangens  ver- 
schwindet, was  nur  fiir 
^  =  0  oder  fiir  f=2ii 
d.  h.  bei  Annäherung  an 
die  eine  oder  andere 
Schattengrenze  der  Fall 
ist,  so  wird  das  Argument 
des  Arcus  unendlich, 
dieser  selbst  gleich   -^-  und  die   rechte   Seite  von  (28),  gleich  y,  was  in 

L  Toller  Ueberein Stimmung  mit  der  ftlr  die   Schattengrenzen  gültigen  Glei- 

Icbung  (14)  steht. 

Entfernt  man  sich  im  Gebiete  3}   von  der  Schattengrenze,   so  muBS 
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die  Ghrosse  des  Cylinderimpulses  von  dem  Werthe  y  bis  zu  den  Werthen 

Ton  der  Grossenordnung  )/Ä  abnehmen.  Betrachten  wir  z.  B.  die  mittelste 
Faser  des  Ereisringes  r  ^^  Vi,    Hier  hangt  die  Schnelligkeit  der  Abnahme 

lediglich  von  dem  Yerhaltniss  ~  ab.    Die  Abnahme  ist  um  so  rapidetj  je 

kleiner  dies  VerhäUniss  ist.  Dies  wird  durch  die  Figur  der  vorigen  Seite 
Teranschanlicht^  in  der  die  Abscissen  den  Winkel  ^  zwischen  0  und  1®,  die 
Ordisaten  die  Gtrosse  u  bedeuten  und  die  vier  Gurren  bez.  den  Werthen 

—  =  10^*,  =  10-*,  =  lO"*,  =  10-®  entsprechen.    Die  letzte  Curve,  die 

im  Hinblick  auf  Späteres  am  wichtigsten  ist^  zeigt^  dass  schon  bei  einem 
Beugungswinkel  von  y^^  die  Grosse  yon  u  unmerklich  klein  geworden  ist. 
Die  Grenze  dieser  Gurven  bei  yerschwindendem  A  ist  offenbar  ein  absolut 

steiler  AbfiftU  von  dem  Werthe  u-=  —  nach  dem  Werthe  w  =  0. 

2 

Die  Werihevertheilung  von  u  im  oberen  EUUte  ist  nun  mit  wenigen 
Worten  zu  erledigen.  Wie  der  Vergleich  von  (12)  und  (12^  oder  auch  wie 
Gleichung  (13)  lehrt,  ist  der  Werth  von  u  in  einem  Punkte  des  oberen  Blattes 
gleich  dem  Werthe  von  Uq  in  diesem  Punkte  vermindert  um  den  Werth 
Ton  u  in  dem  entsprechenden  Punkte  des  unteren  Blattes.  Wir  werden 
daher  auch  im  oberen  Blatt  die  drei  Gebiete  1),  2)  und  3)  zu  unterscheiden 
haben  und  erhalten  ftlr  sie  die  folgenden  Formeln: 

(29),  r>F<  +  |,  u-v, 


COBiff   ' 


(29).  F<-A<.<F<  +  1,     ««^«o-i-aretgK   ^^,_^^^  - 

Bevor  wir  den  physikalischen  Sinn  dieser  Formeln  weiter  entwickeln, 
wollen  wir  die  entsprechenden  Formeln  f&r  die  verallgemeinerten  mehr- 
werthigen  Lösungen  des  §  5  angeben.  Dabei  genüge  es,  den  Grenzfall 
A  as  00  zu  betrachten.  Da  es  sich  nämlich  zeigen  wird,  dass  schon  dieser 
nur  anwesentlich  von  dem  Fall  n  «=  2  abweicht,  werden  wir  das  Gleiche 
für  die  FSlLe  2  <  n  <  ooumsomehr  vermuthen  dürfen. 

Wir  formen  zunächst  den  fQr  die  unendliche  Windungsfläche  gefun- 
denen Ausdruck  (24)  ähnlich  wie  oben  um,  indem  wir  als  neue  Integrations- 
wiable  ir »»  Vi  —  r  cos  ib  einführen  und  abkürzend 
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setzen.    Dann  erhalten  wir  f&r  eines  der  unteren  Blätter  unserer  Windong»- 
fläche: 

—  OD 

Vt—r 

Wiederum  sind  drei  Gebiete  zu  unterscheiden: 

1)  Ist  r>  Vt'\-  -^y  so  ergiebt  sich  sofort 
(30)i  f4  =  0. 

2)  Ist  r  <  F^  —  Y  >  ^^  finden  wir  näherungsweise 

(30),         u^  {^,_^^_^,_j^^.^^,  +  ^,_^^_^,_^.^^,}^^,__= 

mit  der  Abkürzung 

9  ===  tog       ^"^  ^ 

3)  Ist  endlich    Vt  —  y'*^^^'^^'^"«'  ®^  liefert  die  wirkliche  Ans- 
führung  der  Integration 

(30),                t«=.i-jarctg^_^_^  +  ardg^_^.^,j 
mit  der  Abküraung  

Fe  +  i-  +  y(F«  +  |)'-r« 

d  =  log 

Diese  Ausdrücke  stimmen  aber  in  allen  wesentlichen  Punkten  mit  den 
Ausdrücken  (28)  überein.    Gleichung  (30)^  zeigt  wieder^  dass  die  Stonmg 

zur  Zeit  t  noch  nicht  in  das  Aeussere  des  Kreises  r  =  Vi  -\-  -^  gelangt 

l 
ist.    Gleichung  (30),  zeigt  femer,  dass  im  Innern  des  Kreises  r^=Vi  —  y 

die  Erregung  sehr  schwach^  nämlich  von  der  Grössenordnung  X  ist  und  dass 
sie  vom  Innern  nach  der  Peripherie  hin  etwas  zunimmt.  Die  durch  (30)} 
dargestellte  Erregung  kann  man  abermals  als  Gylinderimpuls  bezeichnen. 
Auch  dieser  ist  im  Allgemeinen  schwach,  nämlich  yon  der  Grossen- 
ordnung Yky  da  Vt  im  Gebiete  3)  sich  nur  wenig  Ton  r,  das  Argument 
des  log  in  der  Formel  für  6  also  nur  wenig  yon  1,  6  selbst  sowie  die 
Arcus-Tangens-Functionen  nur  wenig  von  Null  unterscheiden.  Eine  Aus- 
nahme tritt  nur  ein  in  der  Nähe  einer  der  Schattengrenzen  €p  —  ^'»=4:^, 

wo  u  nahezu  gleich  y  wird.    Yon  hieraus  nimmt  die  Grösse  des  Cylinder- 

impulses  schnell  ab  und  nähert  sich  asymptotisch  dem  Werthe  Null  (f&r 
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Um  die  Schnelligkeit  dieser  Abnahme  beurtheilen  nnd  um  sie  mit  der 
Abnahme  im  Falle  n=^2  vergleichen  zu  können,  begeben  wir  uns  in  die 
Nähe  der  einen  Schattengrenze  z.  B.  in  die  Nahe  yon  q>  —  q>''^  n  und 
setzen  9  —  9'  —  n  =^if.  In  (30),  können  wir  dami  mit  grosser  An- 
näherong  den  zweiten  Arcus-Tangens  vernachlässigen,  da  dieser  von  der 

OrossenordnungyX,  der  erste  von  der  Ordnung  1  ist.  Beschranken  wir 
Das  gleichzeitig  auf  die  mittelste  Faser  des  Ereisringes,  wo  Vt^=r  ist^ 
so  ergiebt  sich 

<»-log(l  +  ^  +  }/i-  +  ^)--log(l +}/!+. ..)  =  ]/I  +  ... 
und  wir  erhalten 

(31)  **  =  ^  ««^  I  YT  '  ^1     ^^^    *  '^  YT  ®*8  «**• 

Damit  vergleichen  wir  den  aus  (28),  für  Vi^^r  folgenden  Werth: 


(31') 


u  SB  —  arctg  1 1/ ~       oder    2  sin  y  =  y  ~  ^*8  **^  • 


Wie  wir  sehen,  stimmen  beide  Formeln  in  der  Nahe  der  Schattengrenze 
bis  auf  höhere  (dritte  etc.)  Potenzen  von  ^  überein.  Fragen  wir  z.  B. 
nach  demjenigen  Winkelabstande  ^  von  der  Schattengrenze^  in  dem  u  auf 

den  10^  Theil  seines  in  der  Schattengrenze  gültigen  Werthes  —  herab- 

gesanken  ist 

Nach  (31)  bestimmt  sich  dieser  Winkel  durch  die  Gleichung 

*=l/|ctg9o  =  ]/|.6,31, 
nach  (Sl')  durch  _ 

2sin|  =]/!  ctg  90  =  }/f  .6,31. 

Je  nachdem  wir  für  —  die  in  Fig.  7  zu  Grunde  gelegten  Werthe  —  =  10-*, 

10"*,  10-*,  10~®  benutzen,    erhalten   wir    im   ersten   Falle    (unendliche 

Windungsfläche) 

^  =  36no;    3^37',    21' 40",    2^10", 

im  zweiten  Falle  (zweiblattrige  Flache) 

*  =  36^48',    3^38',    21' 42",    2' 10". 

Die  Abnahme  ist  also  auf  der  unendlich-vielblattrigen  Fläche,  was  wegen 
der  freieren  Ausbreitungsmöglichkeit  verständlich  ist,  etwas  jäher,  wie 
ftnf  der   zweiblattrigen.     Der    ganze   Unterschied    ist    aber    so    gering, 

dasg  die  Curven  von  Fig.  7  wenigstens  bei  —  —  10~®  und   10~'  direct 
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als   niustration   des   Vorganges   auf  der  imendlicltblättTigeii    Fläche 
i  köiLDeJi. 

Eb  macht  aUo  in  der  Nühe  der  Schattengreuze  nichts  aus,  ob  wir 
die  Function  der  zweiblättrigen  durch  die  der  unendlich  blättrigen  Fläche 
In  grösserer  Entferuui^^  von  der  Schattengrenze  ferner  ist  die 
Erregung  in  beiden  Fällen  so  gering,  dass  auch  hier  nichts  Wesentliches 
bei  jener  Vertauschung  geändert  wird.  Hiermit  ist  die  schon  pag.  37 
gemachte  Angabe  bewiesen,  dass  wir  nach  Belieben  zwischen  der  zwei-,  m- 
bez.  unendlich-viel-werthigen  Lösung  auswählen  können,  dasä  also  die  durch 
den  BegrifiF  des  schwarzen  Körpers  herbeigeführt«  Unbestimmtheit  unserer 
liösuug  praktisch  nicht  in's  Gewicht  fällt. 


ChrouologiBche  Schilderung  des  Vorganges  auf  der  zwelblättrl^n 
Rlemann'solieD  Fläche. 

Die  Einzelergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  werden  ihrer  physi- 
kalischen Bedeutung  uach  klarer  werden,  wenn  wir  jetzt  in  zeitlicher 
Reihenfolge  und  im  Zusammenhange  die  Schicksale  des  auf  unserer  zwei- 
blättrigen F^che  einfallenden  ebenen  Impulses  zu  schildern  unternehmen. 

Beginnend  mit  der  weit  zurückliegenden  Zeit  t  =  ^  T  haben  wir, 
imseni  Änl'angsbedingungen  entsprechend,  auf  dem  unteren  Blatte  Ruhe, 
■uf  dem  oberen  eine  streifenförmige  Erregung  in  der  grossen  Entfernung 
t^VT  vom  Anfangspunkte.  Denken  wir  uns  die  Grösse  der  Erregung 
«enkrecht  zur  Ebene  des  oberen  Blattes  durch  eine  Strecke  versinnlicht, 
80  lässt  sieb  die  Anfangaerregung  als  ein  WaU  von  dtr  geringen  Breite  l 
tmd  der  Höhe  1  mit  vertical  ahfaUenden  Rändern  beschreiben,  welcher  senk- 
recht zur  Einl'alls rieht ung  in  der  genannten  Entfernung  VT  vom  Ver- 
sweiguugspuukte  errichtet  ist.  Dieser  Wall  schiebt  sich  nun  mit  Licht- 
geschwindigkeit nach  dem  Verzweigung» punkte  hin  vorwärts,  ohne  dass  in 
den  übrigen  Partien  des  oberen  oder  im  unteren  Blatte  der  anfängliche  Ruhe- 
zustand gestört  wird;  denn  nach  (28),  und  (29),  ist  bei  negativem  l  (genauer, 
solange   Vt  <. ^  ist)  «  =  0  im  unteren,  bez.  u  ^  Ug  im  oberen  Blatte. 

In  dem  Momente  Vt^  —  -  ■  erreicht  der  Wall  mit  seiner  Front  den 

IVerzweiguugspunkt,  in  dem  Momente  Fi  >=  +  -^  ist  er  gerade  Über  ihn 
hinweggegangen.  Der  Wall  wird  nnn  von  der  Schattengrenze  tp  —  ip'^-x 
^  0  in  zwei  Theile  zerschnitten.  Der  eine  Theil  wandert  zor 
Rechten,  der  andere  zur  Linken  der  Schattengrenze  ira  oberen  Blatte  fort, 
beide  schneiden  mit  der  Schatten  grenze  ah.  (Vgl.  den  ersten  Terra  der 
rechten  Seite  von  (29),  nnd  (29)3). 


J 
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Gleichzeitig  beginnt  sich  aber  im  Momente  Vt=^  —  Y  ^^  anderer 

Impuls,  unser  Gylinderimpuls,  vom  Verzweigungspunkte  her  auszubreiten. 
Er  schreitet  mit  Lichtgeschwindigkeit  radial  nach  allen  Seiten  vor.  Im 
unteren  Blatte  ist  die  ihm  entsprechende  Erregung   positiv,   im  oberen 

negativ.  Nach  aussen  hin  ist  er  durch  den  Kreis  r  »=  F^-f~  Y'  n^ch 
innen  durch  den  Kreis  r  =  Vt  —  ^  hegrenzt.    In's  Aeussere  des  Kreises 

r  SS  Vt  -{-  ~   iai  zur  Zeit  t  im  unteren  Blatt  noch  keine  Erregung  gelangt, 

im  oberen  Blatte  befindet  sich  im  Aeusseren  jenes  Kreises  nur  die  durch 
den  einüedlenden  Impuls  gegebene   Störung   (s.  OL  (28)^  und  (29)|).     Im 

Inneren  seines  anderen  Begrenzungskreises  r^=Vt  —  y  dagegen  hat  unser 

Cylinderimpuls  ein  gewisses  Besiduum  zurückgelassen.  Dasselbe  ist  im 
unteren  Blatte  positiv,  im  oberen  negativ  und  wird  durch  die  Gleichungen 
{29>\  und  (29),  naher  bestimmt.  Zugleich  mit  dem  Fortschreiten  des 
Cyhnderimpulses  dehnt  sich  das  Residuum  über  weitere  Partien  des  oberen 
und  unteren  Blattes  aus. 

Die  Ghrosse  des  Gylinderimpulses  in  dem  Kreisringe  zvrischen  r^^Vt —  y 

und  rasF^-f~  V  ^^^  durch  die  Gleichungen  (2S\  und  (29\  bestimmt.  Auf 
der  Schattengrenze   erreicht    dieser  Impuls    sein  numerisches   Maximum 

(— Y  im  oberen,  -f~Y  ^™  unteren  Blatte],   von   da  aus   flacht   er  sich 

nach  den  Seiten  hin  schnell  ab.     Wollen  wir  auch  den   Cylinderimpuls 
durch  senkrechtes  Auftragen  seiner 
Grosse  auf  der  Ebene   des   oberen  ^^'  ^ 

oder  imteren  Blattes  räumlich  ver- 
anschaulichen, so  erhalten  wir  für 
das  untere  Blatt  das  Bild  von  Fig.  8. 
Wir  können  dasselbe  als  einen  Krater  ^^ 

beschreiben,  dessen  ümwallung  un-  W 

gleiche  Höhe  hat,  in  der  Schatten-  ' 

grenze  eine  zackenartige  Erhebung,  =^ 

auf  der  entgegengesetzten  Seite  nur 

geringe  Hoha  Nach  anssen  hin  (d.  h.  nach  dem  Gebiete  1),  das  von  der 
Erregung  noch  nicht  erreicht  ist)  fallen  die  Wände  des  Kraters  ziemlich 
unTennittelt  bis  zum  Nullniveau  herab;  nach  innen  hin  (nach  dem  Gebiete 
2)  senken  sie  sich]  sanfter  und  gehen  in  das  das  Innere  des  Kraters 
nuddenfSrmig  ausfüllende  Residuum  über. 

Im  oberen  Blatte  haben  wir  dasselbe  Bild  nur  nicht  als  kraterf5rmige 
Erhebung  sondern  als  ebensolche  Einsenkung.     Dazu  kommt  im  oberen 
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Blatte  noch  der  geradlinige  Wall  des  einfallenden  Impulses,  welcher  sich 
jener  Einsenknng  snperponirt.  Es  ist  interessant,  zu  bemerken,  dass  sich 
beim  üeberschreiten  der  Schattengrenze,  d.  h.  beim  Uebergange  Tom 
oberen  zun  unteren  Blatt  diese  üeberlagemng  von  ebenem  und  Cylinder- 
impuls  skiig  verhaU,  wahrend  jeder  der  beiden  Impulse  f&r  sich  ge- 
nommen einen  Sprung  erleidet.  Da  beide  Impulse  mit  der  gleichen  Ge- 
schwindigkeit F  an  der  Schattengrenze  hinwandem,  befindet  sich  der 
Wall  des  ebenen  und  die  zackenartige  Einsenknng  des  Gylinderimpulses 
stets  an  der  gleichen  Stelle.  Der  ebene  Impuls  schneidet,  wie  frclher 
her7orgehoben,  mit  der  Schattengrenze  ab;  beim  Üeberschreiten  der 
Schattengrenze  sinkt  seine  Grösse  plöiglick  von  1  an/rf  NuU.  Der  Cylinder- 
impuls  hat  in  der  Nähe  der  Schattengrenze  im  oberen  Blatt  die  Grösse 

—  Y'   ^  unteren  die  Grosse   4~  y  i^^  (^8)9)1  ^^  Üeberschreiten  der 

Schattengrenze  wäehst  also  die  Tom  Gylinderimpuls  herrührende  Erregung 
plötdidi  um  1.  Die  beiden  Sprünge  heben  sich,  wie  man  sieht,  gegen- 
seitig auf  und  wir  haben  einen  stetigen  üebergang  Tom  oberen  zum 
unteren  Blatt  Auf  der  Schattengrenze  selbst  ist  die  Err^ung  durch  den 
Gylinderimpuls  gerade  auf  die  Hälfte  desjenigen  Wertes  reducirt,  den  sie 
unter  der  alleinigen  Wirkung  des  einfidlenden  ebenen  Impulses  haben 
wtürde  (s.  GL  (14)). 

Der  Gylinderimpuls  im  unteren  Blatte  steUt  somit  die  natürliche 
stetige  Fortsetzung  des  auf  das  obere  Blatt  beschrankten  ebenen  Impulses 
dar.  Beide  Impulse  schliessen  sich  zu  einer  schleifenformigen  wallartigen 
Erhebung  zusammen,  welche  den  Venweigungspunkt  im  unteren  Blatt 
auf  einem  Kreise  uinzieht,  und  deren  unendlich  lange  geradlinige  Enden 
sich  in's  obere  Blatt  erstrecken.  Die  Hohe  der  Erhebung  betragt  an  den 
geradlinigen  Partien  der  Schleifen  (im  oberen  Blatte)  1,  auf  der  Rundung 

(im  unteren  Blatte)  ist  sie  zwar  gering,  nämlich  yon  der  Ordnung  Yif 
aber  immer  noch  gross  gegen  die  Breite  der  ganzen  Elrhebung,  welche  l 
betragt  Der  Üebergang  von  der  Hohe  1  zu  der  geringen  Höhe  im 
unteren  Blatt  findet  ziemlich  plötzlich  in  der  Nähe  der  Schattengrenze  statt 
Mit  wachsendem  t  entfernen  sich  die  geradlinigen  Enden  der  Schleife, 
sich  selbst  parallel  bleibend,  mit  Lichtgeschwindigkeit  Tom  Verzweignngs- 
punkte,  wahrend  sich  die  Rundung  der  Schleife  unddamit  zugleich  der 
Torher  beschriebene  Krater  mit  Lichtgeschwindigkeit  erweitert  Der  Krater 
zieht  in  seinem  Innern  das  Residuum  hinter  sich  her,  welches  immer 
weitere  Flächen  einnimmt  und  dabei  an  Grösse  abnimmt  Für  ^  <»  00 
verlieren  sich  der  ebene  wie  der  Gylinderimpuls  (die  Enden  sowie  die 
Rundung  der  Schleife)  ins  Unendliche;  gleichzeitig  hat  sich  das  Residnom 
zu  Null  abgeflacht 
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§  8. 
PliyBikalisolie  Folgerongen  der  Theorie, 

Auf  Grand  der  nmunehr  gewonnenen  Kenntnis  unseres  verzweigten 
Impulses  wollen  wir  den  Charakter  der  bei  Röntgenstrahlen  zu  erwartenden 
Beoguugserscheinungen  schüdem  und  aus  unserer  Theorie  einige  Finger- 
zeige f&r  die  günstigste  Anordnung  der  betr.  Beobachtungen  entnehmen. 

Wie  schon  pag.  31  auseinandergesetzt,  kommt  f&r  die  Physik  nur 
ein  Ausschnitt  aus  der  zweiblattrigen  Biemann'schen  Fläche  in  Betracht, 
das  ^^physikalische  Blatt'^  Dasselbe  wird  durch  die  Schattengrenze  in  das 
bestrakUe  Crebiet  0  <  9  <  9'  -f  sr  und  das  SchaUengebiet  q>'  -{- x  <q>  <23t 
zerlegt 

Bezeichnen  wir  als  Beugungserscheinung  wie  üblich  jede  Abweichung 
Ton  der  ursprünglich  erzeugten  Erregung,  also  hier  jede  Abweichung  von 
dem  ebenen  unyerzweigten  Impuls,  so  müssen  wir  sagen:  Beugungs- 
ersckeinungen  giebt  es  sowohl  im  bestrahlten  wie  im  Schattengebiete, 
sowohl  vor  wie  hinter  dem  Schirm.  Sie  sind  aber  im  Allgemeinen  sehr 
schwach  und  werden  nur  in  der  beiderseitigen  Nahe  der  Schattengrenze 
au  Starke  dem  einfaUenden  Impuh  vergleichbar.  Dabei  wird  sich  für 
die  Beobachtung  die  zum  Schattengebiet  gehörige  Umgebung  der  Schatten- 
grenze Tiel  besser  eignen  wie  die  zum  bestrahlten  Gebiet  gehörige,  weil 
dort  die  Beugungserscheinung  rein  zur  Geltung  kommt,  während  sie  hier 
durch  den  ein&llenden  Impuls  verdeckt  und  zurückgedrängt  wird.  Wir 
beschäftigen  uns  also  lediglich  mit  dem  Schattengebiet. 

Die  augenfälligste  Folgerung  unserer  Theorie  ist  die,  dass  die  Breite 
des  durch  Beuffung  erhellten  TheUes  des  SchaUengebietes  mit  der  Breite  des 
Impulses,  d.  h.  mit  der  Grösse  X,  abnimmt  Dies  lehrt  ein  Blick  auf  Fig.  7. 
Bei  gleichem  r  nimmt  der  Cylinderimpuls  mit  der  Entfernung  von  der 
Schattengrenze  um  so  jäher  ab,  je  kleiner  X  wird.  Desgleichen  ist  das 
Ton  dem  Cylinderimpuls  zurückgelassene  Residuum,  welches  ja  ebenfalls 
einen  Bestandtheil  der  Beugung  ausmacht,  um  so  schwächer,  je  kleiner  X 
ist  (s.  GL  (28),).  Dieselbe  Thatsache  wenden  wir  umgekehrt,  wenn  wir 
sagen:  Je  weniger  jäh  der  Impuls  ist,  desto  weiter  breitet  sich  die  Störung 
in  das  Sehattengebiet  aus. 

Speciell  haben  wir  in  der  Ghrenze  bei  unendlich  kurzem  Impulse  eine 
absolut  scharfe  ScheUtengrenze.  Die  Impulsbreite  X  tritt  also  in  völligen 
Purallelismus  mit  der  Wellenlänge  X  der  Optik.  Der  Standpunkt  der 
scharfen  Schattengrenze  und  der  genau-geradlinigen  Fortpflanzung  der 
Strahlen,  auf  den  man  sich  in  der  geometrischen  Optik  sowie  in  der 
Beurtheilung  der  optischen  Erscheinungen  des  gewöhnlichen  Lebens  stellt, 
entspricht  der  Ajonahme   A  ==  0.    Bei   nicht  verschwindendem  X  dagegen 
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ist  Qowohl  in  der  Optik  wie  in  de^  Theorie  unserer  Impulse  die  Schatten- 
grenze je  nach  der  Grosse  von  X  stets  mehr  oder  minder  yerwaschen. 
Ein  leicht  yerstandlicher  Unterschied  zwischen  den  periodischen  optischen 
und  unseren  unperiodischen  Erregungen  tritt  dahei  in  der  folgenden 
Richtung,  zu  Tage:  In  der  Optik  haben  toir  in  der  Nähe  der  SchaUenr 
grenze  Maxima  und  Minima  der  Intensität,  bei  unseren  in^mlsiven  Störungen 
dagegen  einen  mehr  oder  minder  steilen  ununterbrochenen  AbfaU.  Man  er- 
kennt dies  wiederum  aus  dem  Anblick  der  Fig.  7  oder  besser  noch  der 
später  zu  erläuternden  Fig.  10. 

Der  experimentelle  Nachweis  der  Beugung  wird  jeden&Us  bei  grosserer 
Impulsbreite  der  Strahlen  leichter  sein,  wie  bei  sehr  geringer^  und  es 
entsteht  die  Frage^  ob  man  im  Stande  ist^  die  Breite  der  bei  der  Bönigen- 
strahlung  auftretenden  Impulse  a  priori  zu  beeinflussen. 

Zunächst  ist  klar,  dass  die  kürzeren  Impulse  absorbirenden  Medien 
gegenüber  eine  grossere  Durchschlagskraft  haben  werden  wie  die  längeren. 
Für  die  Hauptanwendung  der  Röntgenstrahlen,  die  medicinische,  muss 
man  daher  bemüht  sein,  die  Impulsbreite  zu  verringern,  dagegen  ist  es 
für  die  Beugimgsbeobachtungen  nützlich,  sie  zu  vergrossem.  Es  sind 
also  gerade  diejenigen  Böntgenstrahlen,  die  sich  für  die  Badiographie  am 
meisten  eignen,  für  die  Beugung^mbachtangen  am  ungeeignetsten. 

Die  Breite  des  Impulses  lässt  sich  nun  wenigstens  qualitativ  aus  den 
Umständen  bei  der  Erzeugung  der  Röntgenstrahlen  vorhersagen.  Wir 
verweisen  in  der  Hinsicht  auf  die  in  der  Einleitung  citirte  Theorie  von 
J.  J.  Thomson  über  den  Zusammenhang  zwischen  ELathoden-  und  Röntgen- 
strahlen. Aus  ihr  geht  hervor,  dass  die  ganz  kurzen  Impulse  nur  zu  er- 
warten sind,  wenn  die  dieselben  erzeugenden  Kathodenstrahlen  nahezu 
Lichtgeschwindigkeit  haben  und  dass  die  Dauer  des  Impulses  zunimmt^ 
wenn  sich  jene  Geschwindigkeit  von  der  Lichtgeschwindigkeit  entfernt. 
Letzteres  erreicht  man  bekanntlich  unter  Anderem  durch  geringere  Ver- 
dünnung des  Eathodenraums.  Indem  man  also  der  Reihe  nach  verschie- 
dene Verdünnungsgrade  herstellt,  erhalt  man  verschiedene  Sorten  von 
Böntgenstrahlen;  von  diesen  müssen  die  den  höchsten  Verdünnungsgraden 
entsprechenden  fast  gar  nicht,  die  den  niedrigsten  entsprechenden  am  meisten 
gebeugt  werden.  Besonders  aussichtsreich  dürfte  gerade  dieser  Vergleich 
der  bei  verschiedenen  Strahlensorten  erhaltenen  Beugungsbilder  sein,  sowohl 
f^  die  Gonstatirung  eines  Beugungseffektes  überhaupt,  wie  für  die  nähere 
quantitative  Prüfung  unserer  Hypothese  von  der  Natur  der  Röntgenstrahlen. 

Wir  müssen  nun  etwas  eingehender  das  Beugungsbild  prüfen,  ans 
eine  hinter  dem  Schirm  aufgestellte  photographische  Platte  liefert.  Dasselbe 
hängt  ausser  von  dem  Abstände  r^  von  Platte  und  Schirmkante  wesentlich 
von  der  Impulsbreite  X  (oder  richtiger  von  dem  Verhältniss    der  beiden 
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Langen  X  :  Tq)  ab.  Unsere  Al>sicht  ist  dabei,  durch  den  Vergleich  von 
Theorie  und  BedbacMufig  die  Breite  der  bei  der  betr,  Beobachtung  0ur  Ver- 
wendung gekommenen  Impulse  ssu  bestimmen. 

Unsere  bisherigen  Entwickelangen  bedürfen  zu  dem  Zwecke  noch  der 
Ver^ollsiandigang;  denn  es  ist  nicht  die  bisher  berechnete  (elektrische 
oder  magnetische)  Kraft  v,  welche  die  Wirkung  auf  der  photographischen 
Platte  bestimmt,  sondern  —  vermuthlich  —  die  elektrische  Energie,  und 
zwar  der  Gesammtbetrag  derselben,  welcher  in  der  Zeit  yon  —  oo  bis 
-j-  OD  auf  die  betr.  Stelle  der  Platte  fallt.  Wir  wollen  annehmen,  dass 
die  elektrische  Erregung  parallel  der  Schirmkante  polarisirt  ist.  (Im 
anderen  Falle  würde  die  Rechnung  etwas  umständlicher,  das  Resultat  aber 
nicht  wesentlich  geändert  werden).  Femer  wollen  wir  annehmen,  dass 
die  photographische  Pktte  das  Feld  ihrerseits  nicht  stört. 

Die  in  irgend  einem  Punkte  (r,  ii)  wirksame  Energie  ist  auf  Grund 
dieser  Annahmen  durch 


ifi 


dt 


gegeben,  wo  t;  die  elektrische  Kraft  parallel  der  Schirmkante  bedeutet 
und  bei  einem  absolut  schwarzen  Schirm  (vgl.  §  4)  unserm  verzweigten 
Impuls  u  gleichgesetzt  werden  kann. 

Tragen  wir  hier  fOr  v  statt  des  verzweigten  die  Function  des  un- 
verzweigten  Impulses  u^  ein,  so  wird  der  Werth  der  Energie,  bei  Zugrunde- 
legung der  Rechtecksform  aus  Fig.  1,  gleich 

t 

8«' 

r  bedeutet  dabei  die  zeitliche  Dauer  des  Impulses  und  hängt  mit  der 
Impulsbreite  X  folgendermassen  zusammen: 

*  =  F. 

t 

So  wie  k  zu  der  Wellenlänge,  tritt  r  also  zu  der  Schwingungsdauer  der 
Optik  in  Parallelismus. 

Wir  wollen  nun  als  reloHve  Intensität  J  das  Verhältniss  der  Energie 
des  verzweigten  zu  der  des  unveizweigten  Impulses,  oder  anders  aus- 
gedrückt, das  Verhältniss  der  Energie  der  durch  Beugung  modificirten 
Strahlung  zu  der  Energie  der  ursprünglichen,  einfallenden  Stral)lung  be- 
zeichnen.   Wir  haben  dann: 

—  ao 

4* 
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« 

In  dem  bestrahlten  Gebiete  wird  ofiPenbar  J  nahezu  gleich  1  sein,  da 
hier  der  einfallende  Impuls  Mi,^  den  gebeugten  erheblich  überwi^.    Auf 

der  Schattengrenze  haben  wir  genau  J  gleich  -r-;  ^*  ^^^^  dauernd  tt  =  yU^ 

ist.  um  J  im  Schattengebiete  zu  berechnen  haben  wir  fBr  u  die  Aus- 
drücke aus  (28)i,  (28),  und  (28)3  einzusetzen,  je  nach  dem  WerÜie  der 
Integrationsvariabeln  t\ 

-cx)<F<<r-y,     r  +  -|-<F^<  +  cx),      r  —  \<t<r^r\' 

Das  Integral  zerlegt  sich  so  in  drei  Theilintegrale  J^,  J^  und  J^y  Yon 
denen  J^  yerschwindet  (s.  GL  (28)i).    Die  beiden  andern  Integrale  lauten: 


und 


K<=r+A 


's  =  ■?— •  /       «rc  te  r    —TZ -r- 

9 


s 

dt. 


Das  erste  Integral  ist  leicht  auszuf&hren,  wenn  man  eine  Partialbmch' 
Zerlegung  vornimmt.     Benutzt  man  die  Abkünnmg: 

(32)  s  = 


80  erhält  man 


»'i-iisK^^-rri) 


Auch  das  Integral  J3  lasst  sich  zufallig  genau  ausf&hren.    Substitnirt  man 
nämlich 


yv*~'+T 


BTCtBtV      —TT as  ff. 

^  r(l— COB^)  ' 

so  wird 


Fl—  Atff««  +  r— -  — A_J A4.r  — A. 


die  Integrationsgrenien  lauten  tga»aO  und  tga  =  )/s  und  man 
•^'  -  ^.h"  fa  Jvi  ^«  -  i  ^  (arctg  V^)"  -  J,, 
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Ja  =  — f  f  «  — F-  =  —T^-  arc  tg  Vs  —  J«, 

tgassO  '^ 

tga=y; 

tgasO 

Somit  wird,  wenn  wir  eusammenfasaen , 

und  Bchliesslich 

*  +  '  (arctg  l/s)'  -  -?=  arctg)/i  + 

V» 


(33) 


«^=^1 


8 


log(i  +  »)   ,   _i  lo^Hi?  _  _i_| 


Diese  etwas  umständliche  Formel  lasst  sich,  je  michdem  man  s  sehr  gross 
oder  sehr  klein  yoraussetzt,  durch  die  folgenden  einfacheren  ersetzen: 

s  sehr  gross  (nächste  Nahe  der  Schattengrenze): 


(SS-) 


•^      «•(  4      y?^    »   ^     4»     ^      J' 

«  selir  klein  (einige  Entfernung  von  der  Schattengrenze): 


(34) 


Aas  (33)  resp.  (33')  kann  man  leicht  zusammengehörige  Werthe  von  J 
and  8  berechnen.    Einige  mögen  hier  aufgef&hrt  werden: 

5-   oo,     25,     16,      10,      4,       2,        1,      1,      1,      1, 
J— 0^5,  0,16,  0,14,  0,12,  0,09,  0,07,  0,05,  0,03,  0,02,  0,01. 

Die  Bedeutung  yon  $  kann  an  der  Hand  von 
Fig.  9  erläutert  werden.  Es  bezeichne  r^  den  Ab- 
stand der  photographischen  Platte  von  der  Schirm- 
kante;  die  Pktte  möge  senkrecht  zur  Schatten- 
grenze stehen.  Ist  P  ein  beliebiger  Punkt  (r,  ifi) 
der  Platte,  so  ist 


Flg.  9. 


Femer  werde 


OP. 


PPo-(f 


r  cos^. 


•f////v/r/////////y//r^^/v//////////f/>^/'/^'^// 


gesetet,  so  dass  9  den  Abstand  des  betrachteten  Punktes  d< 
der  Schattengrenze  bedeutet.    Dann  haben  wir  (s.  Ol.  (32)): 
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S«= 


also 
(35) 


f  —  r» 


S  = 


"•-y57+?-'-.(i+j^+-) 


Für  die  Deutung  der  Beobachtungen  ist  ofiPenbar  die  Grosse  q  bequemer 
wie  8.  Wir  schreiben  daher  die  Torige  kleine  Tabelle  so  um,  dass  sie 
die  Abhängigkeit  der  relativen  Intensilftt  J  von  q  erkennen  lasst: 

=  0,00,  0,28,  0,35,  0,45,  0,71,  1,00,  1,41,  2,00,  2,82,  7,07, 


(340  {  V^ 

J  =  0,25,  0,16,  0,14,  0,12,  0,09,  0,07,  0,05,  0,03,  0,02,  0,01. 

In  Fig.  10  haben  wir  q  in  Einheiten  von  Yr^  auf  einer  Abscissenaxe,  J  ab 
Ordinate  aufgetragen.  Wie  man  sieht,  spielt  sich  der  Abfall  der  Intensität  in 
nächster  Nahe  der  Schattengrenze  ab  und  findet  gleichförmig  (ohne  Maxims 

^    ^Q  und  Minima)  statt. 

^  Wir  kommen  mm  auf 

die  oben  gestellte  Auf- 
gabe zurück :  Die  Impuk- 
breite  X  durch  den  Ver- 
gleich van  Theorie  und 
Beobachtung  eu  bestim- 
men. Die  Losung  dieser 
Aufgabe  denken  wir  uns 
etwa  folgendermassen: 
Man  bestimme  auf  der 
photographischen  Platte, 
welche  das  Beugongs- 
bild     tragt,      diejenige 

Stelle,  an  der  die  photographische  Wirkung  beispielsweise  die  Hälfte  oder  -r 

der  auf  der  Schattengrenze  vorhandenen  Wirkung  ausmacht,  und  messe 
die  Abstände  (jf^  oder  q^)  dieser  Stellen  von  der  Schattengrenze.  Nach 
unserer  Tabelle  gehören  zu 

e7=:l0,25    bez.    J— i-0,25 
die  ungefähren  Werthe 


Qi  =  0,45  YrJi     bez. 


Somit  ergiebt  sich 


ß^i" 


9t 


9i 


1,41  y^. 


^0  2fo 


Ist  dUo  Q^,  pi  und  r^  gemessen,  so  kann  k  durch  diese  oder  ähnliche  Be- 
aiehungen  berechnet  werden. 


Von  A.  Sommerfeld.  55 

Dabei  haben  wir  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die  photographische 
Wirkung  der  auffallenden  Strahlungsintensität  proportional  ist,  was  be- 
kanntlich in  der  Regel  nicht  der  Fall  ist.  Genau  genommen  müsste  daher 
der  ob^i  gemeinten  Messung  der  Intensitäten  ein  Studium  der  Platte, 
d.  h.  des  Abhängigkeitsgesetzes  zwischen  photographischer  Wirkung  und 
Strahlungsintensität  yorhergehen.  Auf  Örund  dieses  Gesetzes  hätte  man 
dann  von  der  beobachteten  Intensität  der  photographischen  Wirkung  erst 
auf  die  Intensität  der  Strahlung  und  von  dieser  in  der  eben  ange- 
gebenen Weise  auf  die  Impulsbreite  A  zu  schliessen. 

Es  lässt  sich  nicht  verkennen,  dass  sowohl  die  Grossenbestimmung 
der  photographischen  Wirkung  wie  ihre  Abhängigkeit  von  der  Strahlungs- 
intensität wie  endlich  die  Messung  der  zu  einer  gewissen  photographischen 
Wirkung  gehörigen  Abstände  q  nur  sehr  ungenau  möglich  ist.  Trotzdem 
dürfte  die  beschriebene  Methode  zu  einer  ungefähren  Abschätzung  der 
Impulsbreite  vieUeicht  genügen.  Eine  sehr  viel  zuverlässigere  Methode 
zur  Bestimmung  von  A  wird  in  §  13  entwickelt  werden. 

§9. 

Behandlung  des  Halbebenenproblems  naeh  dem  Huygens'schen  Prinoip. 

Vorbereitung. 

Es  hat  sicher  ein  hohes  methodisches  Interesse,  zu  wissen,  wie  weit 
man  die  Beugung  der  Impulse  durch  die  gewöhnliche  Methode  des  Huygens- 
schen  Fnncipes  beherrscht.  Indem  ich  mich  dazu  wende,  beantworte  ich 
eine  Frage,  die  an  mich  gelegentlich  von  Hm.  W.  Voigt  gestellt  wurde. 

•Bekanntlich  kann  man  vom  Huygens'schen  Principe  aus  die  Beugung 
der  periodischen  Wdlen  bewundernswürdig  gut  vorhersagen,  trotz  der  Be- 
denken (vgL  die  Anm.  auf  pag.  2),  die  sich  gegen  diese  Methode  er- 
heben. Die  Uebereinstimmung  zwischen  den  auf  diesem  und  den  auf 
einwandfreierem  Wege  gefundenen  Lösungen  geht  sogar  noch  wesentlich 
weiter,  als  man  zunächst  denken  möchte:  sie  beschränkt  sich  nicht  auf 
die  nächste  Nahe  der  Schattengrenze,  sondern  reicht  bis  tief  in  das  Ge- 
biet des  geometrischen  Schattens  hinein.  Dies  ergiebt  sich  aus  dem  Ver- 
gleich einer  Arbeit  von  Hm.  E.  Maey^)  mit  meiner  das  gleiche  Thema^  (die 
Beugung  an  einer  Halbebene,)  behandelnden  *) ,  sowie  einer  Poincar^- 
Bchen^  Abhandlung.  Herr  Maey  findet  nämlich,  vom  Boden  des 
Huygens'schen  Principes  aus,  indem  er  die  Eirchhoff 'sehen  Rechnungen 
einige  Schritte  weiterführt  und  solche  Tenne  beibehält,  die  bei  der  ge- 

I)  Dis8.,  Königsberg,  1898,  Annalen  der  Physik  u.  Chemie  (Wied.  Ann,)  Bd.  49, 1893. 

S)  1.  c.  Math.  Ann.  Bd.  47. 

3)  L  c.  Acta  Math.  Bd  16  und  30. 
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wohnlichen  Beschränkung  auf  die  nächste  Nähe  der  Schattengrenze  yer- 
nachlässigt  werden  dfirfen^  fast  genan  diejenigen  Ausdrücke^  die  aus  den 
Poincar^schen,  sowie  ans  meinen  Formeln  bei  Weglassnng  des  an  der 
Schirmoberfläche  reflectirten  Lichtes ,  abo  bei  dem  oben  besprochenen 
üebergange  von  dem  absolut  reflectirenden  zu  dem  schwarzen  Körper  ent- 
steht; falls  nur  die  Wellenlänge  als  hinlänglich  klein  vorausgesetzt  wird. 
Dasselbe  wird  sich  hier  zeigen:  Wenn  wir  die  Beugung  eines  Impulses  an 
der  Halbebene  auf  Ghrund  des  Huygens'schen  Principes  berechnen,  so  finden 
wir  fast  genau  dieselben  Formeln  und  genau  dasselbe  qualitative  Verhalten 
des  gebengten  Impulses,  wie  auf  dem  früheren  Wege,  wenn  nur  die  Impuls- 
breite hinlänglich  klein  ist. 

Natürlich  ist  es  eine  historisch  ungerechtfertigte  Verallgemeinerung; 
wenn  wir  auch  bei  diesen  nicht -periodischen  Zuständen  von  dem  Huygens- 
schen  Principe  sprechen.  Wir  meinen  damit  ersichtlich  die  Kirckhoff'sche 
Farmulinmg  dieses  Principes,  welche  von  der  Periodicität  des  Zustandes 
absieht  und  auf  unsere  impulsiven  Vorgänge  ebenso  gut  wie  auf  die 
optischen  angewandt  werden  kann. 

Die  EirchhofiP'sche  Fassung  bezieht  sich  bekanntlich  auf  Vorgange 
in  einon  dreidimensionalen  Gebiet.  Auf  die  eigenthümlichen  Schwierig- 
keiten, welche  sich  der  Uebertn^ung  auf  zwei  Dimensionen  entgegenstellen, 
hat  Herr  V.  Volter ra^)  hingewiesen.  Derselbe  giebt  dem  Huygens'schen 
Principe  bei  zwei  Dimensionen  die  folgende  sehr  bequeme  Form: 


(36) 


uix,i,,t)=Jds^^fu(i,f,,t-y)y=L 


2«    _         _     


R 

Hier  bedeutet  u  irgend  eine  (gewissen  Stetigkeitsbedingungen  genügende 
und  für  /  »>  —  cx>  in  dem  betrachteten  Gebiet  sammt  ihren  ersten 
Ableitungen   hinreichend    stark   verschwindende)    Lösung    der   Gleichnng 

-.,-  —  F*(  N-j  -+-  ^  J;    das   äussere  Integral  ist   über  die  Randcurve  des 

Bweidimensionalen  (Gebietes  su  erstrecken;  R  ist  der  Abstand  des  festen 
Punktes  .r,  y  imd  des  bei  der  Integration  variabeln  Punktes  (,  ij;  das 

Zcdohen  j-  und  .     meint  die  folgende  Operation: 

1^  Aiv   d<^i  lonm,  K«miiiH>nti«  .iN^r  5\  Bd.  1,  2.  Semester  yl99%)  pag.  161  und 
Acta  Math.  M  n  y\$iH\  Art,  10  und  11. 
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und  zwar  sind  bei  der  Differentiation  nach  R  die  Variabein  S  und  rj,  bei 
den  Differentiationen  nach  |  und  17  die  GrÖBse  R  wo  sie  explicit  auftritt; 
als  constant  anzusehen;  n  ist  die  nach  dem  Innern  des  Gebietes  genom- 
mene Normale. 

Diese  Formel  ist  durchaus  strenge;  nicht  so  die  Anwendung,  die  wir 
dayon  auf  die  Berechnung  der  Beugui^serscheinui^^en  zu  machen  haben 
werden,  um  nach  jener  Formel  u  für  eine  gewisse  Zeit  t  berechnen  zu 
können,  müsste  man  nämlich  den  Werth  von  u  sowie  die  Werthe  der 
partiellen  Ableitungen  von  u  für  jede  dem  Zeitpunkte  t  —  R/V  voran- 
gehende Zeit  längs  der  Begrenzung  des  Gebietes  kennen.  Letzteres  ist  aber 
hei  den  Beugungsaufgaben  nicht  der  Fall.  Man  kann  nur  angenäherte 
Werthe  dieser  Ghrössen  angeben  (vgl.  die  folgende  Seite  als  Beispiel  hierzu), 
die  sich  nicht  theoretisch  sondern  nur  mit  Hinzuziehung  der  Erfahrung 
rechtfertigen  lassen  und  die  sicher  nicht  genau  richtig  sein  können.  Die 
Methode  lässt  sich  daher  etwa  so  schildern:  Man  setet  in  die  Formei  des 
Huygens'schen  Principes  fcUsche  Randwerthe  ein  und  findet  durch  dieses 
Prineip  richtige  Werfhe  für  das  Innere  des  Gebietes  (!),  oder  genauer  aus- 
gedrückt: Man  setzt  angenäherte  Randwerthe  ein  und  findet  eine  angenäherte 
Darstdiung  der  gesuchten  Lösung  im  Lmem  des  Gebietes. 

Würde  man  aus  der  nach  Formel  (36)  ermittelten  angenäherten  Lösung 
.  rückwärts  ihre  Werthe  auf  der  Begrenzung  des  Gebietes  ableiten,  so  würde 
man  zu  Werthen  (ti^)  kommen,  welche  keineswegs  mit  den  ursprünglich 
benatzten  Randwerthen  (uq)  übereinstimmen.  (Dies  wird  sich  in  dem  folgen- 
den Beispiel  pag.  64  in  der  That  zeigen.)  Es  bietet  sich  daher  hier  die 
interessante  Möglichkeit  dar,  diese  neuen  Randwerthe  (ti^)  in  die  Formel 
(36)  abermals  einzutragen,  dadurch  eine  neue  Function  fiir  das  Innere  des 
Gebietes  abzuleiten,  welche  zu  neuen  Randwerthen  (u,)  Anlass  geben  würde. 
Man  wird  yermuthen,  dass  man  so  durch  fortgesetzte  Wiederholung  des 
Verfiüirens  die  Lösung  fortgesetzt  verbessern  vrird,  dass  das  Verfahren 
conTergirt  und  dass  die  Grenze  j  der  die  successiven  Näherungen  Ui  zustreben, 
die  wahre  Lösung  der  betr.  Beugungsaufgabe  vorstellt.  Jedoch  stehen  der 
AnsfÜhrung  des  Verfahrens,  ja  schon  dem  Beweise  seiner  Conyergenz, 
sdieinbar  unüberwindliche  Schwierigkeiten  entgegen.  Wir  begnügen  uns  da- 
her im  Folgenden,  so  vrie  es  in  der  Optik  üblich  ist,  mit  dem  ersten  Schritte. 

Als  Gebiet  „G^  haben  wir  bei  der  Beugung  an  der  Halbebene  den- 
jenigen Theil  der  a;j^-Ebene  anzusehen,  welcher  hinter  der  Spur  des 
Beogongsschirmes  und  seiner  geradlinigen  Verlängerung  liegt.  Nehmen 
wir  der  Einfachheit  halber  an,  dass  der  ebene  Impuls  senkrecht  zum 
Schirm  einfallt  und  machen  wir,  wie  früher,  die  Einfallsrichtung  zur 
pontiTen  rr-Axe,  so  ist  die  Begrenzung  yon  G  durch  a; »» 0  und  G 
Belbflt   durch    x  <  0    gegeben.      Die    Schattengrenze    ist    die    negative 


j-Aie;   die  Integration   nach    lia   orstreckt  sich   über   die    negative    und 
positive  y-Axe  (Schirmspur  und  Verlängerung  derselben). 

Welche   Werthe    von   i*    werden   wir  nun    bei   der  Integration   längs 
der  y-Äxe  zu    Grunde    legen?     Wir  nehmen   an,   dass    sich   hinter   dem 
Schirm  ein  Schatten  ausbilden  wird, 


/i*"' 


weicher  uni  so  tiefer  ist,  je  näher 
wir  an  die  hintere  Seite  des  Schir- 
raes  herangehen.  Wir  setzen  also 
längs  der  negativen  y-ÄJEC 

tt  =  0, 
sowie 


^^B  der  Verlängerung  des  Schirmes  der 

^^  .1"  Zustand    durch    die    Anwesenheit 

des    letzteren   nicht   gestört   wird. 
Wir  setzen  aho  längs  der  positiveti  y-Axe  ii  glcick  dem  einfaMenden  ebeiuii 

""^  „  =  »,  =  /V  +  K(), 

WO  f  eine  Function  von  der  pag,  19  beschriebenen  BeBcbafFenheit  be- 
deutet. Beide  Annahmen  sind  natürlich  nicht  genau  zutreffend  und  ent- 
halten überdies  eine  Vorwegnahme  des  zu  Beweisenden, 

Wir  führen   nun   zunächst  da»  nach  s  genommene  Integral   in  Glei- 
chung (36)  aus.     Dasselbe  lautet  auf'  Grund  unserer  Annahmen 


(37)      J-Jf{%  +  Yl^,),^^L_.^-jm 
währesd  die  Integration  nach  ds  zu  ersetze 
(37-)  j'd,\   i-J'dv 


_d,_ 


wt  durch 


die  Rechtecksform,  indem  wir  8et7.en: 
/■(())  =  1,   wenn  |p|<^- 


_         I»  (37)  benutzen  wir  flir/'wiedi 
I  ft<i)-0,   wenn  |p|>|-; 

Wir  haben  nun  (ähnlich  wie  pag.  40)  drei  Fälle  zu  unterscheiden, 
je  nach  der  gegenseitigen  Lage  des  Integrationsgebietes  (p)  and  des  Ge- 
bietes, in  dem  /'  von  Null  verschieden  ist.  Beide  Gebiete  können  sich 
nusschliesscn,  Fall  a;  sie  können  sicii  timlweise  derlien,  Fall  ß;  oder  das 
erste  kann  das  zweite  voUsfändig  enütalten,  Fall  y.  Die  Bedingungen  füi 
diese  drei  Fälle  sind: 
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ß)     -|<l+F<-JJ<  +  4, 

Hier  Iconnen  wir  noch  |  =»  0  setzen ;  da  es  sich  ja  um  die  Werthe  von 
J  längs  der  y-Axe  ($  =  0)  handelt;  wir  mussten  in  (37)  nur  deshalb 
die  Abhängigkeit  des  Integrales  von  £  zum  Ausdruck  bringen^  weil  später 
nAch  {  differentiirt  werden  wird.  Bei  der  Abgrenzung  unserer  drei  Fälle 
er*),  fi)y  y)  aber  ist  dies  nicht  noÜiig,  so  dass  wir  die  Torstehenden  Un- 
gleichiingen  anch  so  schreiben  können: 

ß)     F<  +  -i>ü>F<-|, 

y)     rt-^>B. 

Im  Falle  a)  verschwindet  nun  f  för  alle  Werthe,  welche  der  Inte- 
graiionsYariabehi  q  in  (37)  beizulegen  sind;  wir  haben  daher  ersichtlich: 

(38).  J=0. 

Im  Falle  ß)  wird 

""1 

^ronms  eich  eigiebt 

Im  Falle  y)  endlich  haben  wir 


2  .  .  _.      i 


«+i'«-Y 


oder 


(38),       j- log ;.        ,    • 

Q  y  ^  T 

Sodann   sind    die   Werthe   -^^   und   -i-   zu   bilden,   wobei,   wie  aus' 


Fig.  11  ersichtlich  ist,  g- =  —  gj  ist.  Indem  wir  nach  Ausführung 
'  der   Differentiation    |  ^=  0    setzen,    unter   Jt*   also   nunmehr   die    Grösee 

JT*  -f-  (]/  — »;)'  verstehen,  erhalten  wir  in  den  drei  unterschiedenen  Fällen 
'  nach  geringen  Umformungen: 


8J 


0, 


y.+i 


y(v 


n  +  Y 


"!/(.-+ fr- «■  "'Vi^^^- 


'it  die  gesuchte  Darstellung  von 
egriren  (b.  Gl.  (35)  und  (37')): 


SchlieBslicb  erhalten  wir  die  gesuchte  Darstellung  von  ti,  indem  wir  diese 
Ausdrücke  nach  i;  integriren  (s.  Gl.  (35)  und  (37')): 


tW 


DarchfiUiriing:  der  vorangehenden  Methode  and  Vergleichang  mit  der 

firülieren. 

Bei    der   weiteren   Behandlung   des    Integrales   (40)    haben   wir   eine 

t  Reihe  verschiedener  Fälle  zu  unterscheiden  je  nach  der  Lage  des  Punktes 

xy  und  je  nach  der  GrÖBse  von  t.     Der  Punkt  x,  y   kann  entweder   im 

1  Oeltiete   des  geometrischen    Scliattcns    (x  <0,   j/  <  0)    oder    im    bestrahlten 

,  Gebiete  (i  <  0,  i/  >  0)  liegen.     Der  erste  Fall  interessirt  uns  vornehmlich 

I  und  soll  uns  zunächst  beschäftigen.     Um   den  Punkt  (j-.  y)  schlagen  wir 

i  Kreise  mit  den  Radien 

r,-n  +  -i     und     r,  =  ri-|. 

Dabei  können  je  nach  der  Grösse  von  /  drei  Fälle  eintreten:  Keiner  der 
beiden  Kreise  schneidet  die  positive  y-Axe,  beide  schneiden  dieseßie,  nur  der 
grössere  schneidet  sie.  Diese  drei  i'älle  entsprechen  genau  den  drei  pag.  40 
gemachten  FaUunterscheidungen.    Bezeichnen  wir  lulmlich  wie  früher  mit 
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r  den  Abstand  des  Punktes  xy  vom  Schirmrande,  r  =  Yx*  +  y*,  so  sind 
unsere  drei  Falle  durch  die  Ungleichungen  charakterisirt: 


oder 


r>rt-^-^, 


r> 


r<Vt  — 


1)  r>r, 

2)  r<rt 

3)  r,  <  r  <  r,      „        .  .       , 
Sie  werden  durch  die  folgenden  Figuren  erläutert: 


2 


2 


F<  — i-<»-<F<  +  4- 


•w 


x»U 


Fall  1. 


^/y^ 


FaU  % 


FaU  3. 


l)^Im  ersten  FaU^ist,  wie  man  sieht;  längs  des  ganzen  Integrations- 
gebietes   "R^T  und  also  auch 

JJ>F<  +  4. 

Hier  liegt  also  der  früher  mit  a)  bezeichnete  Fall  Yor.     Bei  der  Aus- 
rechnung des  Integrales  (40)  haben  wir  daher  filr   ^ r-^  den  in  (39)« 
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angegebenen  Werth   Null   einzusetzen.     Somit   folgt    in   dieaem  ostoi 

FaUe 

(41X  u  =  0, 

in  UeberemBtimmung  mit  Gleichung  (28)^. 

3)  Gehen  wir  zunächst  zum  dritten  Fälle  über,  wo  der  Kreis  r^  die 
positive  y-Axe  schneidet,  der  Kreis  r,  aber  nicht.  Der  Schnittpunkt 
5|  habe  die  Coordinate  y  ^=  %.  Alle  Punkte  der  y-Axe,  deren  Coordi- 
nate  ti  <ri^  ist,  haben  vom  Punkte  xy  einen  Abstand  R,  welcher  >r,, 
aber  <  r^  ist.     Für  diese  Punkte  gilt  also  die  Ungleichung 

In  allen  Punkten  der  y-Axe  dagegen,  deren  Coordinate  i^  >  i^i  ist,  wird 
auch  R>  r^  oder 

Die  erste  Ungleichung  entspricht  dem  früheren  Falle  /)),  die  letztere  dem 
Falle  a).     Das  Integral  (40)  zerlegt  sich  so  in  die  zwei  Integrale: 


CO  ll|  00 


von  denen  das  zweite  wegen  (39)«  verschwindet.  Das  erste  lautet  nach  (39),^: 


W««  +  (y-„)' 


V«i*-(y-'?)'         J* +(»-1)  V«H»-(»-ii)' 

Hier  haben  wir  zur  Abkütznng  gesetzt: 


(42)  a,^y(Vt  +  ^)*-u^^V^-^^f,,-y, 

SO  dass  a^  (vgl.  Fig.  12,  Fall  3)  den  Abstand  8S^  des  Schnittpunktes  S^ 
vom  Fusspunkte  S  des  von  xy  auf  die  y-Axe  gefällten  Lotes  bedeutet 
Die  Lange  dieses  Lotes  ist,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  gleich  der  x- 
Goordinate  des  Punktes  xy  und  kann  füglich  mit  \x\  bezeichnet  werden. 
Führen  wir  die  Int^p:titionsyariable  ip  ein,  indem  wir  setzen: 


(43)  sin^-^,       sin«, -^  -  J^ 

80  geht  das  vorige  Integral  über  in^): 


1)  Wir  benutzen  hier  und  im  Folgenden  die  Integ^tionaformel: 


/: 


dw  1 

^  —         arc 


Ä*coa*fp  +  -B«Bin«9       AB 
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2 


«1  «I 

Somit  ergiebt  sich  nach  Ol.  (40): 

(*l)s  w=  2^«  l'^~'^  +  *^^*8(S■*8al))• 

Diesen  Ausdruck  wollen  wir^  unter  Yemachlassigung  kleiner  Grössen, 
etwas  yereinfachen  und  damit  zugleich  dem  früher  in  (28),  abgeleiteten 
Ansdrack  naher  bringen.  Wir  unterscheiden  zu  dem  Zweck  die  beiden 
Möglichkeiten,  dass  der  Punkt  (xy)  in  einiger  Entfernung  von  der  Schatten- 
grenze, oder  ihr  sehr  nahe  liegt.  Im  ersten  Fall  ist  nahezu  -^  »=  —  1 
(demi  y  und  a^  unterscheiden  sich  nur  um  die  kleine  Grösse  rj^,  die  dann 
klein  gegen  o^  ist),  im  zweiten  Falle  haben  wir  angenähert  —  =  —  1 
(demi  i^  und  r^*  unterscheiden  sich  um  die  Grösse  o^^,  die  im  zweiten 
Falle  klein  gegen  r^*  ist).  Im  ersten  Falle  wird  daher  nahezu:  a^^^  -^ 
ond  u«»0;  im  zweiten  Falle  dürfen  wir  setzen: 

*^*8(5*8^)  =  arctg(—  tgoi)  =  —  a^ 
and  daher 

Die  letzte  Formel  kann  übrigens  gleichzeitig  auch  im  ersten  Falle,  d.  h. 
in  einiger  Entfernung  von  der  Schattengrenze  benutzt  werden,  da  sie  als- 
dann ebenfEtUs  einen  yerschwindenden  Werth  fdr  u  liefert. 

Aus  der  letzten  Formel  lesen  wir  bereits  die  uns  von  früher  her 
bekannten  Eigenschaften  unseres  „Gylinderimpulses'^  ab:   auf  der  Schatten- 

greiue  wird  nämlich  y  und  a^  gleich  Null  und  daher  nach  (41'),   u  =  -^-^ 

von  diesem  Werihe  (ms  nimmt  u  schnell  ab,  um  in  einiger  Entfernung  von 
der  Sehattengrenee  merklich  zu  verschwinden. 

Wir  können  aber  auch  durch  Zulassung  weiterer  geringfügiger  Ver- 
nachlässigungen unsere  jetzige  Darstellung  des  Gylinderimpulses  direct  in 
die  frühere  überführen.    Nach  (42)  und  (43)  ist  nämlich 

o,  =  arc  tg    ,    ^         =  arc  tg  1/  — = :  = 


L    l/f  —  \x\      r+  \x\ 

arc  tg  1/ ^'   ' 

^  r     r^  —  r       r,  -f  *■ 


Der  zweite  Factor  unter  dem  Wurzelzeichen  kann  aber  gleich  1  gesetzt 
werden,  wenn  der  Punkt  {x,  y)  der  Schattengrenze  hinreichend  nahe  liegt; 
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denn   alsdann   ist  |:r|  nahezu  gleich  r^,   ausserdem    unterscheidet  sich  r 
Yon  r^  um  weniger  als  A.     Somit  schreiben  wir 


ai  =  arctg  y  ^^^^TT 
und  dementsprechend 


f-a,  =  arctg}/^^. 
Gleichung  (41^3  geht  dann  über  in 

(41").  „  =  ±arcl«|/^, 


eine  Gleichung,  welche  in  grösserer  Entfernung  yon  der  Schattengrenze 
einen  merklich  verschwindenden  Werth  von  u  liefert  und  daher  auch  f&r 
solche  Punkte  gültig  bleibt. 

Das  ist  aber  genau  die  frühere  Gleichung  (28)3  ^  wenn  wir  nur  noch 

l 
für  r^  seinen  Werth  rj  =  ^^,+ y  eintragen  und  \x\  durch  den  Beugungs- 
winkel ^  ausdrücken,   (|a;|  =  r  cos^). 

Wir  erkennen  also:   Atu^  im  FäUe  (3),  wo   Vt  '\'  ^^  ^>  ^^  —  Y 

ist,  liefert  die  Methode  des  Huygens'schen  Principes  fast  genau  diesdben 
Werthe  van  u  wie  unsere  frühere  Methode,  wenn  wir,  was  hei  den  soAen 
genMchten  Vernachlässigwngen  durchweg  geschehen  ist,  k  als  eine  sehr  Jdäne 
Grösse  behanddn. 

Wir  wollen  bei  dieser  Gelegenheit  die  Richtigkeit  einer  bereits 
pag.  57  gemachten  Bemerkung  nachweisen:  dass  nämlich  die  Losung  des 
Huygens'schen  Principes  gewissermassen  mit  sich  selbst  in  Widerspruch 
steht,  insofern  als  die  aus  dieser  Lösung  folgenden  Randwerthe  von  u 
auf  der  Rückseite  des  Schirmes  keineswegs  genau  mit  denjenigen  Rand- 
werthen  übereinstimmen,  die  bei  der  Litegration  benutzt  wurden.  Wir 
setzten  nämlich  ursprünglich  (bei  der  Berechnung  des  Integrales  (36))  auf 
der  Rückseite  des  Schirmes  u  =  0  voraus.  Aus  Gleichung  (41)3  ergieht 
sich  di^egen  für  die  Punkte  des  Schirmes,  d.  h.  für  o;  »>  0: 


**  =  ^(y  — ^)   ^'  ^  **  +  ^- 


So  gut  also  auch  die  Uebereinstimmung  unserer  jetzigen  und  unserer 
früheren  Lösung  sein  mag,  so  können  wir  doch  imsere  jetzige  Methode 
nicht  als  logisch  völlig  befriedigend  ansehen. 

2)  Wir  haben  noch  die  Betrachtung  des  Falles  2)  nachzuholen,  in 
dem  sowohl  der  Bü*eis  r^,  wie  der  Kreis  r^  die  positive  y-Axe  schneidet; 
die  Schnittpunkte  seien  S^  und  S^,  ihre  Goordinaten  17^  und  ij^*  ^  ^^^ 
Punkten  zwischen  0  und  S^  (s.  Fig.  12)  ist  B<,r^,  zwischen  S^  und  S^ 
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dag^en  r^<,  R  <,r^,  jenseits  von  S^  wird  2?>ri.  Bei  der  Integration 
von  0  bis  S^  liegt  also  der  Fall  /J),  von  S^  bis  5^  der  Fall  y),  von  5^ 
bis  oo  der  Fall  a)  vor.  Das  Integral  in  Gleichung  (40)  zerlegt  sich  so 
in  drei  Bestandtheile: 


(45) 


Jdfi  =Jdri  +Jdri  +J  M^ 

0  0  ih  1^1 


Ton  denen  der  letzte  verschwindet 
Der  erste  lautet  nach  (39)^: 


(46) 


/du r 1 dij 
l/a,'-(y-.,)«         '  Y  a;'  +  (i, - ,)»  y«^ .^ H^ 

y«,'  -  (y"-^*  "^  ''* y  *•  +  (y - 1)*  yv-(y-i)* 


hier  ist  a^  durch  (42)  erklärt,  während  Oj  in  analoger  Weise  bedeutet: 


(420 

Substituiren  wir  ähnlich  wie  in  (43) 

nnd  setzen  wir  zur  Abkürzung 


sin^g 


(430 


sincK^  = 


\y 

— ,       sin  «o  =  -^  , 


sma  = 


a. 


90  gehen  die  Integrale  (46)  über  in: 


(460 


a  a 

J  ^  J   a;*  C08*  9i  -f  ^1  *  sin*  y^ 


«i 


2 


Y 


-/^^+^.»/,.^.,/.r,..,..,- 


In  derselben  Weise  behandeln  wir  den  zweiten  Bestandtheil  auf  der 
rechten  Seite  von  (45).     Derselbe  lautet  nach  (39)^: 


(47) 


^        ^v  _ «.  ^  / K. <in 

J  Va,'-(y-tj)'         '  J  'c'+(y-.j)'ya,»-(y-n)» 


und  geht  durch  die  soeben  benutzten  Substitutionen  in 

Ztittrhilft  f.  MatiMnurtUk  n.  Phyiik.  46.  Band.  IMl.  1.  a.  %.  Heft. 
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n  n 


^      ^  J  J   x'cos'qpj  +ri*8in*9>j 

a  a 

über.     Addiren  wir  also  (46^)  und  (47'),  so  erhalten  wir 

n  ft  n  n 

TT«  T 

J     ^^      J     ^*  ^  J  X*  C08*qpi  +  r^*  sin'qp,    '     *  ^  x*  coa'qp,  +  r,*  sin'g», 

Darauf  führen  wir  die  Integration  nach  der  Anm.  von  pag.  62  aus  und 
bekommen  f&r  u  den  folgenden  Werth: 

(41),        u  =  -^{«2—  «1  —  arctg(-J  tgo,)  +  arctg('J  tgo^))- 

Wir  haben  noch  zu  untersuchen;  wie  weit  dieser  Werth  mit  dem  im 
Falle  2  abgeleiteten  Mheren  Werthe  (28),  übereinstimmt. 

Bemerken  wir  zunächst,  dass  dieser  Ausdruck  ebenso  wie  (28),  von 
der  Gbössenordnung  A  ist;  es  unterscheiden  sich  nämlich  cc^  und  er,  einer- 
seits, r^  und  r,  andrerseits  nur  um  Glieder,  welche  A  zum  Factor  haben. 
In  der  That  ist  r^  =  r,  -f-  A  und  (nach  GL  (42'),  (43'))  bei  Fortlassung 
der  Glieder  mit  A*  etc.: 

Entwickeln  wir  also  (41),  nach  Potenzen  Yon  A,  so  wird  die  Entwickelung 
mit  der  Potenz  A  beginnen.  Sie  lautet  nämlich,  wie  man  nach  einiger 
Rechnung  findet: 


^      ^*  ^^  2n  yytjrZTirt  Vt  —  \x\  "^ 


Dies  ist  zwar  nicht  genau  der  frühere  Ausdruck  (28),,  auch  nicht  bis  auf 

die  höheren  Potenzen  von  A.     Trotzdem  liefert  er  in  allen  wesentlichen 

Zügen  dasselbe  Bild  von  der  zeitlichen  und  nLumlichen  Vertheilung  unseres 

„Residuums^',  wie  der  frühere:  auf  der  Schattengrenze  (y^=0)  yerschwindet 

X 
das  Residuum  dauernd;   es   fUllt   das   Innere   des  Ereises    r  «=  Vt  —  -^ 

muldenförmig  aus,  indem  es  von  der  Schattengrenze  nach  dem  Rande 
desselben  sanft  ansteigt;  es  wird  überall  NuU  ffir  ^  =»  oo  und  ist  durch- 
weg um  so  schwächer,  je  kleiner  die  Impulsbreite  A  ist. 

Zusammenfassend  werden  wir  also  si^en  können,  dass  das  JBuygens'- 
i^he  Princip  auch  im  Falle  2  und  überhaupt  im  ganzen  Gdnet  des  geo- 
fndrischefh  Schattens  die  Betigung  unseres  ebenen  Impulses  mit  befriedigender 
Annäherung  wictlergieht. 


Von  A.  Sommerfeld. 


67 


Was  das  bestrahlte  Gebiet  (x<Oy  y>0)   betrifft,  so  mögen  einige 
Andeutungen  genügen.     Um  den  Punkt  {Xy  y)  schilpen  wir  wieder  die 

beiden  Kreise  r^=sVt  -{-  y  ^^^  r^  =  Vt  —  y  Je  nachdem  diese  die 
positiye  y-Axe  nicht  schneiden  oder  schneiden,  je  nachdem  sie  in  einem 
oder  in  zwei  Punkten  schneiden,  erhalten  wir  die  folgenden  Ö  Unterfalle: 

Fig.  IS. 

V 


2^ 


FaU  1 


FaU  2. 


«>rSi — 


-^.y 


Fall  8. 


FaU  4. 


FaU  6. 


6* 


iDer  Fall  1  ist  charakterisirt  durch  r,  <  |.r|.  Dabei  ergiebt  sich  leicht 
(v  ^  0,  eine  Gleichung,  welche  sieh  folgendemiassen  in  Worte  lassen  lässt: 

Solange  Ti  -|-  y  <  |x[  kl,  ist  weder  der  dirertr  noch  der  gehnujk 
\lmpids  ins  euvi  ftmldc  Qry)  kinr/clangt.  — 

Im  Falle  2  haben  wir  r^  <  \x\  <  r[  <  r.  Sind  S,  und  S^  die  beideB 
B< Schnittpunkte  von  r,  mit  der  positiven  y-Axe,  ^^  und  ijj  ihre  Coordi- 
m,  80  gilt  zwischen  S,  und  S,  ereichtlicb  r^<c  K  <r,  (Fall  ß)),  jen- 
{seits  Ton  Sj  und  6',  aber  li  >  r,  (Fall  cc)).     k  iat  dann  durch  die  Formel 


JVa*-(i,-ny  JV" 


»in 


_(j,_^)tfl:'  +  (t(-i])' 


Hier    ist    die    Abkürzung    benutzt:     «  =  ]/rj*  —  a^,    deren    Bedeutung 
(iS^iS-f-  SS,)    aus    Fig.  13    ersichtlich    ist.     Verfährt  man   bei    der  Inte- 
gration ähnlich  wie  früher,  so  erhält  man  einfach: 
2aH^2n     d.h.     «  =  1. 
Für  das  Zeitintervall    |.ij  —  —  <  F/^  <  | z |  -f-  -,-    ist  also   im    Punkte 
Hx,  y)  des  bestrahlten  Gdtietes  die  Erregung  constant  gleidi  1. 

Wir  haben  hier  offenbar  den  eit^allenden  Imptds  vor  uns,  dessen 
I  Grösse  bei  Zugrundelegung  der  Rechtecks  form  iu  der  That  gleich  1  ist.  — 
Im  Falle  3  ist  \t\  <  fj  <  »",  <  r.  Heissen  die  Schnittpimkte  iinaerer 
L  beiden  Kreise  der  Reibe  nach  6\,  Nj,  Sj,  S,,  und  die  zugehörigen  Coordi- 
I  Baten  7/j,  »jj,  »j,,  ij^,  so  gilt  zwischen  0  und  Sj,  sowie  zwiacben  S^  und  oo: 
lB>r,  (Fall«),  zwischen  S,  und  S^  sowie  zwischen  S^  und  S^:  r^<.lt<:ir^ 
)  (Fall  y),  zwischen  S^  und  S^  endlich;  li  <  r^  (Fall  (3).  Die  Ausführung 
L  der  Integration  liefert  dann  genau  den  Wertb  0,  wie  liier  nicht  näher 
I  ausgefahrt  werden  soll. 

In  diesem  Folie  ist  der  directe  Jmpub  über  den  Panict  (x,y)   bereits 

y  hinweggegangen,  währerul  der  gebetigle  Impuh  ihn  noch  nicht  erreicht  hat. 

Der   Fall  4    greift  Platz,    wenn   (  ao  weit    gewachsen    ist,    dasB    der 

f  Ereia  r,  über  den  Punkt  0  hinöb ergreift,  der  Fall  5,  wenn  dasselbe  vom 

'  Kreise   r^    gilt.     Die  Verhältnisse    liegen   dann   ebenso    wie   bei    der  Be- 

'   tracbtung  des   Scbattengebietes   im   Falle  3  und  2.     In  unserem  jetzigen 

Falle  4  haben  wir  im  Punkte  (x,  g)  die  dem  Cjlinderinipuls  entsprechende 

Erregung,  im  Falle  5  das  Residuum  des  letzteren.    Auf  die  form elmäsa ige 

Darstellung  tlieser  Erregungen  verzichten  wir,  da  sie  ebenso  lautet,   wie 

bei  der  Behandlung  des  Schatteugebietes. 

Jedenfalls  können    wir  sagen,   dnss  atielt   im    hestrahlten   Gebiete,  der 
^usiaiul  durch  die  MetliodH  des  Huygens'schen  Frincipes  richtig, 
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den  ersten  drei  Fallen  genau,  in  den  Uteten  beiden  angenähert  richtig  wieder- 
gegeben wird. 

Hiemach  konnte  man  die  Frage  aufwerfen-,  ob  unser  früheres  Ver- 
fahren überflüssig  war  und  ob  wir  uns  nicht  besser  yon  yomherein  der 
fiblichen  Methode  des  Huygen'schen  Principes  angeschlossen  hätten.  Wir 
müssen  hierauf  mit  Nein  antworten. 

Denn  ersüich  tragt  unser  jetziges  Verfahren  von  yomherein  nicht  die 
Gewähr  für  die  Richtigkeit  seiner  Resultate  in  sich.  In  der  That  sind, 
wie  wir  oben  sahen,  die  Randwerthe,  die  wir  in  die  Formel  des  Huygens'- 
schen  Principes  einsetzten,  keinesfalls  genau  richtig.  Die  Annahme,  dass 
sie  angenähert  richtig  sind,  bedeutet  eine  Vorwegnahme  des  zu  Beweisen- 
den, welche  in  unserem  FaUe  noch  unbefriedigender  ist,  wie  in  der 
gewöhnlichen  Optik,  wo  die  gemeine  ErfeJirung  yon  der  nahezu  yoll- 
standigen  Schattenbildung  hinter  einem  undurchsichtigen  Objecte  zeugt, 
während  uns  bei  der  Beugung  der  Impulse  die  optische  Erfahrung  im 
Stiche  lässt  und  die  akustische  nicht  sehr  überzeugend  ist. 

Zweitens  ist  die  jetzige  Methode  nur  bei  hinreichend  kleiner  Impuls- 
lange A  anwendbar,  weil  nur  in  diesem  Falle  die  benutzten  Randwerthe 
als  angenähert  richtig  gelten  können.  Bei  grösseren  Werthen  yon  X  kann 
ron  einer   absoluten  Schattenbildung,   wie   sie   bei   Zugrundelegung   der 

Randwerthe  ^  "^^  äj  =  ^  =  ^  yorausgesetzt  wird,  nicht  die  Rede  sein. 
Dagegen  war  unsere  frühere  Methode  yon  der  Kleinheit  yon  A  unabhängig. 

Drittens  aber  zeigt  ein  Blick  auf  die  Rechnungen  dieses  und  der 
früheren  Paragraphen,  dass  unsere  frühere  Methode  in  ihrer  Durchführung 
und  ihren  Resultaten  wesentlich  einfacher  ist,  wie  die  jetzige.  In  der 
That  haben  wir  früher  die  mühseligen  Integrationen  tmd  Fallunter- 
scheidungen  nicht  nöthig  gehabt,  welche  das  Huygens'sche  Princip  mit 
sich  bringt.  Man  kann  hier  die  häufig  zutreffende  Bemerkung  machen, 
dass  bei  einem  hinreichend  einfach  formulirten  Problem  die  exakte  Lösimg 
schUesslich  übersichtlicher  und  eleganter  wird,  wie  eine  angenäherte. 

Dagegen  bleibt  der  Methode  des  Huygens'schen  Principes  ein  grosser 
Voßug,  der  sie  in  der  Optik  für  alle  Zeiten  unentbehrlich  machen  wird, 
der  der  grössten  VeraUgemeinerungsfähigkeiL  Unter  diesem  Gesichtspunkte 
wird  sie  uns  im  nächsten  Paragraphen  wesentliche  Dienste  leisten. 

§  11. 

Bm  Problem  des  Spaltes.    Behandlung  desselben  nach  der  Methode  der 
yerzweigten  Lösungen  nnd  nach  der  des  Huygens'schen  Principes. 

Wie  sdion  am  Ende  yon  §  8  bemerkt,  ist  die  Berechnung  der 
Impulsbreite   aus   den   yon   einer   Halbebene   heryorgerufenen  Beugungs- 
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erseheinungen  sehr  unsicher.    Günsidger  liegt  die  Sache  bei   dem  Spalt, 
an  dem  auch  die  Beobachtung  leichter  ond  sicherer  sein  dürfte. 

Thatsächlich  beziehen  sich  die  zur  Zeit  yorliegenden  einzigen  ein- 
wandfreien Beogiingsbeobachtungen  auf  den  Spalt  Wir  wollen  daher 
▼ersuchen,  die  zu  ihrer  Deutung  erforderliche  Theorie  zu  entwickeln. 

Was  die  entsprechenden  optischen  Phänomene  betrifft ,  so  habe  ich 
bereits  am  Ende  einer  früher  citirten  Arbeit^)  angedeutet,  in  welcher 
Weise  ich  mir  ihre  exakte  Behandlung  denke.  Statt  der  zweiblättrigen  Bie- 
raann*schen  Fläche  mit  einem  Yerzweigungspunkte  im  Endlichen  müsste  man 
▼on  einer  zweiblättrigen  Fläche  ausgehen,  welche  zwei  Yerzweigungspunkte 
besitzt  Diese  würden  den  Durchstossungspunkten  der  Ränder  des  Spaltes 
mit  ihrer  gemeinsamen  Normalebene  entsprechen.  Der  Zusammenhang 
dieser  Fläche  lässt  sich  am  einfachsten  so  beschreiben,  dass  man  sagt: 
Man  lege  Mwei  schlichte  Ebenen  übereinander,  markire  in  ihnen  die  SdmiU' 
imnkte  mit  den  Spälträndem,  sotcie  die  Spuren  der  SpaUd^enen.  Längs  der 
Ictjtteren  schneide  man  die  beiden  Ebenen  auf  und  hefte  die  SchmtSimm 
mrhsdwvise  aneinander.  In  der  Optik  würde  es  sich  nun  darum  handeln, 
t^ino  Lösung  der  Differentialgleichung  Au  -{-  T^u  =  0  zu  construiren, 
wolcho  auf  dieser  Riemann'schen  Fläche  eindeutig  und  stetig  ist  und 
)(t^wiM(\u  anderen  Bedingungen  genügt,  welche  sie  als  Darstellung  einer 
fortsohrtnteuden  ebenen  Welle  charakterisiren.  Für  sich  genommen  würde 
diiHie  Lösung  die  Beugung  einer  ebenen  Welle  an  einem  Spalt  in  einer  abscM 
^hwunm  Obrrfi&the  liefern,  wahrend  man  nach  dem  Spiegelungsprincip 
dur\*«h  Uebereinanderlagerung  aweier  solcher  Losungen  das  befriedigender 
dettuirie  IVUileiu  dt\r  Beugung  an  einem  Spalt  in  einer  absohU  reflectirm- 
(Im  Klnuie  behandeln  könnte« 

l>aei«ieU>e  gilt  Ttui  der  Beugung  eines  ebenen  Impulses.    Euer  hat  man 
gUvu>hfyi«i  von  der  soeben  definirten  Riemann*schen  Fliehe  auszugehen, 

auf  ihr  ^iut*  Lösung  der  Differentialgleichung  ^  =  F*Aii  zn  constmiren, 

wvloh<^  *ioh  auf  der  FlÄohe  eindeutig  und  stelig  Terhüt,  welche  für  einen 
Whebi|S  g^w&hU^  Aufa]t\g;»i\ntp\uikt  #  «*  —  T  und  f&r  r  <  JR  im  unteren 
HUll^  xt'^^^oh^NU^lt't^  im  oKH^'U  gleich  dem  unTenweigtoi  Impuls  u^  wird 
mu)  wvh  üKulu'h  in  der  gnvM«!«  Kntiemung  r  =«  Ä  toh  dem  Coordinaten- 
aKftoj^^c^muKlv  ftlv  j^hW  Zoil  «wische«  T  und  -j-T  TNrhiU,  (nämlich  im 
H«VNhf4\  HUll^  xvi^^h vf  uhU^^  uu  oIhmtvä  gleich  %  wirdX  Eine  aokhe  Func- 
lK>ifc  >iiiÄnW  \UnKl  \W  HiHi^^uijj  eitie^ii  eben^*.  Impubi»  an  euma  ^lalt  mit 
lS^NB^>ki>K^M«  5^^K\rwv\W^i(^^^Wn  lu  tensi;  *je  Baa?!  sich  andi  dam  boiutzen, 
u«^  au*  \Kr  vi\e  l  Cv»ux^  >W  \  Ml  v^^  eiusi^^i:^  dedatrten  FV>ble»s  der  Beugung  an 
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Leider  ist  es  mir  aber  trotz  wiederholter  Bemühungen  nicht  gelungen^ 
eine  solche  Function  u  au&ustellen^  d.  h.  die  Integration  der  Differential- 
gleichung Ati4-**w  =  0  (Optik)  bez.  ^=  V^Au  (Röntgenstrahlung) 

auf  der  genannten  Biemann'schen  Fläche  zu  leisten.  ^)  Es  ist  kein  Zweifel, 
dass  die  Eenntniss  einer  sol- 
chen Function  die  Behandlung  y, 
der  betr.  Beugungserschei- 
nungen nicht  nur  exakter 
sondern  auch  übersichtlicher 
und  einfacher  gestalten  würde^ 
wie  die  Methode  des  Huygens'- 
sehen  Pnncipes.  Auf  letztere 
sehen  wir  uns  nun  doch  an- 
gewiesen. Wir  werden  sie 
bei  hinreichend  kleinem  X 
ohne  Bedenken  anwenden^  da 
wir  bei  dem  Probleme  der 
Halbebene  die  ziemlich  weit- 
gehende     Uebereinstinmiung 

ihrer  Resultate  mit  unserer  exakten  Losung  nachgewiesen  haben.  Dabei 
werden  wir  auch  von  letzterer  Nutzen  ziehen,  indem  wir  sie  mit  der 
Lösung  des  Huygens'schen  Principes  combiniren. 

Die  Einfallsrichtung  des  ebenen  Impulses  sei  wie  früher  die  positive 
x-AxBy  sie  möge  durch  die  Mitte  des  Spaltes  gehn  und  senkrecht  zu  den 
den  Spalt  formirenden  Ebenen  sein.  Die  Breite  des  Spaltes  sei  x.  Das 
Randintegral  /ds^  durch  welches  wir  u  hinter  dem  Schirme  (für  x<0) 
darstellen,  erstreckt  sich  zunächst  auf  die  ganze  y-Axe.  Da  wir  aber  bei 
der  Anwendung  des  Huygens'schen  Principes   hinter   den   Schirmwänden 

II  =  -gr  =  ^  ^  0  nehmen,  so  fallen  die  Integrationen  von  —  oo -|- 

und  von  -f"  o  •  *  *  +  oo  heraus  und  wir  erhalten  die  zu  Gleichung  (40) 
analoge  Darstellung. 

1)  Auch  in  der  Fotentialtheorie,  wo  die  verzweigten  Lösungen  bei  der  Behand- 
lung gewisser  Randwerthaufgaben  eine  ähnliche  Rolle  spielen  wie  in  der  Optik,  habe 
ich  das  Problem  des  Spaltes  nicht  lösen  können.  Vgl.  meine  Arbeit  „Ueber  ver- 
zweigte Potentiale*^  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society,  Vol.  28  (1896), 
1 5.  Die  Bemerkungen  über  den  Spalt  habe  ich  1.  c.  vol.  39  pag.  161  abgeändert. 
Aber  auch  in  der  abgeänderten  Fassung  ist  die  Lösung  nicht  richtig.  Sie  giebt  nicht  die 
^reen'sche  Function  des  Spaltes,  sondern  die  der  Ereisscheibe,  welche  bekanntlich  durch 
lüTenion  aus  der  Green'schen  Function  fCir  die  Halbebene  abgeleitet  werden  kann  und 
die  Ton  Hn.  E.  W.  Hobson  nach  der  Methode  der  verzweigten  Lösungen  direct  behandelt 
worden  ist.  Vgl.  Trans.  Cambridge  Phil.  Soc.  Bd.  18  (Stokes-Jubiläums-Band),  pag.  277. 
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1 


P&bei  sind  filr  -. 5-- ,  je  nach  der  Lage  des  Punktes  x,  y  und  je  nach 

der  Zeit  (,   genau  die  früheren  Werthe  (39)„,  (39)^,  (39)^   einzutragen. 

IWir  können  uns   aber  die  Äusföhrung  der   Integration  sparen.     Be- 
merken wir  nämlich,  dass 


J  ■*'  ~J ''''  ~  /  "*'  ■ 


l 


Die  rechts  stehenden  Integrale  haben  wir  im  vorigen  Paragraphen  be- 
rechnet, mit  dem  unwesentlichen  Unterschiede,  dass  dort  die  untere  Öreiize 
nicht  +  -g-,  sondern  0  hiess.  Wir  fanden,  dass  sie  in  allen  wesentlichen 
Stocken  mit  unserer  zweiwerthigen  Lösung  2nu  übereinstimmten.  Indem 
wir  sie  direct  dieser  Lösung  gleichsetKen,  vereinfachen  wir  die  Rechnungen 
nnd  corrigiren  wenigstens  theilweiae  die  dem  Huygens'schen  Princip  an- 
haftenden Ungenauigkeiten,     Wir  wollen  schreibeu: 


/■ 


=  231«',      I    ■  ■  drj 


lÄlsdann  bedeutet  u'  die  Function  des  verzweigten  Impulses  für  eine 
Riemann'eche  Fläche,  welche  im  Funkte  .c.  =0,  y  =  -^  —  und  nur  in 
diesem  einen  Verzweigungspunkt  hat,  oder  auch  den  Zustand,  welchen  ein 
schwarzer  Schirm,  dessen  Spur  mit  dem  Stücke  der  y-Äxe  von  —  00  bis 
—  Y  zusammenfällt,  bei  auffallendem  ebenen  Impuls  hervorruft.  In  der 
gleichen  Weise  bezieht  sich  u"  auf  eine  Hiemann'sche  Fläche  mit  dem 
Verzweigungs punkte  j;  =  0,  y  =  -\-  -^  bez.  auf  einen  schwarzen  Schirm, 
de» 

W. 
obi 


sen  Spur  von  y==  —  00  bisy^-l--^  reicht. 

Ans  (48)  folgt  somit  einfach: 
I  (49)  u{x,y,t)^H-u\  I 

Dies  wäre  die  Lösnng  des  Spaltproblems  nach  dem  (in  der  angegebenen 
I  Weise  corrigirten)  Huygeus'schen  Princip.  Vei^leichcn  wir  sie  mit  der 
l  oben  postulirten  streiken  Lösungl   Dass  beide  nicht  genau  Übereinstimmen 


i 
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können,  ist  klar,  denn  die  lutbekamite  strenge  Lösung  sollte  eine  ewei- 
«erihige  Function  von  x  und  y  sein,  da  sie  ja  auf  einer  zweiblättrigen 
Hiemanu'Bchen  Fläche  eindeutig  sein  sollte     Die  Torstehende  Lösang  da- 


ptgen  ist  eine  vierwerlhige  Function  von  x  ntid  >/,  fla  sii 
Tenchieden  verzweigten  zweiwerthigen  Functionen   i 
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setzt.  Sie  gehört  zu  einer  vierblättrigen  Riemann'schen  Fläche  ^  welche 
etwa  in  folgender  Weise  erzeugt  werden  kann.  Man  lege  zunächst  vier 
schlicht  verlaufende  Ebenen  (1^  2,  3,  4)  übereinander  und  markire  in  ihnen 
sämmtlich  die  Durchstossungspunkte  der  beiden  Spaltränder  sowie  die 
Spuren  der  beiden  Spaltebenen.  Dann  schneide  man  alle  yier  Blätter 
längs  der  Spuren  der  beiden  Spaltebenen  auf.  An  der  einen  dieser  Spuren 
verbinde  man  die  Blätter  1  und  2,  3  und  4,  an  der  anderen  die  Blätter 
1  und  3,  2  und  4  wechselweise  mit  einander.  Dadurch  sind  alle  vier 
Blätter  zu  einer  einheitlichen  vierblättrigen  Fläche  verkoppelt. 

Das  Resultat  dieses  Processes  wird  durch  Fig.  15  b  schematisch  dar- 
gestellt, während  Fig.  loa  in  derselben  Weise  die  zweiblättrige  Riemann'sche 
Fläche  veranschaulicht,  von  der  vorhin  die  Rede  war. 

Der  charakteristische  Unterschied  zwischen  beiden  Flächen  besteht 
darin,  dass  auf  der  zweiblättrigen  Fläche  ein,  auf  der  vierblättrigen  erst 
zwei  Umläufe  um  beide  Yerzweigungspunkte  zum  Ausgangspunkte  zurück- 
fahren. Wichtiger  als  dieser  Unterschied  in  dem  Zusammenhange  der 
Flächen  ist  der  folgende  Unterschied  in  der  W&iheveriheüung  der  ur- 
sprünglich postulirten  und  der  jetzt  gefundenen  Lösung.  Wir  suchten 
ursprünglich  eine  Lösung,  welche  auf  dem  einen  Blatte  der  Fläche  loa 
im  Anfangszustande  für  f  »»  —  T  gleich  u^y  auf  dem  anderen  gleich  Null 
wird.  Dagegen  fanden  wir  durch  das  Huygens'sche  Princip  eine  Lösrmg; 
welche  dem  folgenden  Anfangszustande  entspricht:  Es  wird  u  und  n'  für 
^  <  —  T  je  in  zweien  der  vier  Blätter  von  15b  gleich  fi^,  in  zweien 
gleich  Null;  dementsprechend  wird  u  =  u — u"  in  einem  Blatte  gleich 
ti^,  in  einem  anderen  gleich  —  (<07  ^  ^^^  beiden  übrigen  gleich  Null; 
(vgl.  Fig.  15b,  wo  die  Anfangswerthe  von  ii',  u"  und  u  eingetragen  sind). 
Wir  suchten  also  eine  Lösung,  die  einem  einfallenden  Impulse  entspricht; 
wir  fanden  eine  solche,  die  aus  der  Combination  etceietj  (natürlich  in  yer- 
schiedenen  Blättern)  einfallender  Impulse,  eines  positiven  und  eines  n^- 
tiven,  hervorgeht 

Nun  könnten  wir  ja,  wenn  wir  von  dem  Problem  des  Spaltes  mit  absolut 
reflectirenden  Oberflächen  absehen  und  lediglich  an  den  Spalt  mit  ge- 
schwärzten Schirmwänden  denken,  ebenso  gut  auf  der  vierblättrigen  Fläche 
15  b  operiren,  wie  auf  der  zweiblättrigen  15  a  (vgl.  pi^.  14).  Wir  müssten 
darm  aber  auf  der  vierblättrigen  Fläche  eine  Lösung  verlangen,  die  eimein 
einfallenden  Impulse  entspricht,  die  also  im  Anfangszustande  nur  in  einm 
der  vier  Blätter  von  Null  verschieden,  nämlich  gleich  u^y  wird 

Das  Huygens'sche  Princip  liefert  uns,  wie  wir  sahen,  eine  solche 
Lösung  mckt.  Dementsprechend  wird  bei  der  Lösung  des  Huygens'schen 
Pnncipes  die  Energie  nicht  nur  in  einem  Sinne  durch  die  Spaltebenen 
fliessen  (nämlich  nicht  nur  von   dem  Blatte,   wo  anfangs  n  =  tig,  nadi 
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den  anstossenden  Blättern  hm)^  sondern  es  wird  etwas  Energie  auch  in 
der  umgekehrten  Richtung  durch  die  Spaltebenen  hindurchtreten  (von  dem 
Blatte,  wo  anfangs  u  =  —  Uq  ist,  wird  Energie  in  das  Blatt  übergehen, 
wo  anfangs  w  =  +  Wq  war.)  Wir  werden  daher  sagen  müssen:  Ätu:h 
wenn  wir  diejenige  Unbestimmtheit  berücksichtigen ,  welche  das  Problem  des 
schwarzen  Körpers  mit  sich  bringt^  kann  uns  die  Lösung  des  Huygens'- 
sehen  Prindpes  nicht  vöUig  befriedigen.  Denn  sie  stellt  uns  nicht  die  Aus- 
hr^hing  eines  einzigen  Impulses  auf  der  vierUcUHgen  Fläche  dar,  sondern 
die  gleichzeitige  Ausbreiiung  zweier  entgegengesetzter  Impulse,  bei  welcher  die 
Energieströmung  nicht  dauernd  in's  Innere  der  Spaltwände  hinein  gerichtet 
sein  hmn. 

Trotzdem  dürfen  wir  nach  den  Erfahrungen,  die  wir  bei  der  doppelten 
Behandlung  des  Halbebenenproblems  gemacht  haben,  annehmen,  dass  auch 
im  Falle  des  Spaltes  die  Lösung  nach  dem  Huygens'schen  Princip  eine  gute 
Ammherui^  darstellen  wird,  sofern  nur  die  Impulsbreite  hinreichend 
klein  ist  Jedenfalls  werden  wir  diese  Lösung  den  weiteren  Untersuchungen 
zü  Grunde  legen. 

Wir  müssen  ims  nun  die  Lösung  (49)  etwas  näher  ansehen.  Wir 
bezeichnen  mit  r  und  r"  die  Abstände  des  Punktes  P{x,  y)  von  den 
beiden  Spaltrandem  (in  Fig.  14  den  Punkten  Q'  und  <^'),  so  dass 


Wir  ziehen  femer  die  Geraden  g  und  g",  welche  für  die  Einzelimpulse  u  und 
u*  die  Rolle  Yon  Schattengrenzen  spielen.  Auf  den  beiden  Seiten  einer 
jeden  dieser  Geraden  wird  jedesmal  eine  der  Functionen  u  und  u'  durch 
Terschiedene  Formeln  darzustellen  sein:  auf  der  einen  Seite  gelten  die  ftLr 
das  „untere^,  auf  der  anderen  die  für  das  „obere  Blatt'^  abgeleiteten  Formeln 
(28)  bez.  (29).  Hinter  dem  Spalt  werden  sich  offenbar  zwei  Schattengebiete 
ausbilden,  das  eine  zwischen  ^  und  der  einen  Seite  des  Schirms,  das  andere 
zwischen  g"  und  der  anderen  Seite.  Das  erstere  gehört  sowohl  hinsichtlich 
der  Function  u  wie  u"  zum  unteren  Blatte  der  betr.  Riemann'schen  Fläche. 
In  dieses  Gebiet  gelangt  daher  nur  gebeugte  Strahlung.  Das  zweite 
Schattengebiet  gehört  zum  oberen  Blatte  jener  beiden  Riemann'schen 
Fliehen.  Li  dem  Ausdruck  yon  u  sowohl  wie  von  u'  kommt  daher  ein 
Term  ti^  vor,  welcher  einfallende  Strahlung  bedeutet.  Diese  beiden  Terme 
beben  sich  aber  in  der  Differenz  u — u"  heraus,  so  dass,  wie  es  sein 
muBs,  in  dieses  zweite  Schattengebiet  ebenfalls  nur  gebeugte  Strahlung 
hineingelangt.  Di^egen  finden  wir  zwischen  den  Geraden  g  und  g"  neben 
der  gebeugten  auch  eine  von  u   herrührende  directe  Strahlung. 

Von  Wichtigkeit  wird  ftlr  uns  noch  der  geometrische  Ort  r"  —  r'  =  A 
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sein.  Es  ist  dieses,  (wenn  der  Spalt  nicht  zu  eng,  wenn  Bämlich  x  >  l 
iflt),  ein  Hyperbelaet,  welcher  Q'  zum  Brennpunkt  und  die  x-  und  y-Ane 
zu  Hauptaxen  hat     Seine  Gleichung  lautet 


(50) 


*jl- 


=  1. 


Die  Gerade  g'  wird   von   der  Hyperbel   in   einem   Punkte  R   geschnitten, 
der  von  ^'  den  Abstand   -  -  —  hat. 

Fassen  wir  nun  einerseits  das  yertical,  andrerseits  das  horizontal 
schraffirte  Gebiet  in  Fig.  14  ins  Äuge,  welche  beide  durch  die  Hyperbel 
getrennt  werden.  In  einem  Punkte  des  ersteren  (vertical  schraflirten) 
Gebietes  herrscht  nach  den  Gleichungen  (28)  Ruhe  bis  zu  dem  Momente 
Fi  =  r'  —  ,  in  welchem  der  von  Q'  aufgehende  Cylinderimpula  einsetzt. 
Bevor  er  über  den  betrachteten  Punkt  hinweggegangen  ist,  was  zur  Zeit 
K(  ^  r'  -f-  Y  ^^^  ^'*^  '**'»  kommt  von  Q"  her  der  zweite  Cylinderimpuls, 
nrelcher  den  betrachteten  Punkt  im  Momente  Vt=r" — y  erreicht.  Für 
ein  gewisses  Zeitintervall  f"  —  -5-  "^  '^^  "^  **  ~l"  T  ^^''w^^  ^•'^'i  "■1^°  <li« 
beiden  Cylinderimpulse  gegenseitig;  darauf  combinirt  sich  theils  der  von 
(/'  ausgegangene  Cylinderimpula,  theils  das  von  ihm  zurückgelassene 
Residuum  mit  dem  Residuum,  welches  den  von  y'  herkommenden  Cylinder- 
inipub  begleitet,  In  diesem  Gebiete  wird  u  dementsprüchend  durch  die 
folgenden  Ausdrücke  dai^stellt  (s,  die  Gleichungen  (28)): 


r/'--|<F«r'+*---«=^arctg 


r'  +l<Vt<r"-\-l■ 
r"-\-^<Vt<■\-<»■ 


I 


In  dem  anderen  genannten  (in  Fig.  14  horizontal  schraffirten)  Gebiete 
dagegen  die  zeitliche  Aufeinanderfolge  der  Störungen  eine_  andere. 


J 
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jedem  Punkte  dieses  Gebietes  herrscht  abermals  Ruhe  bis  zu  dem  Momente 

Yt  =  r  —  -  ,  wo  der  von  Qf  kommende  Cylinderimpuls  den  betrachteten 

Punkt  erreicht.  Dieser  Cylinderimpuls  läuft  vollständig  ab  und  es  tritt 
an  seine  Stelle  das  zugehörige  Residuum;  bevor  der  andere  Cylinderimpuls 
Ton  (/'  herangekommen  ist.  Von  da  ab  besteht  theils  dieser  letzte 
Cylinderimpuls,  theils  das  zugehörige  Residuum  neben  dem  Residuum  des 
ersten  Cylinderimpulses.  Wie  man  sieht,  haben  in  den  Punkten  dieses 
Gebietes  beide  Cylinderimpulse  Zeit,  sich  ungestört  auszubilden.  Die 
Formehi,  welche  hier  zur  Darstellung  von  u  dienen,  sind  die  folgenden: 

-oo<F<<r  — 5-..ti=0, 


f  — -<F^</+-.-u=  — arctg 


2  ^' •^'     I   2 


r'-|a:|     ' 


V- 


«  1  i^TT-i  ^   1  1   i//  — |a;l         1  i   t//'  — |a;|         1 


Wir  haben  hier  nur  von  Gebieten  gesprochen,  in  denen  r"  >  r  ist. 
Genau  das  Entsprechende  gilt  offenbar  von  den  Gebieten  r  >  r',  da  ja 
der  Vorgang  oberhalb  und  unterhalb  der  rc-Axe  (r'=r')  symmetrisch  ver- 
laufen muss.  Wie  die  Formeln  in  den  nicht  schraffirten  Gebieten  zwischen 
g  und  gf'  zu  modificiren  sind,  braucht  kaum  näher  erörtert  zu  werden. 


§  12. 
Die  Intensit&t  der  Röntgenstrahlung  im  Bengungsbilde  des  Spaltes. 

Aus  den  im  §  8  besprochenen  Gründen  müssen  wir  von  der  elektrischen 

Kraft  u  zu  der  elektrischen  Energie  g-  I  u^dt  oder  besser  noch  zu  der 


rdativen  Intensität 

—  00 


Qbergehen.  Die  hierzu  erforderlichen  Rechnungen  sind  zwar  ganz  elementar, 
aber  recht  mühsam.     Sie  sollen  nur  auszugsweise  mitgetheilt  werden. 


7H  Beagimg  der  Röntgenstrahlen. 

I)  Wir  bc^ginnen  mit  der  MäteUinie  des  Spaltes,  der  x-Axe.  Hier  ist 
u  durch  (29),  u"  darch  (28j  dargestellt  Da  r"=r,  wird  der  gebeugte 
HnNUiidth<iil  in  u'  bia  aaf  das  Vorzeichen  gleich  u\    Wir  haben  nämlich 

u  ^Uq  —  u',    also    ti  =  ?i0  —  2u' 
und  dahor 


-  r/(«o- 


2«")»d«  —  J*  -f  4J"  —  4ä:, 


—  • 


4-c»  4-00  ^OD 

J'^ljxi^dt,    J"-^Ju">dt,    K^fju^u"dL 


OB  OD 


Ua  %  im  Allgemeinen  gleich  Null  ist;  ausser  f&r  das  Zeitinterrall  von 
\\f>v  Uilngt«  r  •«  y  y  wo  ti^  constant  gleich  1  wird,  so  ist  zoimchst 

iWr  W^iih  von  «T*  ist  gerade  durch  die  frühere  Gleichung  (33)  gegeben, 
wi^un  wir  unter  der  dort  vorkommenden  Ghrösse  s  das  folgende  yerstehen: 

K»  haiuleU  m\^h  also  nur  noch  um  die  Berechnung  Ton  JT.    Hierbei  ist 
t\\  Wm^rkiHU  daM  m^^  von  Null  renchieden  nur  dum  ist,  wenn 

^^^^i  \Uai*  m    vx^u  Null  tw»chifJ«ii  ist,  nur  wmi 
M^^'^i/m^  MHM  aW 


^ 
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Unter  dieser  Bedingung  hat  K  den  zuletzt  angeschriebenen  Werth.  Im 
entgegengesetzten  Falle  (s<l),  wo  jener  Werth  imaginär  werden  würde, 
ist  K  gleich  NuU. 

Die  gesuchte  Intensität  J  können  wir  demnach  folgendermassen  be- 
rechnen. 

(52)  J=  1  +  4J"-  i-  (arctg  ^F^T-l^*^*. 

Der  Zusatz*  soll  andeuten,  dass  der  betreffende  Term  zu  streichen  ist, 
wenn  er  imaginär  werden  würde;  die  Grösse  J"  bedeutet,  wie  bemerkt, 
die  rechte  Seite  von  (33). 

Nach  dieser  Formel  ist  die  folgende  kleine  Tabelle  berechnet,  und 
zwar  für  dieselben  Werthe  von  s,  für  die  wir  J"  nach  pag.  53  bereits 
kennen: 

*=  Ä'      T'       T'       1'        2,        4,       10,      16,      25,     oo, 

>i  =  (i'      T'      1'       1'        2,        4,       10,      16,      25,'    «))f;. 

J=l,04,    1,08,    1,12,    1,20,   0,92,   0,58,   0,30,   0,19,  0,13,  0,00. 

Um  ilire  physikaUsclie  Bedentong  zu  Tentehen,  wollen  wir  den  Aasdruck 
(51)  f&r  8  etwas  amrechnen.    Es  ist  ja  auf  der  Mittellinie 


sobald  wir  uns  in  einem  Abstände  \x\  vom  Spalte  befinden,   der  gross 


%      *    ,  r^'i  «1^  II  V 


i 


gegen  die  halbe  Spaltbreite  -^  ist.  Somit  wird  /  —  \^\  =  gr^  ^^id  s 
proportional  mit  dem  Abstände  vom  Spalt,  nämlich: 

Den  Inhalt  unserer  Tabelle  können  wir  also  so  ausdrücken:  Bewegen  toir 
«MS  aixf  der  Mütellime  vom  SpdUe  fort,  so  wächst  J  zunächst  von  dem 
W9g^ähren  Werde  1  an  bis  eu  dem  maximalen  Werthe  J  «=  1,20,  weicher 

m  Abstände  |^|  =  öt  ^^^^^  ^P^  erreicht  wird.    Von  da  aus  nimmt  J  aUr 

mahlieh  ab  und  ewa/r  etwas  schneller  cds  es  vorher  zugenommen  haMe,  um  in 
^i^iefidUcher  Entfernung  vom  Spott  zu  verschwinden. 

In  dem  Auftreten  des  Maximums  und  in  der  Abnahme  der  Intensität 
bei  wachsender  Entfernung  haben  wir  offenbar  eine  Folge  der  Endlichkeit 
*r  ImpMbreite  zu  erblicken.  Bei  unendlich  kleiner  Impulsbreite  (A  =  0) 
^'ürde  auf  der  ganzen  Mittellinie  und  wie  wir  hinzufügen  können,  in 
dem  ganzen  Räume  zwischen  g'  und  g"  überall  die  gleiche  Intensität  1 
herrschen  (es  wäre  ja  überall  auf  der  Mittellinie  s  =  0).    Eine  hinter  dem 


f^8ö  Hengang  aar  tunttfcewtruuen.  f 

Spalt  aufgestellte  Platte  würde  in  jeder  Entfernung  ein  gleichmäsai^ 
erhelltea  Bild  von  der  Breite  x  und  der  Bestrahlungsiutensität  1  üefero. 
In  dieBcm  Falle  könnten  (wie  in  der  geometri sehen  Optik,  wo  man  di« 
Wellenlänge  l  verschwindend  klein  voraussetzt)  alle  Verhältnisse  des  Spalt- 
bildea  durch  blosse  geometrische  Projection  gefunden  werden;  jede  Art  von 
Beugung  wäre  ausget^chlosaen.  Bei  endlicher  Impulsbreite  aber  treten  die 
oben  geschilderten  Untersehiedlichkeiten  auf. 

II.  Wir  schliessen  hier  zunächst  die  Betrachtung  der  Schattengrente 
g'  an.  Auf  dieser  ist  «'  =  .,  m„  und  daher  "  =  "s"  "u  ~  " "-  "  'st  also 
halb  BD  gross  und  J  ein  viertel  so  gross  wie  im  vorhergehenden  Falle  bei 
gleichen  Werthen  von  u". 

Die  Darstellung  von  J  entnehmen  wir  daher  unmittelbar  der  Glei- 
chung (52): 

(53)  J={+  J"  —  ^  (arc  tg  y?^^^  —  ^-^^)*  ■  ' 

s"  bedeutet  hierbei  die  Grösse  ,.  _ — |  ■  Die  entsprechend  gebildete  Qrösae 
s'  =  ._,  .  ist,  da  wir  uns  auf  der  Schattengrenze  von  u  befinden,  fort- 
gesetat  <x.  Die  Grösse  s"  ist  abermals  dem  Abstände  \x\  von  der  Spalt- 
ebene proportional.  Wir  haben  nämlich  auf  9'  (mit  Ausschluas  der  dem 
Spalt  benachbarten  Theile  dieser  Geraden): 

also 

7i\x  einem  beliebigen  Werth  von  s"  gehört  danach  auf  der  Schatten  grenze 
die  vierfaclie  Entfernung  von  der  Spaltebene,  wie  zu  demselben  Werth  von  s 
auf  der  Mittellinie.  Z.  B.  entspricht  auf  der  Schatten  grenze  dem  Werthe 
s"^  1  die  Entfernung  |a^|  =^  öi»  während  auf  der  Mittellinie  zu  ä  ^  1  die 
Entfernung  ia:|  =  g;  gehörte.  Da,  wie  wir  sahen,  bei  gleichen  WertheH' 
von  u"  die  Grösse  von  J  auf  der  Schattengrenze  viermal  so  klein  ist  wie 
J  auf  der  Mittellinie,  so  ergiebt  sich: 

Auf  der  Sdiuüengreme  ist  in  vwrmal  so  grosser  Entfernung  von  der 
Spalkbene  die  relative  Intensität  viermal  so  klein  wie  in  einfcKher  Entfernung 
auf  der  Mit^Üinie. 

Nach  dieser  Regel  sind  in  der  folgenden  Tabelle  für  dieselben  Werthe 
von  \x\  wie  oben  die  zugehörigen  /-Werthe  auf  der  Schattengrenze  be- 
rechnet. Die  letzteren  wurden,  wo  sie  nicht  direct  der  früheren  Tabelle 
entnommen  werden  konnten,  durch  Interpolation  daraus  abgeleitet. 
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W^fö'       i'       i        1^   .     2,        4,      10,     16,      25,      cx))^", 

J=0,26,  0,26,  0,26,  0,27,  0^28,  0,30,  0,21,   0,15,  0,12,  0,00. 

Aeimlich  wie  oben  läset  sich  daher  der  allgemeine  Gbmg  von  J  folgender- 
massen  beschreiben.  Bewegen  unr  uns  a/uf  der  Schattengrenze  von  der 
SpaUd>ene  fort,  so  wächst  J  von  dem  anfänglichen   Werthe  0,25  eunächst 

ekoas  an,  erreicht  ein  Maximum  0,30  im  Abstände  \x\  «»  -.   vom  Spalt 

und  nimmt  von  da  aus  bei  weiter  wachsender  Entfernung  vom  Spalt  aU- 
mählkh  zu  Null  ab.  Das  Maximum  ist  ziemlich  schwach  ausgebildet; 
sein  Ort  ist,  falls  X  klein  gegen  x  ist,  merklich  derselbe  Punkt,  der  in 
Fig.  14  mit  R  bezeichnet  wurde,  also  der  Schnittpunkt  Ton  g'  mit  unserem 
flyperbelaste.  Die  Stelle  des  Maximums  auf  der  Mittellinie  ist  in  Fig.  14 
mit  S  bezeichnet 

Wir  ziehen  noch  die  Schndligkeit  des  seitlichen  Abfalls  der  Intensität  beim 
UAergange  von  der  Mittellinie  nach  der  Schattengrenze  auf  der  ihnen  gemein- 
samen Senkrechten  in  Betracht.  Dieselbe  wird  am  besten  gekennzeichnet 
durch  das  Yerhaltniss  £kJ:J{AJ=^  Abnahme  der  Intensität  bei  dem  ge- 
naimten  üebergange,  J  =^  Intensität  auf  der  Mittellinie).  Für  dieses  Yer- 
haltoiss  berechnen  wir  durch  yei:gleich  der  beiden  vorigen  Tabellen  die 
folgende: 

1^1  =  fe'     T'     i^     1'      2,      4,     10,     16,     25)^'. 

y=0,8,    0,8,    0,8,   0,8.    0,7,    0,5,   0,3,    0,2,    0,1. 

Die  Grenzen,  zwischen  denen  -j-  liegen  muss,  sind  ersichtlich  1  und  0; 

1  würde  bedeuten,  dass  J  auf  der  Schattengrenze  zu  Null  herabgesunken 
ist,  dass  also  die  seitliche  Abnahme  der  Intensität  sehr  stark  ist;  0  vrürde 
bedeuten,  dass  J  auf  der  Schattengrenze  denselben  Werth  hat,  wie  auf 
der  Mittellinie,  dass  also  die  Abnahme  sehr  langsam  stattfindet.  Die 
echten  Br&che  zwischen  diesen  Grenzen  geben,  wie  gesagt,  ein  Maass  für 
die  Geschwindigkeit  der  seitlichen  Intensitatsabnahme.  Wir  sehen  nun 
aas  unserer  Tabelle: 

Die  Schndligkeit  des  seiÜichen  Iniensitätsabfalles  ist  anfangs  {in  der 

Nähe  des  Spaltes)  ziemlich  gross.    In  der  Entfernung  \x\  »»  ^  aber,  d.  h. 

in  der  Gegend  des  Punktes  S,  S\  wo  die  Intensität  auf  der  Mittellinie  ihr 
Maximum  erreicht,  verlangsamt  sich  die  Geschmndigkeit  erhdlich  und 
nähert  sieh  mit  wachsender  Entfernung  \x\  dem  Werthe  Null,  bei  dem  über- 
Wp^  hrine  seiäiche  Abnahme  mehr  vorhanden  ist. 

Aus  diesem  wichtigen  Umstände  ist  hinsichtlich  des  Charakters  des 
Beugungsbildes  Folgendes  zu  schliessen: 

Zcitochrift  f.  Mftthamfttlk  u.  Physik.  46.  Band.   1901.  1.  n.  2.  Heft.  6 
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Eine  hinter  dem  Spalt  angebrachte  (fiuorescirende  oder  photographische) 
Platte  liefert  ein  Bild  des  Spaltes,  welches  in  verschiedenen  Entfernungen 
vom  Spalt  verschieden  deutlich  ist.     Es  wird  schürf  begrenzt  sein  in  der 

Nähe  des  Spaltes  bis  zur  Entfernung  |  a;  |  =  ^^ ;  bei  weiter  wachsender  Ent- 
fernung wird  das  Bild  immer  verschwommener  und,  wie  wir  vorher  sahen. 

26  X* 

immer  lichtschwächer,  so  dass  schon  für  |  a;  |  =  -gj-  die  Intensität  an  der 

Schattengrenze  nicht  mehr  merklich  von  der  Intensität  auf  der  Mittel- 
linie abweicht. 

Auch  dieses  Verhalten  ist  offenbar  bei  unendlich  kleiner  Impulsbreite 
unmöglich;  in  diesem  Grenzfalle  würde  das  Spaltbild  in  jeder  Entfernung 
gleichmässig  scharf  begrenzt  sein.  Umgekehrt  wird  man  aus  dem  Masse 
der  Verschwommenheit  des  Bildes  und  aus  der  Entfernung,  in  welcher 
dieselbe  stattfindet,  auf  die  Breite  des  Impulses  schliessen  können. 

in.  Wir  berechnen  J  noch  auf  einer  dritten  charakteristischen  Linie, 
nämlich  auf  dem  Hyperbelast  r" — r'=  A  (s.  Gl.  (50));  dabei  wollen  wir 
uns  Skxxi  solche  Punkte  dieses  Astes  beschmnken,  die  vom  Spalte  aus 
gerechnet  jenseits  von  2?  liegen.  Indem  wir  wieder  u^=(u — u")*  ent- 
wickehi,  schreiben  wir 


(54) 


4-00  +00 


OD  OD 

-j-OD 

ff 


=  t/«'" 


K=  -IT  I  u  u  dt. 


■OP 


J'  und  J"  sind   durch    Gleichung  (33)   gegeben,   wenn  wir  darin  für  s 
bez.  die  Werthe  substituiren: 


f *  'f * 


r  —  \x\'  r  —  \x 


Das  Integral  K  zerlegen  wir  in  drei  Theile  K^,  K^,  K^  mit  den 
Integrationsgrenzen  —  oo  und  ty,  ^  und  t^,  t^  und  oo,  wobei  t^j  t^  die 
Bedeutimg  haben  sollen: 

F<,  =  r"-|,     F*,  =  r"  +  |. 

1)  Solange  Vt<Vti,  d.  k  </'—  y,  ist  nach  (28),  «"=0.  Wir 
haben  daher 

(55)  Z,  =  y  /*«' u"dt  =  (). 


00 
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2)  Wenn  F«,  <Vt<  F^,  d.  h.  r"  —  -^  <rt<  r"  -f  y ,  ist  gleich- 

zeitig  Ff  >  r'4-  Y«   Demnach  ist  w'  durch  (28),,  t*"  durch  (28),  gegeben. 
Es  wird  also 


Z.  _  ^-/-rt ,  -  5K,/V^  ^ji^  «e  tg  / 


Da   das    Argument   des  Arcus  Tangens   bei   der  Integration   zwischen  0 

und  Y^  enthalten  ist  und  wir  nur  Werthe  s"  <  1  zu  betrachten  haben 
werden,  so  ersetzen  wir  den  Arcus  durch  den  Tangens  und  erhalten: 


^'  -  ^  rrN 


^       >'.+  A_,      ^^^ 


Die  Ausführung  der  Integration  liefert 


3)  Wenn  Vt^  <  F^,  so  ist  Vt  >  r '  +  y  und  umsomehr  >  /  -f  y  ■ 
Für  u'  und  ti^'  sind  daher  die  Ausdrücke  (28),  einzusetzen.     Somit  wird 

Hier  wollen  wir  eine  Vereinfachung  dadurch  eintreten  lassen,  dass  wir  r 

und  r"  durch  den  gemeinsamen  Werth  r  -{-  —  =  r"  —  —  ersetzen.    Da 

wir  hierdurch  vor  und  unter  dem  Integralzeichen  den  einen  Factor  ver- 
kleinern, den  anderen  vergrössem,  wird  der  Fehler  vermuthlich  klein  sein. 
Wir  bekommen  so 


jnr X'     8+2       r  1 


Vdi 


(F*-|:ri)« 


oder  nach  Auswerthung  des  Integrals 

Hiernach  kann  K  und  also  auch  J  berechnet  werden. 

Wir  werden  die  Berechnung  nur  für  solche   Werthe   von   \x\  vor- 
nehmen, für  die  wir  schon  vorher  J  auf  der  Mittellinie  und  der  Schatten- 

6* 
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grenze  berechnet  haben.     Dabei   werden   wir  uns  auf  Werihe   |^|  >  ^ 

(d.  h.  |a:|  >  Abstand  des  Punktes  R  von  der  Spaltebene)  beschranken,  da 
unsere  vorstehenden  Formehi  nur  für  Punkte  der  Hyperbel  jenseits  Ton  R 
gelten.  Es  sind  dieses  die  fünf  letzten  |x|-Werthe  unserer  früheren 
Tabellen.  Die  Frage  ist  zunächst^  welche  Werthe  von  s'  und  s"  diesen 
Punkten  unseres  Hyperbelastes  entsprechen. 
Die  Gleichung  der  Hyperbel  war: 


Berücksichtigen  wir,  dass  |x|  gross  gegen  x  (enger  Spalt)  und  x  gross 
gegen  X  (sehr  schmaler  Impuls)  sein  soll,  so  können  wir  in  erster 
N&herung  schreiben: 

d.  h.  wir  können  die  Hyperbel  durch  eine  Gerade  (nahezu  ihre  Tangente 
im  Ihankte  R)  ersetzen. 

Ben^chnen  wir  daraufhin  r  und  /',  so  haben  wir: 


:..i-iv+(»+;)'-ixi+ 


('±t)" 


2  X 

w  w  ■■  -  I 

uud 


r         j, 

■ 
r   —  X 

ou4  «udlioh: 

v^^^ 

(..±1)-  Ct±i)' 

i  xt  3  X 


:21  X  —    *-* 


Sa  X     /:2i  X    —  -\ 


Ohfk  (V«g)ioh<N)   W^rth<^  Twn  ;(\  ^"«  welche  tu   den  oben  genjumten  fünf 
W^rlh^^u  v\^    X    ^"ix^xvw^  sind  äIs^>: 


Mxl  Uivt«'«^  \NVHh^\  hf^t^^T1  die  Av.:!;wvtriUÄjr  Amt  Ausdrücke  J[^,  K^,  J*^  JT 


.   m* 


•      -   —  v^^        ^^^^      ^'^^       **      ^^  <1* 
J-vVS^\    v\lx\    v.T.    iV:4.    •vxv 

Wr    fN^Av    v^5i>^v^    \\c>^V^    XM    K'f\t:$    .ivt^r   11  ^f-::&iK:,   da   er  ja    die 
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Intensität  im  Punkte  R  auf  der  Schattengrenze  bedeutet.  Auch  auf 
unserem  Hyperbelast  nimmt  alsOy  wie  es  ja  nicht  anders  zu  erwarten,  die 
Intensität  mit  wachsender  Entfernung  vom  Spalt  zu  Null  ab. 

Was  uns  speciell  interessirt  ist  wieder  die  Schnelligkeit  der  seitlichen 
Abnahme  der  Intensität  beim  Uebergange  von  einem  Punkte  der  Mittel- 
linie zu  dem  gleich  weit  von  der  Spaltebene  entfernten  Punkte  der  Hyperbel. 

Wir  bilden  wieder  das  Yerhältniss  -=r-  (A  J  =  Differenz  der  Intensitäten 

auf  der  Mittellinie  und  auf  der  Hyperbel,  «7^=  Intensität  auf  der  Mittellinie), 
bedenken  dabei  aber,  dass  sich  dieses  Yerhältniss  auf  verschiedene  Ab- 
sülade  Ton  der  Mittellinie  bezieht.  Um  daher  Zahlen  zu  bekommen,  die 
mit  der  Torigen  Tabelle  (pag.  81)  vergleichbar  sind,   müssen  wir  jenes 

Yerhältniss  zuvor  auf  den  gemeinsamen  Abstand  —  von  der  Mittellinie 

reduciren.     Dies   geschieht   durch   Hinzuftigung   des  Factors  07-1 ;   unter 

^  den  Abstand  des  betr.  Hyperbelpunktes  von  der  Mittellinie,  d.  h.  den 
Betrag  seiner  y-Coordinate  verstanden.    Der  genannte  Factor  lautet  daher 

(8.  GL  (58)): 

^y     M\y     ia9     ör;     ^ 


2\y\        2X\x\  '      10'      16'     26' 

und  unsere  Tabelle  wird  die  folgende: 

1  ß      9f^ 

sx 


|a;|  =  (4,      10,     16,     25)'* 


af^'r-Ö'^'    0'^'    ^'2,    0,1. 

Dies  sind  dieselben  Maasse  für  die  Schnelligkeit  der  seitlichen  Intensitats- 
abnahme,  die  wir  früher  durch  den  Vergleich  der  Schattengrenze  und  der 
Mittellinie  gefunden  haben.  Wir  dürfen  daher  wohl  schliessen,  dass  von 
der  Mittellinie  bis  zu  unserer  Hyperbel  ein  einigermassen  gleichmässiger 
IntensitatsabÜEkll  Platz  greift.  Der  IntensitätsabfaU  verlangsamt  sich  also 
nidU  nwr  mit  wachsender  Entfernung  vom  Spalt,  sondern  dieser  langsamere 
Abfall  hält  auch  für  immer  weitere  Abstände  von  der  Mittellinie  vor. 

IV.  Endlich  mögen  noch  einige  Werthe  von  J  auf  der  zur  bisher 
betrachteten  Hyperbel  confocalen  Hyperbel  r"  —  r  —  2  A  hergesetzt  werden, 
welche  die  Schattengrenze  g'  im.Halbirungspunkte  von  12  und  S'  schneidet 
und  in  Fig.  14  ebenfalls  verzeichnet  ist,  nämlich: 


X« 


|x|-(2,        4,        10,       16,       26,       00)3^, 
J— 0,28,    0,10,    0,04,    0,03,    0,01,    0,00. 
Hinsichtlich  der   Intensitatsvertheilung    knüpfen   sich   hier   ähnliche   Be- 


merkungen  an  wie  uoter  III.     Der  Abstand   der  Punkte  dieser  Hyperbe 
1  von  der  Mittellinio  beträgt  näherunga weise; 

;  (60)  \y\  =  '^- 


Die  Beobaclitiuigeii  von  Eaga  und  Wind.    Berecbnang  der 
Impulsbreite. 

Bekanntlich  ist  es  kürzlich  den  Herren  H.  Haga  und  C.  H.  Wind*-)  " 
gelungen,  den   ersten    einwandfreien   Beugimgseffect   hei    Riintgenstrahlen 
naehzu weisen.    Die  Veraiiehsanordnung  war,  so  weit  sie  uns  hier  interessir^    , 

l  die  folgende  —  wir  beziehen   uns   speciell   auf  Versueh  Nr.  2,   von  dem    I 
uns  einige  photographische  Vergröaaerungen  der  Originalnegativt;  von  Herrn     , 

I  Wind  gütigst  zur  Verfügung  gestellt  sind  — :  | 

Ein  erster  Spalt  („X-Spalt")  von  der  Breite  14^')  und  der  Höhe  j 
1  cm  sondert  von  den  in  der  Tacnnmröhre  erzeugten  RöntgenstraMen  ein  I 
schmales  BUudel  aus  und  ist  als  Strablungsquelle  anzusehen.  TÖcni  hinter  ] 
diesem  befindet  sich  in  der  Strahl ungsriehtung  ein  zweiter  Spalt  („Beugungs-  i 
Spalt")  von  der  Höhe  3  cm,  der  sich  nach  unten  verjüngt;  am  oberen  1 
Ende  beträgt  nämlich  seine  Breite  I4;t,  am  imteren  ca.  2;t.  AbermaU 
75  cm  dahinter  ist  die  photographische  Platte  angebracht.  Die  Ezpositions-  \ 
zeit  betrug  nicht  weniger  als  100  Stimden.  1 

Der  Beugungaeffect  bestand  nun  darin,  dass  sich  das  BUd  des  Spaltes    ] 
ou^  dem  photographisehen  Negativ  nicht  in  demselben  Masse  verßingt,  wie  der    \ 
Spait  selbst.     Während  sich   das  Bild  der  breiteren  (oberen)  Partien  des    ^ 
Spaltes  als  dunkler  Streifen   markirt,  schwarz   in   der  Mitte,  etwas   ver-    ' 
schwömmen  an   den  Rändern ,   uud   sich  zunächst,  der  geometrischen  Ge- 
stalt des  Spaltes  entsprechend,  von  oben  nach  unten  hin  etwas  verengert, 
breitet  sich   das   Büd  der  engeren  (unteren)  Partien   des  Spaltes  von  der 
Stelle  ab,   wo   der   dunkle   Kern   verschwindet,   ein  wenig  federartig  aus 
und   weist   in   der   Richtung  senkrecht  zur  Erstreekung   des   Spaltes  nur 
äusserst  schwache  Intens itätsunterschiede  auf.    Das  Bild  ist  in  den  oberen 
Partien  dunkel  und  zicttüich  sduirf'  Jtegrenzt,  in  den  untereu  Partien  litJtir    { 

•  aehieack  und  sehr  verschwommen.  i 


1)  Änuterdanier  Akademie  Veral ,  April  1899, 
Ann,  der  Pbjaik  (WiedemaDD) ,  Bd.  08,  S.  864,  181 
an  letzterer  Stelle  aiclit  wieder^if geben. 

a)  l  ii=  10"'  mm,   Ijifi  =  10~''mm,   1    Angitröm  =  10' 


4!0,  und  (etwas  auafSlirlicher}: 
Die  Figur  des  Spaltbildea  ist 
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Wir  verhehlen  uns  nicht^  dass  der  Anwendung  unserer  Theorie  auf 
diese  Yersuchsanordnung  verschiedene  ernste  Bedenken^)  entgegenstehen: 

1)  In  unserer  Theorie  wurde  der  einfallende  Impuls  als  ein  ehener 
vorausgesetzt.  Der  Beugungsschirm  würde  bei  dieser  Voraussetzung  längs 
seiner  ganzen  Vorderseite  von  einer  überall  gleich  grossen  und  in  gleicher 
Richtung  fortschreitenden  Erregung  getroffen  werden.  Dagegen  sendet 
der  X-Spalt  in  dem  Versuche  von  Haga  und  Wind  ein  divergirendes 
Strahlenbündel  auf  den  Beugungsschirm,  welches  seinerseits  schon  durch 
Beugung  an  dem  ersten  Spalt  afßcirt  ist. 

2)  In  unserer  Theorie  haben  wir  sozusagen  mit  monochromatischer 
Strahlung  gearbeitet,  d.  h.  wir  haben  eine  ganz  bestimmte  Impulsbreite 
vorausgesetzt  und  haben  überdies  angenommen,  dass  nur  eine  einmalige 
Erregung  durch  das  Feld  geschickt  wird.  In  Wirklichkeit  wird  (vgl.  die 
Vorstellung  von  der  Erzeugung  der  Röntgen-  durch  Kathodenstrahlen) 
wegen  des  fortgesetzten  Bombardements  mit  Eathodenpartikelchen  eine 
ganze  Serie  von  Impulsen  erregt  werden;  auch  mögen  die  Breiten  dieser 
Impulse  unter  sich  etwas  differiren.  Es  ist  klar,  dass  die  einer  Serie  von 
Impulsen  entsprechende  Erregung  einfach  durch  Superposition  der  Einzel- 
erregungen erhalten  wird.  Dasselbe  gilt  auch  von  der  dieser  Serie  ent- 
sprechenden IfUensiiätf  wenn  die  Zeitabstande  zwischen  den  einzelnen 
Impulsen  gross  genug  sind,  wenn  nämlich  an  jeder  Stelle  des  Feldes  der 
Impuls  schon  merklich  abgelaufen  ist,  bevor  der  folgende  anhebt.^)  Unter 
dieser  Voraussetzung  würde  eine  Aufeinanderfolge  von  gleich  breiten  Im- 
pulsen lediglich  eine  Verstärkung^  eine  Aufeinanderfolge  von  ungleich 
breiteny  aber  nur  wenig  unter  sich  verschiedenen  Impulsen  eine  Verstärkung 
mit  einer  Trübung  des  Bildes  hervorrufen;  (es  würden  im  letzteren  Falle 
die  den  einzelnen  Impulsen  entsprechenden  Bilder  des  Spaltes,  die  bei 
verschiedener  Impulsbreite  incongruent  sind,  sich  gegenseitig  überdecken 
und  die  charakteristischen  Eigenschaften  des  Einzelbildes  beeinträchtigen.) 

1}  Ich  benutze  im  Folgenden  einige  freundliche  briefliche  Mittheilungen  von 
Herrn  Wind. 

2)  Nach  Versuchen  von  Trouton  (Bep.  Br.  Assoc.  1896,  pag.  711)  und  Brunhes 
(Comptefl  BenduB  1900,  Bd.  130,  pag.  1007)  beträgt  die  Dauer  einer  RöntgenenÜadung 
ca.  10~^  860.  Aus  der  Anordnung  der  genannten  Versuche  geht  hervor,  dass  hiermit 
die  Dauer  eines  g^zen  Bombardements  (^,  nicht  die  Dauer  eines  einzebien  Schusses 
oder  Impulses  (t)  gemeint  ist.  Die  Dauer  %  ist  nicht  sowohl  fOr  den  Vorgang  der 
Bfintgenatrahlung  selbst,  als  für  die  Umst&nde  bei  seiner  Hervorbringung  charakte- 
nsÜflch.  Während  der  Zeit  %  werden  vermuthlich  eine  sehr  grosse  Zahl  von  Eathoden- 
partikelchen am  die  Antikathode  aufbreffen,  sagen  wir  etwa  eine  Million,  und  dem- 
entsprechend eine  sehr  grosse  Zahl  von  Impulsen  ausgesandt  werden.  Da  wir  fOr  die 
Zeit  f  einen  Werth  von  der  Grössenordnung  10~^*  finden  werden  (vgl.  pag.  82),  so 
bleibt  fOr  die  Pausen  zwischen  zwei  Impulsen  inuner  noch  eine  hundert-millionen-mal 
gröwere  Zeit  übrig.  ' 


f 


I 
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Bei  merklich  von  ("(«önrfer  verschkdemm  ImpulsbrmieH  endlich  wird  aich 
das  Bild  gleichfalls  durch  Uehereina.nderlag(nmg  der  den  Eimdimpiäsen 
entsprechenden  Seitgunf/sbildcr  ergeben  und  diese  Einzelbilder  werden  sich 
im  Eindruck  dee  Gesanimtbildee  von  einander  trennen  iaasen. 

3)  Unsere  Theorie  handelt  von  einem  Spalt  mit  parnlMeti  Rändern, 
die  Berücksichtigung  der  Nichtparallelität  der  im  Experiment  verwendeten 
Ränder  würde  erhebliche  Schwierigkeiten  machen.  Wir  werden  die 
Inteneitütsverth eilung,  die  hinter  einer  bestimmten  Stelle  des  sich  verjüjigen- 
den  Spaltes  auftritt,  so  berechnen  wie  bei  einem  Spalt  mit  parallelen 
Rändern  von  der  Breite  der  betr.  Stelle.  Dies  ist  sicher  nicht  genau 
richtigj  wir  nehmen  aber  an,  dass  bei  der  äusserst  schwachen  Convergenz 
der  Ränder  (sie  nähern  sich  nur  um  12  jt  auf  eine  Erstreckung  von  3  cm) 
der  Fehler  hinreichend  klein  sein  wird. 

4)  In  unserer  Theorie  berechnen  wir  die  Inlensität  der  Strahiun;;; 
auf  der  Platte  aber  sehen  wir  die  Intensität  dfr  pholoffraphischen  Wirhivg, 
welche  eine  durch  die  Eigenschaften  der  Platte  bedingte  Function  der 
Intensität  der  Strahhmg  ist.  Wäre  die  photographische  Wirkung  der 
auffallenden  Strahlung  proportional,  so  wäre  das  photographische  Bild 
eine  treue  Wiedergabe  der  Strahlungsintensität.  Da  dies  aber  im  all- 
gemeinen nicht  der  Fall  ist,  so  milsste,  wie  schon  pag.  55  hervorgehoben, 
dem  quantitativen  Studium  des  Beugungsbildes  ein  Studium  der  Eigen- 
schaften der  Platte  vorhergehen.  Im  Folgenden  stützen  wir  uns  fibrigens 
hauptsächltch  auf  gewisse  qualitative  Eigenschaften  des  Beugungsbildes, 
welche  von  der  Beschaffenheit  der   Platte  unabhängig  sind. 

ft)  Auf  der  Platte  wird  eine  gewisse  Irradiation,  eine  seitliche  Aus- 
breitung der  photograpbi sehen  Wirkung  an  den  Stellen  maximaler  Er- 
regung, statt  haben.  Diese  würde  eine  allgemeine  Verbreiterung  des 
Spaltbildes  in  den  dunkleren  Partien  des  Bildes  bewirken.  In  demselben 
Sinne  würden  kleine  Erschütterungen  wirken,  denen  Jf-Spalt  und  Beugungs- 
spalt  bei  der  langen  Expositionszeit  —  trotz  aller  angewandten  Vorsichts- 
massregeln  —  ausgesetzt  gewesen  sein  mögen.  Auch  die  unter  1)  ge- 
nannten Umstände  (Nicht-Parallelität  der  auffallenden  Strahlen)  werden 
eich  in  entsprechender  Weise  geltend  machen. 

Indem  wir  diese  Bedenken  als  berechtigt  anerkennen,  sind  wir  doch 
nicht  in  der  Lage,  die  ihretwegen  etwa  anzubringenden  Correctionen  hier 
zu  entwickeln.  Wir  verweisen  betreffend  1)  auf  Arbeiten  von  Herrn 
C.  H.  Wind')  und  möchten  im  Uebrigen  die  im  Folgenden  abzuleitenden 
Zahlenwerthe  nur  als  erste  Abschätzungen  und  Anhaltspunkte  angesehen 
wissen. 

1)  Amet^rdamer  Akademie,  Veml,  April  läU7  und  Juni  IttÖS, 
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In  der  Theorie  benutzten  wir  einen  Spalt  von  bestimmter  Breite  x 
und  betrachteten  die  Beugungsbilder  in  verschiedenen  Entfernungen  \x\ 
Tom  Spalte.  In  der  Beobachtung  benutzen  die  Herren  Haga  und  Wind 
einen  Spalt  von  variabler  Breite  und  beobachten  in  einer  bestimmten 
Entfernung  \x\=^  Ib  cm.     Nun  hing  die   Intensität   auf  der   Mittellinie 


von  der  Grosse  — ^-^  ab.  (Siehe  die  Tabelle  von  pag.  79.)  Es  ist  gleich- 
gültig, ob  wir  uns  hierin  x  oder  x  veränderlich  denken,  in  beiden  Fällen 
ei^eben  sich  die  früher  berechneten  Werthefolgen  von  J.  Die  Beugungs- 
bilder (IntensitätsabföUe  von  der  Mittellinie  nach  den  Seiten) ,  die  bei 
festem  x  in  der  xy-HHbene  in  verschiedenen  Entfernungen  vom  Spalt 
hinter  dnander  liegen,  werden  in  der  Beobachtung  mit  dem  sich  ver- 
jüngenden Spalt  auf  derselben  Platte  (d.  h.  bei  festem  x)  über  einander 
zu  hegen  kommen.  Es  ist  klar,  dass  allein  durch  diese  Anordnung  ein 
genauer  Vergleich  der  verschiedenen  Beugungsbilder  ermöglicht  wird. 
Noch  ein  anderer  Umstand  lässt  die  Verwendung  des  sich  verjüngenden 
Spaltes  besonders  günstig  erscheinen,  dass -nämlich  x  in  dem  Ausdrucke 

— IT  in  der  zweiten,  |  o?  |  in  der  ersten  Potenz  vorkommt.    Ausgehend  von 

einer  Intensitätsvertheilung,  die  einem  gewissen  x  und  einem  gewissen 
;x|  entspricht,  findet  man  also  bei  dem  sich  veijüngenden  Spalt  eine 
gewisse  andere  Intensitätsvertheilung  an  der  Stelle,  wo  x  haJb  so  gross 
ist,  wahrend  man  bei  einem  parallelen  Spalt  dieselbe  Intensitätsvertheilung 
erat  in  einer  Entfernung  zu  erwarten  hat,  .wo  \x\  viermal  so  gross  ist. 
Die  verschiedenen  Beugungsbilder  liegen  bei  dem  sich  verjüngenden  Spalt 
(Mif  der  PUUte  vid  enger  übereinander  ^  wie  sie  bei  einem  parallelen  Spalt 
im  Baume  hinter  einander  liegen  wurden. 

Wir  wollen  nun  in  einer  neuen  Figur  die  früher  berechneten 
Intensitäten  in  der  Weise  übereinander  eintr^en,  wie  sie  bei  der 
Beobachtung  von  Haga  und  Wind  unserer  Theorie  nach  zu  erwarten  sind. 

Die  Mittellinie  MM  der  Figur  entspricht  der  Mittellinie  des  Spaltes; 
auf  ihr  nehmen  wir  zwei  Punkte  willkürlich  an,  die  den  früher  mit  IX 
und  S  bezeichneten  entsprechen  mögen.  In  S  errichten  wir  auf  der 
Mittellinie  ein  Lot  SS'  von  passender  Länge,  in  iT  ein  halb  so  langes 
Lot  Bif.  Die  Verbindungslinie  S'R  ist  dann  die  senkrechte  Projection 
des  einen  Spaltrandes  (Grenze  des  geometrischen  Schattens)  und  entspricht 
der  früheren  Geraden  g\  Die  Gerade  g"  wird  auf  der  anderen  Seite  der 
Mittellinie  symmetrisch  zu  g'  gezogen. 

In  den  Punkten  S  und  S'  war 


811a; 


t^  — 1,      also      x  =  l/8A|^, 


in  den  Punkten  R  und  K  war  entsprechend 
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Beugung  der  ßöntgenstrahlen. 


Sl\x 


^  =  4,     also     n^\-YSXx 


Der  Figur  ist  eine  Skala  beigegeben,  welche  die  Werthe  der  Spaltbre'*^ 
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in  Theilen  von  ysTj^j  angiebt.  In  der  Höhe  von  SS'  steht  also  an 
der  Skala  die  Zahl  1,  in  der  Hohe  von  RR  finden  wir  die  Zahl  -- ,  wobei 
wir  uns  beide  Zahlen  mit  ]/8X[^  multiplicirt  zu  denken  haben.  In  der- 
selben Weise  sind  die  anderen  Zahlen  der  Skala   y-^  y  I/tä  y  ' ' '  ^^  lesen, 

welche  bez.  den  früher  benutzten  Werthen  |x|  =  (2,  lO,---)  rr  entsprechen. 

Die  beiden  strichpunktirten  Linien  entsprechen  den  früher  betrach- 
teten Hyperbelasten 

/'— r'=A      und      /'— r=2Ä. 

Sie  sind  hier  in  gleichseitige  Hyperbeln  übergegangen,  die  die  Linien 
MM  und  0  0  zu  Asymptoten  haben. 

Die  der  Figur  beigeschriebenen  Zahlenwerthe  bedeuten  100  J  und 
sind  den  früheren  kleinen  Tabellen  entnommen. 

Wir  verbinden  nun  solche  Punkte,  zu  denen  derselbe  Werth  von  J 
gehört,  je  durch  eine  Gurve.  Drei  solcher  Gurven  sind  in  der  Figur 
ausgezogen,  nämlich  «7^=0,25,  =0,10^  =0,04.  Die  Gurve  für  J=0,25 
folgt  im  Wesentlichen  der  geometrischen  Projection  des  Spaltes  (den 
Geraden  g'  und  p")  ausser  am  unteren  Ende  des  Spaltbildes,  wo  sie 
ziemlich  plötzlich  umbiegt.  Aehnlich  die  beiden  anderen  Gurven,  nur 
dass  sie  am  unteren  Ende  des  Bildes  in  einem  flacheren  Bogen  umbiegen. 
Nach  Gonstruction  weiterer  solcher  „Niveaulinien^^  würde  man  die  Inten- 
sitatsvertheilung  nach  Art  einer  Landkarte  vor  sich  haben. 

Indessen  ist  zu  beachten,  dass  für  den  Eindruck  auf  unser  Auge 
nicht  die  absoluten  sondern  die  relativen  Werthe  der  Intensität  mass- 
gebend  sind.  Das  Auge  vergleicht  unwillkürlich  die  Intensiföt  jeder  Stelle 
mit  der  an  benachbarten  Stellen,  hier  etwa  mit  der  Intensität  auf  der 
Mittellinie.    Wir  haben  deshalb  in  der  Figur  noch  diejenige  Gurve  punktirt 

eingezeichnet,  in  der  J  gleich  -j-  seines  Werthes  auf  der  Mittellinie  in 

gleicher  Höhe  ist,  oder,  was  dasselbe  ist,  in  der  der  relative  Intensii&ts- 

abfall   -j-  =  -T  beträgt.   Der  rechte  und  linke  Theil  dieser  Gurve  schliesst 

sich  nicht  zusammen;  sie  entfernen  sich  vielmehr  nach  unten  hin  von  ein- 
ander. Der  letztere  Umstand  hängt  mit  der  früher  betonten  Thatsache 
zusammen,  dass  die  Stärke  des  Intensitätsabfalles  mit  wachsender  Ent- 
fernung vom  Spalt  oder,  wie  wir' jetzt  lieber  sagen  wollen,  mit  ab- 
nehmender Breite  des  Spaltes  abnimmt. 

Wir  möchten  nun  etwa  die  Gurve   J  =  —   als  Grenze  des  dunkeln 

4 

AT  Q 

Kerns,  die  punktirte  Gurve  —f-  =  -r-  (wenigstens  in  ihren  unteren  Partien) 


als  Grenze  des  überhaupt  noch  siclitbanm  Spaithildea  aiiaprei-hen.  Dann  werden 
wir  anf  Grund  imserer  Figur  aagen  dürfen:  Am  unteren  Ende  des  Spaltr 
hiidrs,  KO  der  durdcle  Kern  aufhört,  heginnt  die  Breite  des  überhaupt  noch 
sichtbaren  pkotojp-ajAiscJwn  JiHdes  zu  wachsen.  Dea  Genaueren  können  wir 
etwa  drei  verschiedene  Abschnitte  in  unserem  Spftltbilde  unterscheiden: 
1)  Verfolgen  wir  das  Spaltbild  von  oben  her,  so  wird  sich  dasselbe  xu- 
HtKhsl  ivreni/en,  entsprechend  der  geometrischen  Gestalt  des  Spaltes.  Es 
iliesst  sich  nämlich  sowohl  die  Curve  J  ^  -^ ,  („Grenze  des  dnnkeln 
Kems'O  als  auch  die  Gurre  -7-^  v  G>^^i^^  der  noch  wahrnehmbaren  pho- 
tographischen Wirkung")  zonäciiBt  dicht  an  die  geometrische  Schattengrenze 
Bdes  Spaltes  (die  Geraden  g'  und  g")   an.     In  unserer  Figur  reicht   dieser 

werete  Abschnitt  etwa  bis  an  den  Skalentheil    i^—   heran.     Die  Intensität 

■.der  Duokeltärbung  ist  durcbw^  stark,  am  stärksten  in  der  Mitte,  wo  an 

{einer  Stelle  das  Maximum  J='  1,20  erreicht  wird;   der  Abfall  nach   den 

ISndem   findet  ziemlich   plötzlich  statt.     2)    Hieraaf  folgt  ein  Abschnitt 

rösslcr,  ziemlich  gkidibleihenäer  Einschnitnmg  des  SjMiltbildes :  in  unserer 

Figur  ma^  er  etwa  von  dem  Skalentheile  y  ^  bis  y  r^  reichen.  Die 
[otensität  der  Dunkelfärbung  in  der  Mitte  ist  noch  beträchtlich,  da  immer 
Aoch  J>0,25  ist;  die  Breite  des  dunkeln  Kerns  nimmt  in  diesem  zweiten 
^bsclinitte  nach  unten  hin  ab  (s,  die  Curve  ^"1=  — -1,  während  die  Breite 
desjenigen  Gebietes,  in  dem  eine  photographische  Wirkung  noch  sichtbar 
ist,  nicht  weiter  abnimmt   (s.  die  Curve    -.-  ^  t)  •     ^)    Endlich   haben 

wir  einen  dritten  Abschnitt,  in  der  Figur  von  y  ,,.  bis  0  reichend,  in 
dem  ein  dutdcler  Kern  nidit  mehr  walimehmbar  ist  und  tlas  Gebiet  der 
sichtbaren  photographisclien  Wirkung  sieh  seitlich  ausikhnt.  Der  Intensitäts- 
ahfall  von  der  Mitte  nach  den  Seiten  hin  ist  kaum  mehr  merklich,  die 
Intensität  selbst  überall  sehr  achwach. 

Vergleichen  wir  nun  diese  theoretische  Bestimmung  des  SpaltbUdee 
mit  der  experimentellen  von  Haga  onii  Wind,  so  scheint  uns  eine  durch- 
greifende Aehnlichkeit  beider  unverkennbar.  Bei  der  Vergleichimg  ist 
natürlich  zu  beachten,  dass  die  Maasstäbe  unserer  Figur  l'J  und  der  von 
Uaga  und  Wind  publicirten  Vergrösserung  ihrer  Originalaiifnahmen  ver- 
schiedene sind.  Die  Neigung  der  Spaltränder  gegen  die  MitteUinie  be- 
tragt bei  uns  etwa  1  :  7,  während  sie  bei  Uaga  und  Wind  etwa  1:6000 
beträgt.  Unsere  Figur  müssteu  wir  also  in  seitlicher  Richtung  ausser- 
.  ordentlich  stark  comprimiren  und  in  der  Längsrichtung  auseiuanderzieheu, 
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bevor  wir  eine  Ueberemstimmung  mit  Haga-Wind  auch  den  Grössen- 
Terhältnissen  nach  erwarten  können. 

Ans  dieser  üebereinstimmung  möchten  wir  nun  zunächst  die  Folgerung 
ziehen: 

Ihss  unsere  Impulshypothese  mit  den  Beobachtungen  von  Haga  und 
Wind  ujohl  vereinbar  ist. 

Sodann  mochten  wir  durch  den  Vergleich  des  theoretischen  und  des 
beobachteten  Spaltbildes  wenigstens  zu  einer  ungefähren  Bestimmung  der 
Impulsbreite  X  kommen. 

Eine  deutliche  Verbreiterung  des  Spaltbildes  stellt  sich  bei  Haga 
und  Wind  etwas  unterhalb  der  Marke  6  ein,  welche  einer  Spaltbreite 
Ton  8,5  fi  entspricht;  die  intensive  Dunkelfärbung  der  Mittellinie  hört 
etwas  oberhalb  derselben  Stelle  auf.  Beide  Umstände  weisen  uns  darauf 
hin,  dass  wir  den  Anfang  unseres  ,,dritten  Abschnittes'^  etwas  oberhalb 
jener  Marke,  etwa  bei  einer  Spaltbreite  x  =  9ft  zu  suchen  haben.  Der 
ganze  obere  Theil  des  beobachteten  Beugungsbüdes  würde  zu  unserem 
Abschnitt  2  gehören.  Unser  Abschnitt  1  mit  dem  Maximum  der  Inten- 
sität 1,20  würde  erst  bei  grösseren  Spaltbreiten  auftreten,  als  sie  bei  den 
Haga-Wind' sehen  Beobachkingen  vorkamen. 

Der  theoretische  Werth  der  Spaltbreite,  welche  zu  dem  Anfange 
des  Abschnittes  3  gehört,  ist  nach  Figur  16  ungefähr: 


i/8iR-y^- 


Setzen  wir  diesen  Werth  gleich  9ft  =  9  •  10~*  mm,  sowie  den  Abstand 
\x\  von  photographischer  Platte  und  Spalt  gleich  750  mm  wie  oben  an- 
gegeben, so  folgt 

A  =  H_?l  10-6  inm  =  13  5  .  iq-s  ^m 

=  0,13  (1(1, 

Die  Impulsbreite  betrug  hiemach  bei  den  Versuchen  von  Haga  und  Wind 
wenig  mehr  ais  eine  Angström- Einheit  Der  zugehörige  Werth  der  Impuls- 
dloiier  wird  alsdann 

r  =  y  =  0,4  .  10-18  sec. 

In  einer  vorläufigen  Mittheilung  über  denselben  Gegenstand  (vgl.  die 
Anm.  auf  pag.  11)  habe  ich  den  Werth  von  A  ca.  25  mal  so  gross 
(nämlich  =  3,3  ft/i)  angegeben.  Mir  stand  damals  nur  die  Theorie  der 
Beugung  an  einer  Halbebene  zu  Gebote,  und  ich  musste  meine  Schlüsse 
aus  dem  Betrage  der  seitlichen  Verbreiterung  des  Spaltbildes  ziehen  (in 
der  am  Ende   von   §  8    geschilderten  Weise).     Gerade   diese   wird   aber 
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durch  die  Abweichaiige&  unBerer  Theorie  von  der  Wirklichkeit^  die  wir 
am  Anfange  dieses  Paragraphen  zusammengestellt  haben  (s.  besonders 
unter  5)  pag.  88),  vergrossert.  Es  ist  daher  von  vornherein  wahrschein- 
lich, dass  der  frflher  angegebene  Werth  zu  gross  ausfallen  musste.  Jeden- 
falls yerdient  die  jetzige  Bestimmung  yiel  mehr  Vertrauen,  da  sie  anf 
Ghund  der  Theorie  des  Spaltes  gewonnen  ist  und  sich  auf  die  am  meisten 
charakteristischen  Eigenschaften  des  Spaltbildes  gründet 

Uebrigens  gelten  über  die  Abhängigkeit  des  Beugungsbildes  yon  der 
Impulsbreite  dieselben  Bemerkungen,  die  pag.  50  bei  der  Halbebene 
gemacht  wurden.  Bei  geringerer  Verdünnung  des  Eathodenraumes  und 
dementsprechend  grösserer  Breite  des  Impulses  würde  der  Beugungseffect 
leichter,  d.  h.  schon  bei  grosserer  Spaltbreite  oder  geringerer  Entfeniang 
vom  Spalt  zu  beobachten  sein.  Vermuthlich  dürfte  der  oben  gefundene 
Werth  von  l  schon  einen  sehr  „jähen''  Impuls  charakterisiren;  wenn  man 
die  Versuche  mit  weniger  durchschlagskraftigen,  also  beugungsfahigeren 
Impulsen  wiederholt,  wird  man  voraussichtlich  grössere  Werthe  von  A  finden. 

Wir  haben  hier  nur  den  allgemeinen  Charakter  des  Spaltbildes  be- 
rücksichtigt und  die  Thatsache  betont,  dass  unterhalb  derjenigen  Stelle, 
wo  der  dunkle  Kern  verschwindet  (x  =  9  ft)  eine  Verbreiterung  des  Spalt- 
bildes eintritt.  Daneben  legen  die  Beobachter  selbst  auch  darauf  Gewicht, 
dass  mehrere  solche  Verbreiterungen  an  verschiedenen  Stellen  des  Spaltes 
(nämlich  bei  dem  von  uns  herangezogenen  Versuch  für  x  »=  7,  6,  5  und  4fi) 
vorhanden  sind.  In  den  Reproductionen  sind  diese  Verbreiterungen  nicht 
sehr  deutlich  ausgeprägt^  dagegen  waren  sie  auf  dem  unter  dem  Mikroskop 
betrachteten  originalen  Beugungsbilde,  welches  Herr  Wind  auf  der  letzten 
Naturforscher- Versammlung  zeigte,  unverkennbar. 

Wenn  sich  diese  lokalen  Verbreiterungen  auch  bei  künftigen  Ver- 
suchen bewähren,  so  würden  wir  sie,  wie  oben  pag.  87  unter  2)  an- 
gedeutet, von  dem  Boden  unserer  Anschauung  aus  durch  die  Annahme 
zu  erklären  haben,  dass  sich  die  Röntgenstrahlung  aus  verschiedenen,  ver- 
schieden breiten  Impulsen  zusammensetzt,  die  entweder  gleichzeitig  oder 
nach  einander^)  auftreten  mögen.  Jede  lokale  Verbreiterung  würde  auf 
eine  bestimmte  Impulsbreite  hinweisen. 

Die  Vorstellung  von  dem  Zusammenhange  der  Kathoden-  und  Röntgen- 
strahlen lehrt  (vgl.  die  pag.  12  citirte  Arbeit  von  J.  J.  Thomson),  dass 
in  dem  extremen  Falle,  wo  die  Kathodenpartikelchen  mit  lÄchtgesckunn- 
digkeit  fliegen  imd  wo  sie  bei  der  Erzeugung  der  Röntgenstrahlen  ptöUiick 
zur  Ruhe  kommen,  die  Impulsbreite  gleich  dem  Durchmesser  der  Kathoden- 
partikelchen werden  würde.    Da  die  genannten  Voraussetzungen  nie  genau 


1)    Vgl.  C.  H.  Wind,  Wiedemann*8  Annalen  68  (1899),  pag.  901. 
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erfüllt  sein  können^  wird  die  Impulsbreite  in  Wirklichkeit  grösser  wie 
jener  Durchmesser  sein.  Nun  schätzt  man  den  Radius  der  Wirkungs- 
sphäre der  ponderabeln  Moleküle  (==  Durchmesser  der  Moleküle)  be- 
kanntlich etwa  zu  04  bis  O^öftft^);  den  Durchmesser  der  Kathoden- 
partikelchen,  deren  Masse  1000  mal  so  klein  ist,  wie  die  der  ponderabeln 
Moleküle,  werden  wir  10  mal  so  klein  wie  den  Durchmesser  der  ge- 
wöhnlichen Moleküle  vermuthen.    Wir  werden  also  erwarten  müssen,  dass 

mindestens 

A  >  0,01  ftft 

wird.  Wie  man  sieht,  ist  der  oben  gefundene  Werth  von  A  mit  dieser 
Ungleichung  wohl  vertragUch. 

Die  Herren  Haga  und  Wind  haben  ihrerseits  bereits  einige  — 
allerdings  sehr  kurze  —  Angaben  darüber  gemacht,  wie  sie  sich  die 
theoretische  Verwerthung  ihrer  Beobachtungen  denken;  nähere  Ausfüh- 
rungen sollen,  wie  ich  erfahre,  folgen.  Der  Gedankengang  dieser  Forscher 
iat  Ton  dem  unsrigen  principiell  verschieden;  trotzdem  liegen  die  Resultate 
nicht  weit  auseinander. 

Die  Herren  Haga  und  Wind  stellen  sich  von  vornherein  auf  einen 
mögUchst  umfassenden  Standpunkt;  sie  denken  sich  die  Erregung  in  der 
Quelle  durch  eine  beliebige  Zustandsfunction  f{C)  gegeben  und  lassen  es 
unentschieden,  ob  diese  Function  einer  periodischen  Schwingung  oder 
einem  bez.  einer  Reihe  von  aperiodischen  Impulsen  etc.  entspricht.  Nach 
dem  Fouri  er 'sehen  Satz  wird  nun  f{t)  in  eine  Serie  von  rein  harmo- 
nischen Componenten  zerlegt  und  die  einzelne  Componente  nach  den 
Methoden  der  gewöhnlichen  Beugungstheorie  behandelt.  Die  Wellen- 
längen der  am  stärksten  vertretenen  oder  sonst  in  gewisser  Weise  aus- 
gezeichneten') }iarmonischen  Componenten  sind  fQr  die  Zustandsfunction 
{{()  und  für  die  Beschaffenheit  der  Röntgenstrahlung  charakteristisch.  In 
diesem  Sinne  wird  direct  von  der  „Wellenlänge  der  Röntgenstrahlen^'  ge- 
sprochen und  dieselbe  zu  0,01  bis  0,2  ftft  bestimmt. 

In  meiner  cit.  ersten  vorläufigen  Mittheilung  habe  ich  die  vorstehend 
wiedergegebene  Meinung  der  Herren  missverstanden  imd  gesagt,  dass  sie 
die  Röntgenstrahlung  „als  einen  rein -periodischen  oder  in  gewisser  Weise 
unregelmässig  periodischen  Vorgang^'  auffassen,  während  sie,  wie  ich 
von  Herrn  Wind  erfahre,  als  einen  möglichen  Specialfall  ihrer  all- 
gemeinen Zustandsfunction  f(()  gerade  auch  den  später  von  mir  be- 
handelten Impuls  im  Auge  hatten. 


1)  YgL  z.B.  Wüllner,  Experimentalphysik  I,  §  104  und  122. 

t)  Vgl.  hierzu  C.  H.  Wind^  Ann.  der,  Phys.    (Wiedemann)   Bd.  68,   pag.  896, 
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üebrigens  war  unser  ursprünglicher  Ansatz  in  dieser  Arbeit  keineswegs 
auf  den  extremen  FaU  des  einmaHgen  Impubies  beschränkt;  da  wir  die  ein- 
fallende Störung  ursprünglich  durch  eine  beliebige  Zustandsfunction/'(x-f^O 
gegeben  dachten;  unser  ursprünglicher  Ansatz  umfasst  daher  (ebenso  wie 
der  Ton  Haga  und  Wind)  das  ganze  Gebiet  der  möglichen  Strahlungs- 
Yorj^mge  (z.  B.  die  periodische  Welle  der  Optik,  wenn  wir  f(ß)  mit  e" 
identificiren).  Nur  bei  der  Entwickelung  specieUer,  besonders  numerischer 
Resultate  mussten  wir  uns  auf  den  Fall  des  Impulses  beschranken,  wahrend 
die  Theorie  von  Herrn  Wind  auch  in  ihrer  weiteren  Durchführung  den 
Vorzug  voller  Allgemeinheit  bewahrt. 

Ich  will  schliesslich  die  Ghründe  auseinanderlegen,  derentwegen  ich 
seinerzeit  bei  der  Inangriffnahme  des  vorliegenden  Problems  von  der 
Zurückführung  der  Impulsbeugung  auf  die  Beugung  periodischer  Wellen 
im  Sinne  der  Herren  Haga  und  Wind  absehen  zu  sollen  glaubte,  bemerke 
aber  ausdrücklich,  dass  ich  nach  Bücksprache  mit  Herrn  Wind  diesen 
Gründen  selbst  kein  volles  Gewicht  mehr  beilege  (vgl.  die  Anm.  unten). 

Will  man  einen  unperiodischen  für  alle  Zeiten  definirten  Vorgang 
f{()  nach  Fourier  darstellen,  so  bedarf  man  dazu  genau  genommen  des 
Fourier^schen  Integrals.  Benutzt  man  nämlich  die  Fourier'sche  Reihen- 
darsteUung,  indem  man  ein  beliebiges  Zeitintervall  T  als  Periode  der  Eni- 
Wickelung  zu  Grunde  legt,  so  stellt  man  in  Wahrheit  nicht  die  gewünschte 
imperiodische,  sondern  eine  periodische  Function  von  der  Periode  T  dar, 
z.  B.  in  unserem  Falle  nicht  den  einzelnen,  einmaligen  Impuls,  sondern 
eine  unendliche  Serie  von  solchen  Impulsen,  die  in  dem  zeitlichen  Ab- 
stand T  aufeinander  folgen. 

Die  Zerlegung  des  unperiodischen  in  periodische  Vorgänge  mittels 
des  Fourier'schen  Integrals  aber  bringt  es  mit  sich,  dass  neben  Vorgangen 
von  kurzer  auch  solche  von  langer,  ja  von  unendlich  langer  Periode  be- 
nutzt werden.  Nun  ist  es  klar,  dass  die  übliche  Beugungstheorie  nur 
auf  die  kurzen  Schwingungen  der  Optik  passt;  was  die  Beugung  der 
langsamen  Schwingungen  betrifft,  die  im  Fourier'schen  Integrale  vor- 
kommen, so  hätte  ich  auf  meine  für  beliebige  Wellenlänge  gültigen 
Beugungsformeln  zurückgreifen  müssen,  die  ich  Math.  Ann.  Bd.  47  ent- 
wickelt  habe.^)     Ueberdies   schien   es   mir,   dass   dieser  Weg,   wenn  er 


1)  Theoretisch  lässt  sich  gegen  die  Ausführnngen  des  Textes  wohl  kaum  etwas 
einwenden.  PractiBch  wird  allerdings  auch  bei  einem  aperiodischen  Vorgang  eine 
Entwickelung  in  eine  Fourier^sche  Eeihe  dann  zulässig  sein,  wenn  die  Zeit  des  Ab- 
laufs der  Störung  an  jeder  Stelle  des  Baumes  klein  ist  gegen  das  Entwickelungs- 
intervall  T,  wenn  also  der  ganze  Vorgang  überall  merklich  zu  Null  abgenommen 
hat ,  bevor  die  neue  nach  der  Zeit  T  einsetzende  Störung  herangekommen  ist.  Pft^s 
sich  bei  den  Röntgenstrahlen  ein  jener  Bedingung  genügendes  Entwickelungsintenaü 
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sich  überhaupt  gangbar  erwieS;  ein  Umweg  gewesen  wäre  und  zu  weniger 
durchsichtigen  Resultaten  geführt  hätte,  wie  die  directe  Inangriffnahme 
des  onzerlegten  Impulses. 

Zu  Gunsten  des  von  mir  eingeschlagenen  Weges  sei  noch  dieses 
bemerkt:  Ein  einmaliger  Impuls  ist  fri^los  ein  ebenso  einfaches  Ding, 
wie  eine  fortgesetzte  Schwingung.  Dass  man  sich  mit  der  Beugung  der 
SchwingungsTorgange,  nicht  aber  mit  der  der  Impulse  von  altersher 
beschäftigt  hat,  ist  Sache  des  Zufalls.  Unser  einmaliger  Impuls  stellt 
sozusagen  das  eine  äusserste  Extrem  der  Strahlungsvorgange  dar,  deren 
anderes  Extrem  die  periodische  Welle  bildet.  Es  mag  immerhin  sein, 
daas  bei  den  Röntgenstrahlen  jenes  Extrem  nicht  vollständig  realisirt 
wird,  ebenso  wenig  wie  in  der  Optik  dieses.  Die  Röntgenstrahlen  sowohl 
wie  die  optischen  Strahlen  mögen  beide  zwischen  den  völlig  unperiodischen 
ond  den  völlig  periodischen  Vorgangen  liegen,  jene  naher  dem  einen, 
diese  naher  dem  anderen  Extrem.  Trotzdem  ist  es  berechtigt  und  im 
Interesse  der  EinfEU^hheit  der  mathematischen  Behandlung  geboten,  das 
eine  Extrem,  den  Impuls,  ffir  sich  zu  behandeln,  so  gut  wie  das  andere, 
die  rein  periodische  Welle. 

T  angeben  lässt,  beabsichtigt  Herr  Wind  näher  auszuführen.  (Vgl.  Physikalische 
Zeitschriit,  December  1900.)  Ist  dieses  T  überdies  sehr  klein  (von  der  Ordnung  der 
Idchtechwingnngsdauer),  so  werden  die  obigen  Einwände  practisch  hinfällig.  Ich 
itimme  daher  mit  Hm.  Wind  darin  überein,  dass  yon  einer  principiellen  üeberlegen- 
heit  der  einen  oder  anderen  Methode  im  Ernste  nicht  die  Rede  sein  kann.  Jede  hat 
ilure  Vonüge  und  Schwächen.  Der  Vorzug  der  Wind 'sehen  Behandlung  besteht  in 
i^  grSflseren  Allgemeinheit  und  Anpassungsfähigkeit  an  die  Versuchsanordnung, 
der  Vorzug  der  meinigen  in  der  grösseren  Anschaulichkeit  und  concreten  Bestimmtheit 
der  Schlmsresultate  sowie  in  einer  gewissen  strengeren  Formulirung  der  Grundlagen.' 


Zfittehrift  f.  Mathematik  tt.  Physik.  M.  Band.  1901.  1.  u.  2.  Heft. 
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^Mktö  der  Linsen,  Bestimmung  der  Konstanten 
der  Linsen. 

Von  Dr.  Anton  Kjllermann, 

KUslgl.  R»ll«hiir  «n  der  LultpoldkreiiTiiilichul«  in  ManclKm. 
Mit  lithogr.  Tafel  I. 

Wenn  ein  Lichtstrahl  an  die  Grenze  zweier  Medien  kommt,  so 
erfährt  er  dort  erfahrungsgemäas  eiiierseita  Reflexion  in  das  erste 
Medium  und  andererseits  Brechung  in  das  neun  Medium  nach  den 
bestehenden  Reflexions-  und  Brechungagesetzen,  wofern  nicht  der 
Lichtstrahl  unter  einem  solchen  Einfallswinkel  ankommt,  dass  der 
Grenzwinkel  erreicht  oder  Überschritten  ist  und  dann  der  Strahl  nur 
Reflexion,  Totalreflexion,  erfährt. 

Überblickt  man  die  bisherigen  physikalischen  Untersuchungen  und 
Gesetze  über  Linsen,  so  sieht  man  sofort,  dass  diese  Betrachtungen 
nicht  vollständig  sein  dürften,  indem  sie  nur  die  Brechung  durch  die 
Linsen  beschreiben  und  erklären',  aber  nicht  die  auch  stattfindende 
Reflexion  und  deren  Gesetze  berücksichtigen,  wiewohl  diese  letztere 
auch  tJrsaclie  von  interessanten  Erscheinungen  ist,  deren  Studium  sich 
nicht  minder  wichtig  für  die  Theorie  und  Praxis  erweist  als  das  der 
bereits  bekannten  Linsengesetze.  Zudem  erhellt  ohne  weiteres,  dass 
durch  die  Nichtbeachtung  der  stattfindenden  Reflexionen  der  weitaus 
grössere  Teil  der  physikalischen  Erscheinungen  an  der  Linse  sich  der 
Rechnung  und  Beobachtung  entzieht,  so  dass  die  heutige  Linsentheorie 
gewisaermassen  nur  das  erste  Glied  zu  einer  grossen  Reihe  von  Gliedern, 
den  neu  zu  gewinnenden  Gesetzen,  bildet. 


IJberBioht. 

Von  diesem  Gesichtspunkte  ausgehend  bezweckt  gegenwärtige  Ab- 
handlung die  Lösung  folgender  Aufgaben,  die  gleichzeitig  eine  kurze 
Übersicht  über  die  ganze  Arbeit  geben: 

l.  Aufstellung  einer  einzigen,  allgemein  giltigen,  ge- 
schlossenen Formel  für  sämtliche  Brennweiten,  die 
sich    bei   der  Vernachlässigung   der  Linsendicke    unter  Berück- 
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sichtigang   aller  Reflexionen   und  Brechungen  durch  die  Linse 
ergeben. 

Diskussion  der  erhaltenen  Formel  und  allgemeine  De- 
finition der  Begriffe:  ^^Eonvex-  und  Eonkaylinse^^  an 
Hand  der  erhalt^en  FormeL 

2.  Einführung  der  Linsendicke^  Berechnung  der  durch  die 
Vernachlässigung  der  Linsendicfce  sich  ergebenden  Korrektions- 
glieder ersten  Grades^  speziell  für  Plankonvexlinsen. 

3.  Beschreibung  von  angestellten,  die  Theorie  besfötigenden 
Experimenten. 

4.  Anwendung  der  gefundenen  Gesetze  zur  einfachen  Be- 
stimmung der  Eonstanten   der  Linse,   Gentrieruug  yon  Linsen 

.und  Blenden  in  Rohren. 


Abhandlung. 

L  AuMellnng  einer  einzigen,  geschlossenen  Formel 
fBr  die  Brennweite.    Diskussion  der  Formel. 

Von  einem  leuchtenden  Punkte  in  der  optischen  Axe  einer  Eonvex- 
linse,  deren  Erümmungsradien  r^  und  r^  sind  und  deren  Brechungs- 
index durch  n  g^eben  ist,  falle  ein  Lichtstrahl  auf  die  Linse.  Der 
Allgemeinheit  der  Betrachtung  wird  durch  Annahme  einer  Eonvexlinse 
kein  Eintrag  gethan,  da  ja  über  die  Erümmungsradien  nachtrl^lich 
sowohl  bezüglich  Grösse  als  auch  Vorzeichen  beliebig  yerfügt  werden 
kann,  wodurch  sich  die  gewonnenen  Gesetze  sofort  auf  alle  Linsen- 
arten anwenden  lassen.  Der  Brechungsindex  n  sei  zunächst  grosser 
ab  die  Einheit,  ohne  dadurch  eine  Spezialisierung  zu  bewirken,  da  die 
Orosse  tou  n  für  die  Ableitung  gleichgiltig  ist.  Ausserdem  wird  be- 
merkt, dass  ebenso  von  vornherein  den  Ausführungen  die  Annahme 
zQ  Grunde  gelegt  wird,  dass  die  vorkommenden  Winkel  so  klein 
seien,  dass  statt  sin  und  tg  der  Winkel  selbst  in  Bogenmass  aus- 
gedrückt gesetzt  werden  darf,  wie  diese  Annahme  ja  auch  stets  bei 
der  Ableitung  der  Linsengesetze  gemacht  wird.  Die  Dicke  der  Linse 
mSge  femer* gegen  die  übrigen  Grössen  verschwindend  klein  sein,  so 
dass  sie  in  den  allgemeinen  Formeln  gleich  Null  zu  setzen  ist. 

Allgemeine  Betrachtung. 

Der  bei  der  Untersuchung  einzuschlagende  Weg  veranschaulicht 
sich  leicht,  wenn  man  zusieht,  welche  Gesetze  der  Lichtstrahl  auf  seinem 
Wege  befolgt  Beiliegende  Zeichnung  soll  dies  an  Hand  folgender  Er- 
klärung naher  darthun  (Fig.  1). 
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Der  Lichtstrahl  geht  von  A,  einem  Punkte  der  optischen  Aie  aus 
und  trifi't  in  C  auf  die  Vorderfläche  (r,)  der  Linas.  In  diesem  Punkte 
erfährt  der  Lichtstrahl  eine  Teilung;  ein  Teil  wird  in  C  reflektiert 
—  CE  —  und  ein  anderer  Teil  dringt  in  die  Linse  mit  Brechung  ein. 
Der  reflektierte  Strahl  rückwärts  verlängert  schneidet  in  B^ ,  der  ge- 
brochene Strahl  in  £,  die  optische  Axe.  Die  Konstruktion  dieser 
Punkte  ergieht  sich  nach  den  geltenden  Reflexious-  und  Brechungs- 
gesetzen leicht,  ebenso  auch  die  Konstruktion  der  folgenden  Punkte, 
die  nach  den  bekannten  Gesetzen  ausgeführt  werden  kann. 

Unser  weiteres  Interesse  heansp nicht  der  gehrochene  Strahl  CB^. 
Dieser  Strahl  trifft  in  dem  Punkte  }>  die  zweite  Kugetfläche  (r.)  und 
tritt  dort  aus  der  Linse  aus,  um  nach  den  bekannten  Linsengesetzen 
wieder  die  Ase  zu  treffen  und  den  bekannten  Bildpunkt  B  zu  erzeugen. 
Indes  tritt  in  Punkt  D  der  Strahl  nur  zum  Teile  aus,  teilweise  wird 
er  an  der  Kugelfläehe  (fg)  reflektiert  und  acbneidet  die  optische  Äie 
in  einem  Punkt  B^.  Dieser  reflektierte  Strahl  kommt  nun  in  C, 
wieder  zur  ersten  Kugelfläche  zurück,  erfährt  dort  wieder  eine  Teilung, 
indem  ein  Teil  aus  der  Linse  nach  vorne  austritt,  ein  anderer  Teil 
aber  abermals  reflektiert  wird.  Der  austretende  gebrochene  Teil  trifft 
in  7f|  die  optische  Axe,  während  der  reflektierte  Strahl  in  B^  die 
Axe  achneidet  und  in  I)^  die  y.weite  Kugelfläche  trifl't.  Im  Punkte 
i),  wiederholt  sich  nun  abermals  der  bereits  besprochene  Vorgang;  ein 
Teil  tritt  aus  der  Linse  aus,  trifll  in  B,  die  Axe,  ein  Teil  wird  wieder 
reflektiert,  um  dann  abermals  von  der  ersten  Kugelfläehe  gebrochen 
und  zum  Teil  wieder  reflektiert  zu  werden.  Diese  Eracheiuung  wieder- 
holt sich  unzählige  Male,  wenn  nicht  durch  zufällige  oder  beabsichtigte 
Konstruktion  der  Ltnae  die  Gesetzmässigkeit  der  Aufeinanderfolge 
der  B  und  R  durch  Totalreflexion  verhindert  wird.  Die  einzelnen 
Lichtstrahlen  verlieren  natürlich  auf  ihrem  beschriebenen  Wege  teils 
durch  Absorption  und  Diffusion,  teils  durch  die  erwähnte  stets  statt- 
findende Teilung  immer  mehr  und  mehr  an  Intensität,  so  dass  der  ei- 
perimentelle  Nachweis,  der  wohl  sehr  gut,  wie  später  beschrieben  ist, 
ftlr  die  ersten  vier  Bildpunkte  .  . .  £  B,  ü,  Üj  . . .  geführt  werden  kann, 
für  die  weiteren  Bildpunkte  leider  nicht  mehr  möglich  ist.  Indes  ist 
die  theoretische  Untersuchung  deshalb  doch  nicht  ohne  Interesse. 

Obige  Betrachtung  zeigt  nun,  dass  zu  einem  leuchtenden 
Punkte  A  unzählige  Bildpunkte  ausserhalb  der  Linse,  sowohl  vor 
derselben  als  auch  hinter  derselben,  gehören.  Einem  unendlich  fernen 
Punkte  A  entsprechen  demnach  ebensoviele  Brennpunkte  vor  und  hinter 
der  Linse  wie  im  vorigen  Falle  Bildpunkte,  also  unendlich  viele 
Brennpunkte. 
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Nach  diesen  allgemeinen  .Beti'acbtungen  bezweckt  die  weitere 
Untersuchung,  die  theoretische  Ableitung  .-hierfür  zu  geben,  d.  h.  den 
Zusammenhang  aufzustellen  zwischen  d^/E!qB^tanten  der  gegebenen 
Linse  und  den  Entfernungen  des  leuchtenden  öbjo&ts  .(a)  und  der  durch 
das  leuchtende  Objekt  entworfenen  Bildpunkte  Yo^  .der  Linse,  sowie 
alle  Brennweiten  zu  bestimmen.  /     /.'• 


•  •  • 


Theoretisohe  Untersnohiing.  '**-•  / 

I.  Reflexion  an  der  Vorderfläche  der  Linse: 

Der  Lichtstrahl  ÄC  wird  von  der  Vorderfläche  (r^)  der 
Linse  nach  dem  Gesetze  über  sphärische  Spiegel  teilweise  re- 
flektiert    und     folgt,     wenn     AS^^  a  ^  Gegenstandsweite, 

SiB\  =-  61  =  Bildweite  und  /  «=  —  ^  «  Brennweite   ist,    dem 
Gesetze: 

rt      61     /'     '  2' 

hierbei   ist  f  die   dem  a  =  <x>   entsprechende   Bildweite   oder 
Brennweite. 

IL  Brechung  durch  die  L  Fläche  der  Linse  (1  Brech.): 

Der    gebrochene    Lichtstrahl  CB^   folgt   dem   bekannten 

Brechungsgesetze,  wenn  AS^  ==  a  Gegenstandsweite,  S^B^^^  6,  — 

Bild  weite,   n  »  Brechungsindex    und   rj>*  Radius   der   Eugel- 

fläche  I: 

In  n  —  1^ 

woraus  62  zu  berechnen  ist. 

III.  Reflexion  in  der  Linse  an  Fläche  II  (1  Refl.  1  Brech.): 

Der  Lichtstrahl  CB^  trifft  in  D  die  zweite  Fläche  der  Linse 
und  wird  dort  reflektiert.  Für  ihn  ist  B^S,  =  d  —  6,  «  Gegen- 
standsweite, wobei  d  «  Dicke  der  Linse;  63  ■=■  Sj-B,«*  Bild- 
weite, r^ » Radius  der  Fläche  ü.  Diese  Reflexion  ist  durch 
die  Formel  bestimmt: 

T — j-  +  -7—  =*  —    (Gesetz  der  Reflexion). 

Dazu  kommt  noch  die  Formel  in  II,  aus  der  sich  b^  be- 
stimmt, nämlich: 

i  +  ^  _  ^LzA    (aus  Nr.  U). 


\Q2  BrenniHiiikte  der  Luueii  etc. 

IT.  Brechung  darch  FUc'fr^  n'der  Linse  (2  Breck): 

Der  Licht8ti)rabi^.€^£^  =  CD  wird  in  D, gebrochen  nach 
demselben  Breäittogsgesets  wie  in  Nr.  11,  nur  tritt  statt: 

./'.'Clin^  statt  fi und   statt  r^ r,   ein,   so   dass  sich  er- 


giebt: 


n 
1    .    n        M— 1 


— h  T-  =" (ww  Nr.  n  »nr  Ber.  v.  i^), 


1  1         _m ^ 

oder,  wenn  man  d  —  0  setzt: 

»1        »— 1 


d-O. 


Daher  durch  Addition: 

_  +  __(„_!)  |^_  +  _J^_. 

NB.  Die  hier  in  Nr.  I  und  II  und  IV  angegebenen  Formeln  sind 
die  bereits  bekannten  und  verwendeten  Linsengesetse^  die  nur  der 
Allgemeinheit  der  Betrachtung  und  nachherigen  Verwendung  wegen 
angegeben  werden. 

y.  Brechung  durch  Flache  I  der  Linse  (1  Refl.  2BreGh.): 

Der  Lichtstrahl  CD,  der  in  D  nach  den  in  IQ  angegebenen 
zwei  Gesetzen  nach  Punkt  B^  reflektiert  wird,  gelangt  Ton 
diesem  Punkte  aus  als  Lichtstrahl  B^C^  nach  Punkt  C^  der 
Flache  I  der  Linse  und  wird  dort  aus  der  Linse  heraus  nach 
Tome  gebrochen  nach  den  Cresetzoi: 


n 


wobei: 


-(d-\)   '  -»jr, 


—  (^rf  —  65)  —  S|^  —  Gegenstandsweite, 
-Xi-SjiJ,- Bildweite, 

-  >—  Brechungsindex,  r^  >*  Kugelradius. 

Formt  man  obige  Formel  um  und  schreibt  noch  die  zwei 
in  Nr.  III  gefundeneu  Gesetze ,  die  gleichzeitig  gelten,  dazu, 
so  erhält  man  folgende  drei  Gleichungen: 
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1 
a 

+ 

n 

- 

n-1 

d 

1 

+ 

1 

6. 

= 

8 

n 

+ 

1 

- 

n-1 

• 

d 

-6. 

r.    ' 

(aus.  III). 


Daher: 


setzt  man  nun  d » Linswdicke  «  Null  und  multipliziert  die  zweite 
Gleichung  mit  n  und  addiert  diese  drei  Gleichungen^  um  b^  und  63  als 
nicht  messbare  Grossen  zu  beseitigen^  so  erhält  man: 

Aus  der  nunmehr  erhaltenen  Formel  ist  folgendes  zu  ersehen: 
Das  Glied  . . .  2  h^-  +  -      ist   eine   Konstante,    es   spiielt  hierin   der 

Radius  des  zweiten  Eugelkreises  eine  Hauptrolle.  Setzt  man  den 
ganzen  Ausdruck  »  ^fj}  so  stellt  I/'  den  Bildpunkt  für  a  —  00  dar  und 

giebt  somit  einen  Brennpunkt  an,  der  um  die  Grösse  F"  vor  der 
Linse  liegt  und  ein  reeller  Brennpunkt  ist,  da  für  die  obigen  Annahmen 
in  ihm  die  wirklichen  Strahlen  zusammentreffen.  Die  Bezeichnung  F/* 
dient  zur  Hervorhebung  der  dem  r^  zukommenden  Hauptrolle  und  der 
Anzahl  der  in  der  Linse  Yorkommenden  Reflexionen  (I). 

Kehrt  man  diese  Linse  um,  d.h.  vertauscht  man  r^  mit  r,,  so 
ändert  sich  in  der  gefundenen  Formel  sonst  nichts,  als  dass  jetzt  die 
Grösse  r^  ebendieselbe  Hauptrolle  spielt,  wie  vorher  r,  und  dadurch 
bei  Verschiedenheit  der  Radien  auch  die  neue  Brennweite  in  F/  ver- 
ändert, was  jetzt  auch  ein  anderes  x^  bedingt.    Es  gilt  dann  die  Formel: 

hierbei  bedeutet   ^  =■  (n  —  1)  ( — | — )    die    reziproke,    gewöhnliche 

Brennweite  obiger  Linse. 

Bezüglich  der  Grössen  F}^  und  Fi  ist  zu  bemerken,  dass  beide 
fBr  die  nunmehr  positiven  r^  und  r^  (bei  Konvexlinsen)  stets  kleiner 
sind  und  sein  müssen  als  die  Brennweite  F^  und  zwischen  den  Grenzen 

Null  und  -~  sich  bewegen  werden. 


Brennpunkb'  <let  Linitoii  etc. 

Die  Formel  selbst  ist  gerade  so  gebaut  wie  die  bekamite  Linsen- 
formel.  Die  Diskuasion  der  erhaltenen  Beziehung  ist,  abgesehen  von 
der  Modifikation  durch  die  Lage  des  Brennpunktes  vor  der  Linse,  die 
gleiche  wie  bei  der  bekannten  Linsenformel.  Parallel  zur  Axe  ein- 
fallende Strahlen  geben  nach  einmaliger  Brechuug,  Reflexion  und 
wiederholter  Brechung  durch  den  Brennpunkt.  Strahlen,  die  vom, , 
Brennpunkte  kommen,  gehen  nach  gleichem  Schicksal  in  der  Linse 
parallel  zur  Axe  zurück.  Dadurch  ergiebt  sich  sofort  die  Lage  und 
Grösse  der  reellen  Bilder,  sowie  deren  geometrische  Konstruktion.  Die 
Bilder  sind  je  nach  Grösse  von  a  und  Ff  reell  und  verkehrt  oder 
virtuell  und  aufrecht. 

VI.  Reflexion  an  Flache  I  der  Linse  (2  Refl.  IBrech.): 

Der  in  V  behandelte  Lichtstrahl  BgC[  wird  im  Punkte  C\ 
nicht  bloss  gebrochen  und  folgt  dem  in  V  abgeleit«ten  Ge- 
setze, sondern  ein  Teil  wird  in  Richtung  von  C,iS^  reflektiert, 
wobei  BjS,  ^  d  —  b.j  =  Gegenstands  weite,  jSjB^  =  6^  —  Bild- 
weite und  r,  Krümmungsradius  der  reflektierenden  Fläche  ist. 
Es  gilt  deshalb: 

Zudem  gelten  noch  die  in  Nr.  III  angegebenen  zwei 
Formeln,  so  dass  der  Lichtstrahl  durch  die  drei  Gleichungen: 

^  +  ^  =  ^' 

d-b,^b,      *■,' 

d-b,   ^  h,        r, ' 
nunmehr  festgelegt  ist  und  die  Bichtung  C,  B,  hat. 

VII.  Brechung  an  Fläche  II  der  Linse  (2  Refl.  2Brech.): 
Der  durch  die  Nr.  VI  angegebenen  Gleichungen  bestimmte 

Lichtstrahl  triflt  im  Punkte  D^  seiner  Richtung  die  zweite 
Fläche  der  Linse  und  wird  dort  gebrochen.  Das  Gesetz 
lautet,  wenn: 

JBjiSj  —  d  —  bf  =  Gegen  Stands  weite, 
~  SjBj  =  1/, Bildweite, 

—  r,  und    -  Radius  und  Brechungsindex, 


-  +  ^  =  '- 


-  (Gesetz  der  Brechung), 


Von  AmTON   KlLLEBMAMN.  105 

oder:  .  ^ 

n        ,     1         n— 1 

-r 


Hierzu    nun    die    drei    in    Nr.  VI    gefundenen    Gleichungen   an- 
geschrieben, ergiebt  folgende  vier  Beziehungen: 


In  n—  1 

ä  ■*■  &;  rr~ 

+  -        ' 


d-6,    '6,       r,  ' 


n        ,  •!         n  — 1 


Multipl.  mit  n. 


^-&4       yi  »'s    ' 

Setzt  man  nun  wieder  ä»  Null  »»Dicke  der  Linse,  und  multipliziert 
die  zweite  und  dritte  Gleichung  mit  n  und  addiert  sämtliche 
Gleichungen,  so  bekommt  man: 


-(2«  +  «-l)(l+i)^J,^ 


Die  erhaltene  Formel  — | ^  v~  z^ig^  folgendes:  Zunächst  lautet 

sie  gerade  so  wie  die  gewöhnliche  Linsengleichung,  nur  sind  die  Grössen 
andere.  Die  Grosse  F^  ist  die  Bildweite  fQr  a  —  cx),  also  ein  Brenn- 
punkt.   Merkwürdigerweise   zeigt    sich    hier   wieder,    wie   in   Nr.  IV, 

ToUstandige  Symmetrie  in  dem  Ausdrucke  fCir  ^  bezüglich  der  beiden 

Krümmungsradien  der  die  Linse  begrenzenden  Eugelflächen,  so  dass 
ohne  Veränderung  des  Wertes  von  JPg,  der  neuen  Brennweite,  eine 
Vertauschung  der  beiden  Radien  vorgenommen  werden  darf,  d.  h.  eine 
ümkehrung  der  Linse.  Daraus  folgt,  dass  auch  vor  der  Linse  in 
demselben  Abstände  .  .  .  JF^  .  .  .  ein  zweiter  Brennpunkt  liegt.  Die 
Diskussion  der  gefundenen  Formel  lautet  genau  so  wie  die  der  ge- 
wöhnlichen Linsenformel,  nur  wird  der  Strahl  innerhalb  der  Linse 
zweimal  reflektiert.  Ob  demnach  die  Bilder  reell  oder  virtuell,  wie 
gross  sie  sind  imd  wo  sie  entstehen  und  wie  sie  zu  konstruieren  sind, 
ist  als  bekannt  vorauszusetzen. 

Umformungen  von  F,. 
Die  Grösse  yr  lässt  sich  auf  zweierlei  Arten  umformen,  wenn  man 

die  bereitij  abgeleiteten  früheren  Grössen  benützt: 


]^0g  Brennpunkte  der  Linsen  etc. 

Nun  ist  aber  nach  Nr.  lY 


somit: 


1       2n  +  (n-l)       ,        ^       _,    n-1 


Daher  ist  F^  proportional  zu  Fq  und  der  Proportionalitätsfaktor 
ist  bloss  von  n  »  Brechungsindex  abhängig. 

Andere  Umformung: 
^-(2.  +  .-l)(i  +  l)-(3[,-l]+2)('i  +  i) 

_a(.-,)(i  +  i)4.(i  +  i)-3.±  +  <Ul) 


■*  o 


(nach  Formel  Nr.V) 


1  1.1  1 


--En  + 


TP  MP  f     '      "MP  ff  TT 

X'2         Jfj  JIM  JPO 

Aus  dieser  Formel  erhellt  wiederum  die  Unabhängigkeit  der  ge- 
fundenen Brennweite  von  einer  Yertauschung  der  beiden  Erümmangs- 
radien^  da  sich  dabei  nur  die  zwei  ersten  Glieder  ändern,  aber  in- 
einander übergehen  und  denselben  Gesamtwert  ergeben.  Zugleich  ist 
hierdurch  der  Zusammenhang  zwischen  F^  und  den  übrigen  durch  die 
Linse  bedingten  Brennweiten  gezeigt. 

Die  Grösse  jP,  ist,   wie   leicht   aus  F^  —  F^     ^     ersichtlich    ist, 

für  n  >  1  stets  kleiner  als  F^. 

YIII.  Reflexion    an   der  zweiten   Fläche   der  Linse    (3   Refl. 
2  Brech.): 

Der  in  Nr.  YII  betrachtete  Lichtstrahl  C\2),  tritt  in  D^ 
nun  nicht  bloss  aus  der  Linse  heraus,  sondern  wird  in  diesem 
Punkte  zum  Teil  auch  wieder  in  die  Linse  reflektiert  nach 
einem  Punkte  B^  der  Axe  und  gelangt  in  C^  wieder  an  die 
erste  Fläche  der  Linse,  um  dort  wieder  nach  dem  Brechungs- 
gesetz die  Linse  zu  verlassen  (zwei  Brechungen)  und  in  einem 
Punkte  R^  die  optische  Axe  zu  treffen.  Der  reflektierte  Licht- 
strahl (bis  Punkt  C,)  folgt  den  durch  folgende  vier  Gleichungen 
festgelegten  Gesetzen: 
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I  ,    n        n— 1 

—  J-  — -  «SS  f 

a     ^  \        n 

II  2 
+  -jT  — 1-' 


d  —  h^       64       rj 


(aus  Nr.  VI) 


+  -r-  «  — ;     (Reflexion  in  D^, 


IX.  Brechung  im  Punkte  C,  der  Linse  (3  Refl.  2  Brech.): 

Zu  den  vorstehenden  vier  Gleichungen,  welche  den  bis- 
herigen Verlauf  des  Lichtstrahles  (bis  Punkt  (7,)  bedingen, 
kommt  infolge  der  Brechung  im  Punkte  C^  eine  weitere  ftlnfte 
Gleichung  hinzu,  die  gerade  so  gebildet  ist,  wie  die  Beziehung 
in  Nr.V.    Diese  neue  Gleichung  lautet: 

CT.  +  i  "  ^'     (Brechung  in  Q). 

Die  vier  Gleichungen  von  Nr.  VIII  und  die  Gleichung  hier  ver- 
bunden, nachdem  d  —  0  gesetzt  und  die  drei  mittleren  Gleichungen, 
um  &^  ...  63  ...  &4  ...  {»5  ...  zu  beseitigen,  mit  n  multipliziert 
wurden,  ergeben  x^^  ges.  Bildweite  aus: 

Dieses  -^q^  lasst  sich  noch  weiterhin  interessant  umformen  in 
folgende  Ausdrücke: 

JL-=  4nfi  +  - )  -  2/"-  +  -  I  +  -     f  Add.  u.  Subtr.  von  i) 

and  da  nun  aus  Vorhergehendem: 

^  +  ^-2(A.  +  i)  +  2(i.  +  i)    (Nr.VII) 
„ol  g    I        1       I      2(aw-i). 

''IF.  "^(».-1)^,1 -(n-l)Fo' 
Bo: 

Der  merkwürdige  Zusammenhang  zwischen  den  verschiedenen 
Brennweiten,  sowie  die  Hauptrolle,  die  hier  wiederum  r,  spielt,  er- 
hellen aus  der  gefundenen  Formel  sofort  ohne  weiteres. 


BniMD]mnltte  der  Liuäcn  eto. 

Aufstellung  einer  allgemeiaea  Formel  für  zwei  Brechungen 
und  beliebig  viele  BeSexionen. 

Betrachtet  man  die  Art  und  Weise,  wie  die  bisherigen  Formeln 
gewonnen  wurden,  so  erhält  man  stets  links  die  Summe  aus  reziproker 
Gegen  Stands  weite  und  reziproker  Bildweite  und  rechts  st«ts  die  reziproke 
Brennweite,  um  deren  allgemeine  Form  sich  es  weiter  handelt.  Selbst- 
verständlich werden  jetzt  nur  die  in  der  Liuse  stattfindenden  Reflexionen 
und  Brechungen  betrachtet,  während  die  allererste  Beflexion  an  der 
Vorderfläche  der  Linse  als  nicht  hierher  gehörig  ausser  acht  gelassen 
wird. 

Als  erste  Formel  für  0  Reflexionen  in  der  Linse  und  zwei  Brechungen 
hat  sich  als  reziproker  Wert  der  Brennweite  ergeben: 


Kommt  nun  eine  Reflexion  an  der  Fläche  II  der  Linse  hinzu, 
d.h.  erleidet  der  Strahl  eine  Reflexion  und  zwei  Brechungen,  so  er- 
giebt  sich  der  Ableitung  gemäss  als  Bestimmungsstilck  der  ersten 
Brechung  wieder  das  obige  erste  Glied  -  ;  die  folgenden  Glieder 
werden  aber  andere,  entsprechend  der  Reflexion  an  Fläche  II  der  Linse 
ond  der  Brechung  durch  die  Fläche  I,  wodurch  sich  folgende  Formel 
ergab: 

J7  =  ^  +  ^^"^- 

Bei  zwei  Reflexionen  und  zwei  Brechungen  ergiebt  sich  noch  ein 
weiteres  Glied  ■  ■  ■  —  •  ■  •  infolge    der   Reflexion    an    der  ersten   Fläche 

der  Linse   und  statt  des  Gliedes  ■  ■  ■ ■  ■  ■>   das   ja   nunmehi-   keine 

Bedeutung  haben  kann,  da  die  zweite  Brechung  nicht  mehr  durch  die 
Vorderfläche  der  Linse,  sondern  durch  die  II.  Fläche  stattfindet,  das 
Glied  ■  -  ■ )  so  dass  die  Formel  sich  ergiebt: 


--r  +  ^  +  -r-^ 


-'^  +  2»(^^+  -)■ 


In    dieser  Weise   geht   es   nun  weiter.     Für  drei  Reflexionen  und 

zwei  Brechungen  tritt  das  Glied  ■  ■  ■ ■  ■  neu  hinzu  und  da  die  zweite 

Brechung  jetzt  wieder  durch  die  Flache  I  der  Linse  stattfindet . .  .  statt 

des    Gliedes  ■  ■  ■  das  Glied  1    um    folgende    bereits   gefundene 

Form  2U  geben: 
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F," 


w  — 1        2n       2n    ,    2«        n  — 1 

— z r  — — r  — — r  "i — I z — 


u      n 


Tj  r,  ri  Vfi        r,/ 

Bei    vier    Reflexionen    und    zwei    Brechungen    ergiebt    sich    ent- 

sprechend  statt •  •  wieder  und  ausserdem  als  neues  Glied 

*  und  man  erhält: 

l  n  — 1       2n    .    2n       2n       2n       n  — 1 

— -  +  -r-  +2-2w(  — +  —   • 

Die  Betrachtung  so  fortgesetzt  ergiebt  folgende  übersichtliche 
Darstellung  der  einzelnen  Brennweiten  in  ihrem  reziproken  Werte  f&r 
alle  möglichen  Reflexionen  und  fQr  stets  zwei  Brechungen.  Die  Tabelle 
lautet: 

Übersicht. 

Angfthl  der  Brechungen  —  2. 


Anzahl  der 
Reflexionen. 


0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 


Wert  der  reziproken  Brennweite: 


n  — 


1 

1 

1 

-^ 

1 

1 
1 
1 
1 


n  — 


w  — 


n  — 


'1 
n  — 


n 


n 


n 


ti  — 


n  — 


jp;" 


10 


'1 

n  — 


+  5^  +  0 

2n         n  — 1 

"T     ~'      "^        Z 


u.  s.  w. 
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Aus  dieser  Darstellung^  aus  welcher  diie  Bilduugsweise  der  ver- 
schiedenen Brennweiten  erhellt,  und  welche  mit  Leichtigkeit  sich  durch 
Induktion,  Bestätigung  des  Schlusses  Ton  k  auf  k  +  lf  nachweisen 
liesse,  folgen  nun  folgende  Gesetze: 

Wenn  die  Anzahl  der  Reflexionen  eine  gerade  Zahl  ist^ 
d.h.  wenn  der  Strahl  durch  die  hintere  FUtche  der  Linse  austritt,  so 
ist  die  sich  ergebende  Brennweite  stets  symmetrisch  bezüglich  der 
beiden  Krümmungsradien;  man  kann  und  darf  also  die  Linse,  ohne 
dadurch  die  Brennweite  zu  verändern,  umkehren.  Es  ergiebt  sich 
daraus  die  Existenz  ebenso  vieler  Brennpunkte  von  derselben  Be- 
schaffenheit vor  der  Linse  wie  auch  hinter  der  Linse.  Femer  sieht 
man,  dass  die  reziproken  Brennweiten  in  diesem  Falle  eine  arith- 
metische Reihe  bilden,  deren  . . . 

. . .  erstes  Glied  . . .  it  —  — —  H -— 

und  deren  Differenz  ...  2w  ( — | )  —  ; -^^^r  •  •  •  ist. 

Für  eine  ungerade  Anzahl  von  Reflexionen  gilt  die  Sym- 
metrie  wie    vorher   nicht;    jetzt    vertauscht    sich    r^    mit    r^    und   es 

geht  jede  Formel  dadurch  von  . . .  ^  in  •  •  •  jr?  über,  und  besitzt  bei 

verschiedenen  Krümmungsradien  verschiedene  Werte.  Die  aufeinander 
folgenden  reziproken  Brennweiten  für  eine  ungerade  Anzahl  von  Re- 
flexionen bilden  wieder  eine  arithmetische  Reihe,   deren 

0 

•  •  •  erstes  (rued  •  •  • •  •  • 

n  U         »"i 

und  deren  Differenz  . . .  2n{—  -f  —)  «  .      '^^.^    ist. 
Demzufolge  ergiebt  sich: 

Allgemeines  Glied. 
j}  -     gerade  Zahl,  so  •  •  ~    -  5^  +  5zi  +^.^^1  ^  i.V 

p  -  ungerade  Zahl,  so =r77  —  ^~^  +  -**  +  ^^ 

Die  folgende  Betrachtung  soll  nun  für  ein  beliebig  gegebenes  j^ 

^  W  (ttr  eine   beliebig   gegebene  Anzahl  von  Reflexionen  des  Strahles 

tt  4tH  Linse,  eine  einzige  geschlossene  Formel  aufstellen,  die  gleich- 

*«^nt  ft^*"  gerade  und  ungerade  p  gilt  und  immer  die  entsprechenden 

t  ^-^if  ^  tugehorigen  reziproken  Brennweite  darstellt. 


Von  Annan  Killsrhann.  Hl 

Werden  die  Ausdrücke: 

H •  •  •  mit  -A, 


2»(^ +'-)•••  mitB, 

tl — 1    ,    2fl        fi — 1  ..    j^ 

1 1 • . .  mit  C'  •  • 


'r^  r. 


bezeichnet^    so   sieht  man^   dass   die   Koeffizienten   von  B  in   obigen 
Gliedern  für  die  reziproke  Brennweite  folgende  Übersicht  bieten: 

,„  Koeffizient 

Werte  von  p.  ^^^  ß 

Für  1)  -  0  und  1)  -  1  ...  0 

p^2  und  |i  —  3  ...  1 

p  «  4  und  p  —  5  ...  2 

p  —  6  und  p  —  7  ...  3  etc. 

Der  Ausdruck  *  *  *  ^  ergiebt    nun    für    gerade  p   die  yerlangten 

Koeffizienten,  während  •  •  •  •  •  •   die  Koeffizienten   für  ungerade  p 

giebt.    Diese  beiden  Ausdrücke  stimmen  in  ^  überein.    Nun  wird  eine 
Funktion  gesucht  von  der  Art,  dass  dieselbe 

für     gerade  p  . . .  den  Wert  . . .  Null, 

„  ungerade  p  -  -  -  den  Wert  •  •  •  —  «^  giebt. 
Eine  solche  Funktion  ist  aber  oSenbar: 

Es  nimmt  also  nun  der  Ausdruck: 

1)   •.•f+(-i)''.iti-c-o']-'i{2p-[i-(-i)^]} ••• 

fär  die   oben   bezeichneten  p   die   geforderten   Koeffizientenwerte   von 

JSan. 

. . .  Die  Ausdrücke  Ä  und  C  . . . 

stimmen  zunächst  in  dem  Gliede •  überein. 

Dem  Gliede  .  • .     -  entspricht  in  A  das  Glied  Null. 


»•i 


Dem  Gliede  • „  „  A 


f.  }}  7}  -"■     >;  ?>  |. 
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Es  wird  daher  wiederum  eine  Funktion  gesucht,  die 

^^  P  ""      gerade  Zahl . . .  den  Wert  Null 
und  g 

V  1>- ungerade     ,,     ...    ^       „    -  •  - -^  -    .  hat 

Eine  solche  Funktion  heisst: 

2)  ..:^[i_(_i)-]... 

Es  erübrigt  jetzt  noch  eine  andere  Funktion  zu  finden,  die . . . 

. . .  för      gerade  p  . , .  !Lll  — 

. . .  f&r  ungerade  p  . ..  ^~^  giebt 
Eine  solche  Funktion  lautet: 


•^i  +  ^'t  .  ^-r 


Die  allgemeine  Funktion ^  die  f&r  gerade  p  den  Ausdruck  . . ,  A, 
und  für  ungerade  p  den  Ausdruck  C  eiigiebt,  heisst  nach  2)  und  3) 
nunmehr: 

_J(^._n|3_(_,).)[!+l]  +  l[,_(_,),]|, 

oder  <k      + 


dadurch  stellt  sich  jetzt  das  allganeine  Glied  p-  giltig  f&r  jedes  p  im 
folgi^nden  Ausilnick  dar:  [aus  4> . . .  1)  und  B] 


AlltMMbMr  ▲oadnMk  fBr  die  Bnamweite. 

l>i*  Konttt4  ^niiobi    (ur   ur^gende  p  stets   den  Wert . . . 
V,    »   worin  «W    K^C;uuuu^^$sradiu$   r,   die   Hauptrolle   spielt. 


Von  Anton  Eillermann.  X13 

Man  braucht  bloss  r^  mit  r^  zu  vertauschen ,   wenn  die  Linse 

umgekehrt  wird,  um  sofort  •  •  •  -tt^  •  •  •  zu  erhalten. 

p 
Diese   allgemein   giltige,   gesclilossene   Formel   für   die   reziproke 

Brennweite  lehrt  nun,  dass  es  f&r  p  von  Null  beginnend  bis  . . .  p  «=  oo  •  •  - 

unendlich   viele   Brennweiten   giebt.     Für   ungerade  p   sind   dieselben 

nach  vom  positiv  zu  zahlen,  von  woher  der  Lichtstrahl  kommt.    Für 

gerade  p  sind    sie   nach   rückwärts   positiv   zu    nehmen.     Will  man 

übrigens  bloss  eine  Richtung  als  positive  nehmen  z.  B.  wie  gewöhnlich 

die  Richtung,  nach  welcher  der  ankommende  Strahl  weiter  vordringen 

will,  so  kann  man  dies  in  der  allgemeinen  Formel  sofort  zum  Ausdruck 

bringen,  wenn  man  den  Wert  von  ^  mit  (—1)''  multipliziert;   indes 

p 

lasse   ich   dies   bei  der  weiteren  Betrachtung  ausser  acht  und   nehme 
aus  praktischen,  später  klar  werdenden  Gründen^  die  Definitionen  der 
Linsenarten   betreffend,   die   oben  erwähnten  Richtungen,  je  nachdem 
p  gerade  oder  ungerade  ist,  als  positiv. 
Setzt  man  p  »  Null,  so  erhält  man: 

^■=^'    ftr   p-0; 

d.h.  man  erhalt  die  bekannte  gewöhnliche  Linsenbrennweite,  die  somit 
das  erste  Glied  einer  unendlichen  Reihe  von  Brennweiten  bildet,  die 
alle  definiert  sind  als  Bildweiten  eines  unendlich  entfernten  leuchtenden 
Punktes. 

p  »  2A;  »  gerade  Zahl. 

Setzt  man  in  der  allgemeinen  Formel  p  «  gerade  Zahl,  so  ver- 
schwindet stets  das  zweite  Glied,  nämlich  der  Ausdruck ...  [1  — (—  i)p] , 

d.li.  das  gewonnene  Resultat  ist  jetzt  nur  mehr  von  F^  und  n  ab^ 
hängig;  also  symmetrisch  in  Bezug  auf  r^  und  r^,  weshalb  sich  stets 
dieselbe  Brennweite  auch  bei  Umkehrung  der  Linse  ergiebt.  Der 
Ausdruck  f&r  p  —  2A;  giebt  allgemein: 

2n 


_l_     J_      J^  (2fc  +  l)n-l      Jl^  2^ 

Fp^  I^2u'' Fo  n-I         ^  Fo         '{n-l)Fo 

Der  Ausdruck  stellt  also,  wie  bereits  oben  erwähnt,  das  allgemeine 
Glied  einer  arithmetischen  Reihe  dar,  deren  Anfangsglied  jr  und  deren 

Differenz  r r^ ist.     Speziell  ergeben  sich  folgende  Einzelwerte: 

Zaitaehrift  t  Mathemmtik  ti.  Physik    46.  Band.  1901.   1.  a.  2.  Heft.  8 
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Je 
k 
k 
k 
k 


0 
1 
2 
3 
4 


Jfe  —  Jb  •  •  •  -=—  — 


H-l 

^0 

■^ 

11-1 

8n-l 

F^ 

^ 

n  —  l 

6n-l 

^4 

"" 

n-1 

7n-l 

^6 

"" 

n-1 

9n-l 

^8 

n-1 

• 

(2*  +  ] 

^0 

1 


F. 


2t 


n-1 


JL 
F 


p  —  2Ä;  +  1  -==  ungerade  Zahl. 

Setzt  man  p  «  ungerade  Zahl  in  der  allgemeinen  Formel^  so  kommt 
durch  den  Krümmungsradius  r^  der  hinteren  Linsenfläche,  welche  die 
ungeraden  Befiexionen  bedingt ,  eine  Unsymmetrie  herein.  Es  spielt  also 
r^y  der  hintere  Eugelradius,  eine  Hauptrolle,  was  in  der  Bezeichnung 
durch  die  Striche  oberhalb  F^"  zum  Ausdruck  gelangt.  Dreht  man 
die  Linse  um,  so  yertauscht  sich  r,  mit  r^  und  jetzt  ist  r^  die  Grösse, 
welche  die  Rolle  des  r,  vom  vorigen  Fall  übernommen  hat.  Die  Formel 
ergiebt  für  ungerade  p: 

1         1 o  r(fc  +  i)w-i 

*+i   ■     L     w  —  I 


F" 


] 


1 


+ 


k\ 


JL       t  r(fc  +  i)n~i 

j;'  "  ÜM+i  "      L      n-1         Fo 
Die   beiden  Ausdrücke   stellen   wiederum  die  allgemeinen  Glieder 

von  arithmetischen  Reihen  dar,  deren  Anfangsglieder  bezw ^V  r^"'"  ""j 

und  . . .  2(p-  H — j   sind   und   deren  Differenz   die  gleiche  ftbr   gerade 


2n 


•  •  •  hat. 


und  ungerade  p  ist  und  den  Wert  •  •  •  7      ^,  ^ 

^n— i^I'q 

Da  aber  nach  früherem   und  der  allgemeinen  Formel  f&r  p  —  1 
oder  0  -  i  im  Ausdrucke  . . .  2fc  +  1,  die  Glieder  '"^(jr  +  y\  und 

-  ( jr  +  ^ )  •  •  •  die  reziproken  Brennweiten  F"  resp F^'  bedeuten,  und 

ferner  für  gerade  und  ungerade  p  die  Differenz  in  der  arithmetischen 
Reihe  dieselbe  ist,  so  stellen  sich  die  Ausdrücke  för  die  reziproken 
Brennweiten  auch  folgendermassen  dar: 


Von  Ahtom  Eillxbmahh. 
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p-2k+l 


1 L  +  i 


2n 


(n-l)Fo 
2n 


l L4.I: 


p 
1 


Es  ändert  sich  in  der  Bildungsweise  ako  bloss  xt  in  ^rr  bezw. 
jTTi  und  die  ersten  Glieder  sind  also  die  gleichnamigen  entsprechenden 

ersten  reziproken  Brennweiten,  wenn  man  von  p-  und  ^  ausgeht. 

Lässt  man  Je  alle  Werte  durchlaufen,  so  erhalt  man  hier  alle 
reziproken  Werte  für  eine  ungerade  Anzahl  von  Reflexionen,  diese 
Werte  sind  einzeln  folgende: 


ik-2 


F,' 


P.2Ä  +  1;      *-0...^-2[^  +  i]; 

"     F,'  ■•■  n-t'  F,'^ 
F.' + '^  (n-l)F, 

P,'  In-l      F,^rJ 

""F.'  "•"*'(n-l)Fo 


p-2Ä:+l,      *-3 


Jk-4 


Die 


lauten 


Fp" 

ebenso,  wenn  man 
nur  statt  r^  die 
Grösse  r,  einsetzt. 


da: 

F,  ""  n-l  ■  F^ 
(nach  Früherem). 


da 


Fl 


bn-1 


n-l      F^ 


u.  s.  w. 


Es   erhellen  hieraus  wieder  merkwürdige  Beziehungen,  indem  die 

8* 
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reziproken  Brennweiten  für  eine  ungerade  Anzahl  von  Beflexionen,  für 
die  Werte  i  ->  0^  2,  4;  6  ähnlich  gebaut  sind  und  einfach  statt 

111 

eintritt;  also  die  reziproken  Brennweiten  f&r  eine  gerade  Anzahl  von 
Iteflexionen;  es  lässt  sich  dies  allgemein  mühelos  zeigen. 

Ebenso  kann  man  die  reziproken  Brennweiten  f&r  eine  ungerade 

Anzahl  von  Beflexionen^  wie  bereits  f&r  •  •  •  -^ry/  gezeigt  wurde,  durch 

8 

BHnitliche  vorhergehenden  reziproken  Brennweiten  fdr  eine  gerade  An- 
zahl von  Reflexionen  darstellen;  denn  . . . 

1_       1 ^r(Ä;+l)n-l    J_  .  1] 

*V'"  Fii+i    "^L      n-l        "F.-^-r.J- 

Nun  ist  femer: 

sonnt:  ^k  +  i)n^l  S 

'^n-l)F.    ■"   *  +  l 

und  ^    * 


0 


I 


F"  .  L     *  +  *  »"t 


SpMialiatonmc  ^^^  Konslaiitan,  Anwendung 
auf  die  ^eieiddedenen  Aztan  Ton  Tiimiien. 

Oit^  all^^^m^iiu^  Liosmifonii^l  Uatel  nunrndir  für  jedes  p  «  Anmahl 
\W  Ki^Aoxi\n)tHi  in  Amt  Linse: 


1^^  \W  wx^^lt^r^^x  Wlmchtur^  tr..rd^hh  «  sich  nun,  auf  die  bis- 
K.^i\U^  .VhWiluu)(  K^t^^  Kici^i^Kht  ru  r»^*i»M  und  tv«  der  gewonnenen 
KnMWi^I  *u*«v^^^h^^v  IV  ^>fc  V  >,-::cKi4^e  Font  d<r  Linse  ist  die  bi- 
isNWXv^v^-,  ^Wb^lh  >fcü>l  vWr  H*;;;i4fft  vWr  bik.xiTvi«  Linse  dw  positiTe 
Ok^>Al^^  Wvi^^lx^,  ut.Wit-.  iKre  Kr:i=:i=:.ir,i:s»Ji«i  beide  ab  positiT 
iÄ>'^>\H\^v.*^Ä  >fcv^Ni.^  IV  K!w.r.wv  t«  f^.r  i?*r^  $vnde  AmaU  Ton 
K.S,\^M»v.^^  ^v^nW*'    \^  ;^   Ar?  K,vi;.:v^   M»  azikv-mecden  Sixaklcs  als 


Von  Amtom  fiiLLBiuiAinr.  1X7 

positiy  gezahlt;  die  Brennweiten  für  eine  ungerade  Anzahl  von  Re- 
flexionen in  entgegengesetzter  Richtung  ebenso  positiv^  entsprechend 
der  reellen  Lage  derselben  bei  der  ab  positiv  bezeichneten  Konvex -Linse. 
Die  diesen  Richtungen  jedesmal  entgegengesetzte  für  die  bezeichnete 
Anzahl  von  Reflexionen  ist  dann  selbstverständlich  negativ.  Das  Gleiche 
gilt  über  die  Vorzeichen  der  Sj'ümniungsradien.  Demgemäss  ergiebt 
sich,  wenn  n  >  1 ,  also  die  Linse  aus  einem  optisch  dichteren  Medium 

besteht  als  die  Umgebung,  und  -^  «=  (w  —  1)    — | —    nach  früherem: 


Konvex  -  Linsen : 
L  Biconvex-Linsen: 

Da   r^  und  r^  positiv  sind,   so  ist  Fq  stets  positiv  und  daher  auch 
Fj,  stets  positiv  und  dem  Werte  nach: 

p  —  ^«5  + 1  •  •  •  -W' —     F"  — ;rri — r  r  5 

1  2^    (f;  +  l)n-l       2 


IL  Plankonvex-Linsen: 


Da  Tj  und  r^  auch  hier  positiv  sind,   so  ist  •  •  •  ^  •  •  » 

p 


stets 


positiv    und   alles   drückt   sich  hier  nur  durch  einen  Radius  aus, 
da  der  andere  —  007    Fn'^- — 7' 

1.  Lage  (hintere  Fläche  [rj  eben  . . .  r,—  oo): 

,  11  (2k+l)n-l      (2t+l)n-l 

2.  Lage  (vordere,  erste  Flache  eben  rj—  00): 

p  —  2A  •  •  •  «—    —  ebenso  wie  oben, 

p^2k  +  l 1_-A^±1)!LlL  +  1 


I 
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III.  Konkavtonvex-kinBen  [r^>  r,  und  r,  negativ): 

1.  Da  ,.  >-  (n  —  1)( )  ■  ■  ■  nach   obiger  Voraussetzung  r,  >  r, 

stets  positiv,  muss  zunäclist  für  j>  >-  2%  >"  gerade  Zahl  die  reziproke 
Brennweite  ■  ■  ■  =—  •  ■  -  steta  positiv  sein  und  den  Wert  haben: 


i  (at  +  ')" 


'^o 


{p^'2k). 


2.  Für  p  ^  2k  +  1  =  ungerade  Zahl,  ersieht  man  sofort,  dass  bei 
Umkehrung  der  Linse,  wenn  also  die  konkave  Seite  nach  vorne 
zu  liegen  kommt  'und  die  konvexe  nach  rückwärts,  wodurch  das 
den  Zeichenwert  allenfalls  ändernde  zweite  Glied  in  der  Formel 
positiv  bleibt,  die  reziproke  Brennweite . 

wieder  stets  positiv  wird. 

3.  Ist  dagegen  die  hintere  Fläche  die  konkave,  so  zeigt  sich 
i\ir  p  —  2k  +  l  folgendes.     Es  ist   der  Ausdruck  zu  untersuchen: 

S5r|-_-3(,'-i)[(*  +  l)»-ll-'_ 

-^[^[(*  +  l)»-lJ -(*  +  !)»]■ 
1  der  Ausdruck  wieder  positiv  wird,  muss: 

7>l  +  n 


Damit  i 


Daraus  ist  ersichtlich,  dass  jetzt  die  Brennweite  nicht  immer 
positiv  sein  muss.  Ist  die  Verhältniszahl  der  beiden  ErUmmungsradien 
kleiner  wie  die  berechnete  Zahl,  so  ist  die  Brennweite  negativ  und 
der  Brennpunkt  virtuell,  d.  h.  die  reflektierten  Strahlen  geben  keinen 
reellen  Bildpunkt.  Für  ein  grosses  n  (stark  brechende  Substanz)  darf 
sich  der  Wert  von  r^  dem  Werte  von  r,  nähern.  Damit  alle  Brenn- 
weiten positiv  werden,  muss  mindestens: 

^^  _  1  +  --1-  =  -^     (für  it  -  0), 
also  z.  B.  f^r  Glas  vom  Brechungsindex  n  ^  l,ö 

M  _  1,5  ■  ■  ■  J  -  ;i, 

n  _  1,7  -  ■  ■  p  -  2,4, 
denn  für  wachsende  k  ist  ja  dann  die  Bedingung  stets  erfllllt. 


Von  AmTOM  ElLLKBMAlQf.  WQ 

Zu  bemerken  ist  noch;   dass  sich  für  einen  kleineren  Grenzwert 

als •  •  •  stets  ein  Wert  von  k  berechnen   lässt,   unter  welchem 

alle  Brennweiten  f&r  ungerade  Reflexionen  negativ,   die  dagegen  über 
diesem  Wert  von  k  liegenden  positiv  sind. 

Dieser  Wert  von  k  berechnet  sich  wie  folgt: 

Es  sei:  —  « 7^  wobei  a  —  echter  Bruch,  so: 

Tj  It  —  1  ' 

f\  —  n-1  ^  (Jc+l)n-'V 
daraus  berechnet  sich  der  Wert  von  k . , . 

B.    I  — n(l--a) 

eispiele:  ^        ' 

Wenn: 

n  =  1,5,    a  —  0,1    so:    k  > 


L 

27 


d.  h.  in  diesem  Falle  ist  die  erste  Brennweite  k^O  . . ,  negativ, 
alle  anderen  wieder  positiv. 

Wenn:      n  — 1,5  . . .  a  -*  0,9  ...  so:    i  >  3 

d.  h.  jetzt  sind  die  Brennweiten  f&r  eine  ungerade  Anzahl  von 
Reflexionen  jj  —  2Ä  + 1  • . .  fiir  die  Werte  von  k^O,  i  -=  1, 
i  «->  2  bereits  negativ,  von  ä;  —  3  ab  aber  positiv.  Dabei  gSilte 
bezüglich  der  Radien  . . .  ör^  —  Gr^. 

Wenn:    a««l  — «,    lim  £  «  0,    so:    k  »    ^^""  ^  —  00 

d.h.  in  diesem  Falle  sind  sämtliche  Brennweiten  negativ  für 
P'=^2k+1]  hier  ist ...  r, «  r^,  was  den  Orenzfall  einer  konkav- 
konvexen Linse  bedeutet. 

Definition  der  Konvex-Linse. 
Es  zeigt  sich  also,  dass  mit  Ausnahme  des  in  Nr.  III  s  behandelten 

Falles,  wenn~<-— Y>   in   welchem  Falle    dann    einige    Brennweiten 

negativ  und  virtuell  werden  müssen,  alle  übrigen  Brennweiten  bei 
den  Eonvexlinsen  für  p » beliebige  Anzahl  von  Reflexionen  stets 
positiver,  reeller  Natur  sind.  Somit  kann  umgekehrt  eine  Konvex-Linse 
definiert  werden  als  eine  Linse,  deren  sämtliche  Brennweiten  für  eine 
gerade  und  ungerade  Anzahl  von  Reflexionen  innerhalb  der  Linse 
immer  positiv  und  reell  sind,  also: 

XonT6z-Iiinse  . . .  sämtliche  Brennpunkte  reell. 
(Eine  Bemerkung  erübrigt  noch  bezüglich  der  Reflexionen  an  der 
ersten  Fläche   der  Linse  ausserhalb   der  Linse:    Die   daraus   sich  er- 
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gebenden  Brennweiten  sind  alle  negativ,  nur  bei  der  konkav -konTexen 
Linse^  wenn  die  vordere  Linsenfläche  die  konkave  ist,  ergiebt  sich 
eine  positive  Brennweite.) 

Konkav  -  Linsen. 

I.  Bikonkav-Linsen:  r^  und  r^  beliebig,  beide  negativ,  so  wird  JP 
auch  negativ  und  daher  tp  f&r  alle  Werte  von  p  . . .  negativ, 

^      9jr  ^  ^  1  (2Ä;4-l)n-l. 

^       ^'^  Fp  Fik  F,         n-1        ' 

_i 9  r J_ (k  +  l)n-l        11 , 

^t'i+i""  ko       n-1       +r.J' 

{r^r^  und  Fq  absolut  genommen). 

IL  Plankonkav-Linsen:  Die  Brennweite  ist  fär  alle  py  ob  gerade 
oder  ungerade,  stets  negativ  und  besitzt,  absolut  genommen, 
genau  dieselben  Werte,  die  bereits  bei  den  Plankonvex -Linsen  ab- 
geleitet wurden. 

III.  Konvexkonkav-Linsen:  r^Kr^  und  r^  negativ.    Die  Betrachtung 
ist  ähnlich  der  bei  den  Eonkavkonvex-Linsen. 

1.  Da  (n  —  1)( )  —  1^  •  •  •  stets    negativ   ist,   so   muss  filr 

. .  .|i  —  2t  —  gerade  Zahl  . . .  der  Wert   von  JFi*  der    Formel 
entsprechend  ebenfalls  stets  negativ  sein  und  den  Wert  besitzen: 

1  __    1    (2t4-l)n-l_ 

Ftk  "       F~        n-1        ' 

(Fq  absolut  genommen). 

2.  Für  p  —  2i  +  1  —  ungerade  Zahl  zeigt  die  Formel  sofort,  dass, 
wenn  die  konkave  Flache  nach  hinten  liegt,  das  zweite  Glied 
der  allgemeinen  Formel  negativ  wird  und  dadurch  der  ganze 

Ausdruck  filr  «^^ —  •  •  •  wieder  negativ  bleibt 

i_       _r_^    (t  +  l)n-l        g] 

(F^  und  r,  absolut  genommen). 

3.  Dreht  man  die  Linse  um,  so  bleibt  zunäehst  filr  gerade  p  —  21 
der  Ausdruck  vSUig  unverändert,  filr  ji  •-  2ib  -f  1 «  ungerade 
Zahl  hingegen  ist  der  Ausdruck  lu  untersuchen: 
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Dieser  Ausdruck  wird  nur  dann  negativ,  wenn: 

[t  +  l)n<^[(Ä;  +  l)«-l]; 
d.h. 

r,^(k  +  l)n-l' 

Aus    diesem  Resultat   erhellt,    dasa   r^    nunmehr   dieselbe  Rolle 
spielt  wie  bei  den  Eonkavkonvex- Linsen  die  Grösse  r,. 

Damit  alle  Brennweiten   daher  negativ   sind,   muss  f&r  Ä;  —  0  . . . 

das  Verhältnis  von  •  • .  -i  mindestens  — 7  sein. 

r,  «  —  1 

Ist  —  < 7  >  also  kleiner  als  der  berechnete  Grenzwert,  so  lasst 

sich  sofort  wieder  ein  Wert  von  k  angeben^  über  welchem  alle  Brenn- 
weiten negativ  sind^  während  die  darunterliegenden  sogar  positiv 
werden.    Dieser  Wert  von  k  berechnet  sich: 

Wenn  . . .  -^  — -,  wo  a  —  echter  Bruch, 

«n  *■»  -.  ^-"«  ^     (jk+l)n 

r,        n-1   —  (Ä  +  l)n-l 

Daraus  ergiebt  sich  k  . , . 

a(n-l) 


k> 


—    n(l-a) 

Für  alle  ganzen  Zahlen  ^  die  nun  unter  diesem  berechneten  Wert 
von  k  liegen,  wird  dann  die  Brennweite  reell  und  positiv,  für  die 
übrigen  aber  negativ  und  virtuell. 

Beispiel:  w  —  1,5  •  •  •  A:  —  ,'  '  \  «=  3; 
*  '  1,0  •  0,1         ' 

«  -  0,9. 

d.h  für  i  —  0,  Ä  —  1,*  —  2  sind  jetzt  die  Brennweiten  nach 
vorne  und  daher  positiv,  für  X;  —  3  ist  die  Brennweite 

...    ^k    QQ     ... 

und   für  die  übrigen   negativ.     Für   a » 0   sind   alle  Brenn- 
weiten negativ. 
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Definition  der  Konkay-Linse. 

Sämtliche  Konkav -Linsen  haben  demzufolge  die  Eigenschaft,  dass 
alle  ihre  Brennpunkte  sowohl  fQr  eine  gerade  als  auch  ungerade  An- 
zahl von  Reflexionen  innerhalb  der  Linse  negativ  und  virtuell  sind 
Eine  Ausnahme  besteht  nur  für  die  Eonvexkonkav*  Linse  insofern,  als 

wenn  das  Verhältnis  der  Krümmungsradien  kleiner  als  — —z  genommen 

wird  und  die  konkave  Fläche  nach  vorne  gekehrt  ist,  die  Brennweiten 
fQr  eine  ungerade  Anzahl  von  Reflexionen  zum  Teil  positiv  werden. 
Demgemäss  kann  man  bei  Ausschliessui^  des  erwähnten  Ausnahme- 
falles die  Konkav -Linse  als  eine  Linse  definieren,  deren  äuntliche 
Brennpunkte  für  jedes  p  negativ  und  virtuell  sind.    Daher: 

Konkav-LinBe  . . .  sämtliche  Brennpunkte  virtuell 

(Die  Reflexion  der  Strahlen  ausserhalb  der  Linse  ist  genau  ent- 
gegengesetzt der  bei  den  Konvex -Linsen.) 

In  kurzer  Übersicht  ergiebt  sich  den  bisherigen  Betrachtungen 
gemäss  folgende  Tabelle,  für  welche  nunmehr  folgende  Bezeichnungen 
eingeführt  werden.  Es  stelle  ...  4> ...  die  Brennweite  dar  für  direkte 
Reflexion  an  der  ersten  vom  Lichtstrahl  getroffenen  Linsenfläche;  die- 
selbe heisse: 

„4>  —  Brennweite  der  L  Gruppe." 

Die  Bezeichnung  Fp  stellt  die  Brennweiten  dar  für  zweimalige 
Brechung  durch  die  Linse  und  beliebig  viele  dem  Werte  von  p  Ton 
0  bis  (x>  entsprechende  Reflexionen  an  den  Grenzflächen  in  der  Linse. 
Da  aber,  wie  aus  der  allgemeinen  Formel  erhellt,  ein  grosser  Unter- 
schied besteht  zwischen  den  Fp  für  gerade  und  ungerade  Py  so  drücke 
sich  dieser  Unterschied  auch  in  der  zu  wählenden  Bezeichnung  aus, 
indem  die  für  /)  —  2ft  geltenden  Werte  mit: 

„Fp  —  F%k  ^  Brennweiten  IL  Gruppe," 
während  die  sich  f^r  p  '^  2k  +  l  ergebenden  Brennweiten  mit: 

„Fp  —  1^2t-f  1  —  Brennweiten  HI.  Gruppe" 
benannt  werden.  Durchläuft  1c  alle  Zahlen  von  0  bis  (x>,  so  drücke 
sich  die  entsprechende  Brennweite  durch  den  Beisatz:  . . .  „k.  Ord- 
nung". . .  aus.  Die  Brennweiten  L  und  III.  Gruppe  sind  vor  der  Linse 
positiv  genommen,  diejenigen  II.  Gruppe  hinter  der  Linse  positiv  zu 
züäilen. 
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Tabelle. 


Allgemeine  Formel:  ^ 


(p  +  l)n^ 


3-(-ir 


2 


F« 


n-1 


+  [i-(-iy]r5 


Name 


abs.  Grösse 


fp 

Fik 

— 

+ 

— 

+ 

±CX) 

+ 

+ 

+ 

— 

+ 

— 

+ 

F2*+l 


Bemerkung 


Bikonvex 
Plankonvex 


liim- 

(PontiTe 
Linsen) 


7» 


+ 
+ 


Konkavkonvex 


+ 


1» 


+ 


beliebig 
iTi  =bel. 

rr, «  bei. 


fj  — n— 1 


+ 


keine 


»» 


»1 


»1 


11 


>i 


+ 


CCi 


—  »(1  — et) 


n-1 


+ 


von 


^  Bikonkav 
Plankonkav 


iHllf- 


(Negative 
Linsen) 


. 


11 


Eonvexkonkay 


+ 


if 


»1 


+ 


+ 


beliebig 

jfj  =  bei. 
ir,=oo 

rr,  «bei. 
,  _  n  —  g( 


+ 

— 

+ 

— 

±CX) 

— 

+ 

— 

+ 

— 

keine 


11 


11 


»1 


11 


+ 


bisfe<'^(^-') 

—  n(l-a) 

^a(»— 1) 
von*>-)r { 

—  n(l  — a) 


Die  weitere  Spezialisierung  und  Behandlimg  der  Brennpunkte  ftir 
den  Fall  n  <  1  bietet  keine  besonderen  Schwierigkeiten,  indes  ist  sie 
▼on  geringer  Bedeutung,  da  man  ja  gewöhnlich  nur  mit  Linsen  von 
optisch  dichteren  Medien,  als  die  Umgebung  der  Linse  ist,  es  zu  thun 
hat  Für  einen  bestimmt  gegebenen  Fall  ist  die  Diskussion  leicht 
aoszufthren. 

Die   weiteren   Gesetze    besüglich    der   Grösse    des    Bildes,    Efon- 

stmktion  des  Bildes,  ebenso  die  Diskussion  der  Bildgleichung 

11        1 

ergeben  sich  unmittelbar   und   genau  ebenso  wie  für  .  . .  i^^  . . .  bereits 
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bekannt,  und  werden  nur  durch  die  Grösse  von  Fpy  das  einmal  Brenn- 
weite I.  oder  II.  oder  III.  Grruppe  ist,  modifiziert.     So  ist  z.  B. 

Bildgrosse  —    _^  •  Gegenstandsgrosse. 

Ein  Fall  erübrigt  noch  zur  Besprechung,  wie  sich  nämlich  die 
Rechnung  stellt,  wenn  hinter  der  Linse  ein  anderes  Medium  sich  be- 
findet als  vor  der  Linse.  Es  sei  n^  »  Brechungsindex  dieses  neuen 
Mediums  gegen  das  Mittel,  aus  welchem  die  Linse  besteht,  so  ersieht 
man,  dass  zunächst  alle  Brennweiten  erster  und  dritter  Gruppe  als 
unabhängig  von  n,  dieselben  bleiben^  da  die  diese  Brennpunkte  er- 
zeugenden Strahlen  mit  dem  Brechungsindex  n^  keine  Beziehung 
haben.  Anders  verhält  es  sich  mit  den  Brennweiten  der  zweiten  Gruppe, 
die   durch  n^  sehr  beeinflusst   werden.     Die  Rechnung   ergiebt,  wenn 

die  neue  Brennweite  mit  ^  bezeichnet  wird: 

«1        n  ^  n,(n~l)       n{n^  -  1)  _  l_     ^^^^^      \^  ^  »^n (^i  - 1)  +  ^H r, (n - 1) 

Ahnlich  rechnet  sich  fjrsik  •  •  • 

ö- —  ö- +  2-2ii,|  - -f -|  U.S.W. 
S4      So  ^  Vi      u) 


IL  Brennweiten  bei  Beräcksichtigang  der  Linsendicke. 

Höhen  des  austretenden  Strahles. 

Es  falle  auf  eine  Konvex -Linse,  deren  Krümmungsradien  r^  undr^ 

seien,  ein  Lichtstrahl.    Die  Dicke  der  Linse  betrage  d  »  Abstand  der 

beiden  Scheitelpunkte  der  Kugelflächen.     Der  Lichtstrahl  gehe    unter 

einem  Winkel  ff  von  einem  Punkte  A  der  optischen  Axe  aus  und  treffe 

die  Vorderfläche   der  Linse   in   der  Höhe  h,    Winkel  97   soll  bezüglich 

seiner   Grösse    die    Bedingungen   erfüllen,   welche   bei   Ableitung  der 

einfachen  Linsenformeln  zu  Grunde  gelegt  werden,  also  sehr  klein  sein. 

Gegenstandsweite  sei . . .  a.  Es  ergeben  sich  folgende  Beziehimgen  (Fig.2): 

1.  Brechung  in  B, 

1    .    n        n— 1 

-  +  IT  -  —z— ; 


a        60 


6n- 


nr^a 


0      (n~l)a-ri 

Dieser  gebrochene  Strahl  BC  trifiFt  in  G  auf  die  hintere 
Linsenfläche.  Die  Höhe,  in  welcher  dies  geschieht,  sei  H^. 
Diese  Höhe  berechnet  sich  leicht  aus  dem  Verhältnisse  (Fig.  3): 
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[wobei  statt  d  allerdings  in  erster  Annäherung 

ZU  setsKen   wäre,  wofür  sich  aber,   da ...  %  und  H^  als  klein 
und  r^  und  r^   als  verhältnismässig  gross  vorausgesetzt  sind, 
einfach  . . .  d  schreiben  lässi] 
Demnach  ist: 

also:  1^   ^        «♦»♦'i 


a(n-l)-ri  ' 

2.  Brechung  in   C.    Der   Lichtstrahl  BC  wird   in    C  von    der 
hinteren  Linsenfläche  gebrochen.    Die  Formel  ergiebt: 


1        T>        ■" 


(n-l)(6,-d)  +  nr,  ' 


0  —  — rr;T ;r- 


Die    Höhe    des    austretenden  Strahles    ist   H^^     der    Winkel 
mit  der  optischen  Axe  A^ 


B, 


3.  Reflexion  in  C.    Der  gebrochene  Lichtstrahl  BC  wird  in  C 
reflektiert  und  nach  dem  Gesetze  (Fig.  4): 

-(6,-d)  ^  6,       r. 
Daraus         •.  _     *•»  (^o  —  <*)    . 


8(6.- «*)  +  '■.' 


4.  Brechung  in  D,    Der  reflektierte  Lichtstrahl  in  D  nach  vorne 
gebrochen  nach  dem  Gesetze: 


ti  1       ti  — 1 


-(6,-d)   '  B,  r, 
f.  [(&,-^(r.  -  2  d)  -  rfr,] 


(n_i)[(6,_d)(r,-2d)-dr,]  +  nr,[2(6.-d)  +  r,)' 


H  =h-  f(^o -'*'('•«-  2<')-<'':t.]'. 


''« •  r. 


B«= 
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Die  Höhe  des   austretenden   Strahles   giebt  H^  an,  der 
Winkel  des  Strahles  mit  der  optischen  Axe  ist  A^ 

5.  Beflexioa  in  D.    Der  Lichtstrahl  wird  in  der  Linse  wieder 
reflektiert  nach  Punkt  E{Evg.b)i 

*-»('-k)('-^)('-|) 

6.  firechung  in  E.    Der  Lichtstrahl  DE  wird  in  £J  gebrochen 

nach  dem  Gesetze: 

__n__      J_      n-l      „  »•i(&.-<<) 

-(6,-d)"^i»,  ~    r,    '    '°«~nr,  +  (»-l)(6,-i)' 

f.  {[(ft.  - «^(r.  -  gdi  -  dr.](r.  -  2d)  -  dr,  [8(6. -  <<)  +  f,]) 


(n-l){[(&,-d)(r,-2d)-dr.](r,-2d)-dr,[2(ft,-d)+r,]}+nr,{2[(6.-<i)(r,-2d)-dr,]+f.[«(*,-(l)+M 

Die  Höhe  des  in  E  austretenden  Strahles  ist  . . .  H^.  Die 
Winkelgrösse,  welche  der  Strahl  mit  der  optischen  Axe  bildet, 
ist  gegeben  durch 

tang^-g. 

Setzt  man  nun  zur  Abkürzung: 

a;  =  (6o-d); 

y  -  [»(»■»  -  2d)  -  flf»-,]; 

so: 

f    SR  flp 

jRj  «=»  , TV — i >  fl§  *=  Ä  •  ^;  . 

0      (»-l)a:  +  nr,  '  60 

^°°(n-l)«  +  nr,[2y  +  r,(2«  +  r.)]'     ^"^'K^t 

Eine  weitere  allgemeine  Betrachtung  hat  wenig  Wert,  da  sich  die 
Formeln  zu  sehr  komplizieren  und,  wie  später  die  Experimente  zeigen, 
die  weiteren  Bildpunkte  wegen  zu  grosser  Lichtschwäche  teils  schon 
nicht  mehr  auffindbar,  teils  sogar  nur  mehr  virtuell  sind. 

Setzt    man   nun   in   den   hier  gewonnenen   Formeln  ...  a »  oc 
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flnd  statt  Bq,  B^y  JB^ . . .  F^^  F^^  F^,  so  sind  dies  die  Bildpunkte  für 
pandlel  der  Axe  einfallende  Strahlen,  d.i.  die  Brennpunkte.  Man 
darf  nur  d  wieder  vernachlässigen,  und  man  erhält  nach  einigen  üm- 
ionnungen  wieder  die  früheren  Formeln. 

Um  nun  zu  sehen,  inwieweit  man  bei  den  folgenden  experi- 
mentellen Versuchen  und  Bestimmungen  die  yorher  gewonnenen  ein- 
fachen Linsenformeln  anwenden  darf,  nämlich  mit  um  so  grösserer 
Genauigkeit,  je  kleiner  die  Linsendicke  ist  und  je  grösser  die 
Er&mmungsradien  sind,  wollen  wir  jetzt  an  einem  Beispiel,  da  die 
allgemeine  Ableitung  zu  unübersichtlich  wird,  uns  klar  machen^  wie 
gross  das  Eorrektionsglied  gegenüber  den  einfachen  Linsenformeln  ist, 
wenn   man   noch   Grössen   vom   Grade   d^   also   Linsendicke,   berück- 

sichtigt,  indes  Grössen  von  der  Ordnung  —  und  —  yemachlässigt. 

Als  Beispiel,  das  diese  Eorrektionsglieder  sehr  gut  erkennen  lässt 
und  za  gleicher  Zeit  auch  der  Allgemeinheit  nicht  entbehrt,  diene 
die  Plankonvex-Linse.  Zunächst  werde  der  Krümmungsradius  der  Vorder- 
fläche —  oo  gesetzt  und  alsdann  derjenige  der  hinteren  Fläche  und 
jedesmal  die  allgemeinen  Formeln  unter  Zugrundelegung  obiger  Ge- 
sichtspunkte umgeformt. 

Es  ergiebt  sich  nach  etlichen  einfachen  Umformungen  folgende 
Tabelle,  wobei  der  Ausdruck  „Einfache  Formel'^  das  Ergebnis  aus 
den  früher  gewoimenen  einfachen  Linsenformeln  bedeuten  soll,  während 
^^Formel  mit  Berücksichtigung  der  Dicke  ^^  das  unter  obigen  Voraus- 
setzungen erhaltene  Resultat  kennzeichnet: 


Einfache  Fonnel 

Fonnel  mit  Berflckgicbtignng  der  Dicke. 

\f  «^     •■• 

F.-    ,\  (1     0) 

„_        r,       /         4d        in     \ 

•*     _   ä^r\    1 

'\^  OO  ' 

{^i-    3n-l 

*        8«-l  V          »•,     (Sn-l)/ 

\f^    •■• 

P-       »••      l\       ^  "-M 
■^1       2(n-l)V          U      n    ) 

■p             »"i       /i       4<*      2n           d   8-n\ 
*        8n-l  \          r,    3n-l    '    r,      n    ) 

^    ^    rw\    1 

■^<»         n-1 

Tj^  00   ' 

^       2(«-l) 

F  ^      •■' 

K»        Sn-l 

Ans   dieser   Tabelle    ist   sofort   ersichtlich,   dass  Messungen   nur 
dann  richtig  werden  nach  den  einfachen  Formeln,  wenn  die  Erümmungs- 


radien  möglichst  gross  sind  gegen  die  Dicke  der  Linse.  Indes  zeigen 
die  Formeln,  dass  der  Fehlbetrag,  der  ja  gewölmlich  bei  Messungen 
von  Fg  ausser  acht  gelaasen  wird,  durchaus  nicht  viel  ausmacht  und 
uur  ganz  kleine  Bruchteile,  je  kleiner  d  (z.  B.  in  Millimetern)  und  je 
grösser  r  (in  Metern)  ist.  Ferner  zeigen  obige  Resultate,  dass  die 
MessgrÖssen  !•,  und  t\  um  so  genauer  werden,  wenn  man  die  hintere 
Linaenfläche  als  Planfläche  nimmt.  Dies  findet  bei  Bikonvex-Linsen 
sinngemässe  Anwendung,  indem  man  dort  dann  die  Fläche  mit 
grösserem  Uadius  als  hintere  Fläche  nimmt. 

III.  Experimentelle  Bestätigung  der  Theorie. 

Zur  Bestätigung  obiger  Theorie  über  die  grosse  Mannigfaltigkeit 
der   Brennweiten    sind   folgende  Versuche    zweckdienlicli : 

Ximmt  man  eine  Konvex -Linse  von  ziemlich  grossen  Krümmungs- 
radien —  ein  gewöhnliches  Konvesbrillenglas  eignet  sich  ganz  gut 
dazu  ~  und  hält  dasselbe  gegen  die  Sonnenstrahlen,  so  entsteht  ein 
kleines  Bildchen  der  Sonne  im  Brennpunkte  hinter  der  Linse,  das  mit 
einem  Schirme  aufgefangen  wird.  Nähert  man  nun  diesen  Schirm 
mehr  und  mehr  der  Linse,  so  entsteht  ein  grosser  und  grösser 
werdender  Lichtkreis  als  Schnitt  des  von  der  Linse  ausgehenden  und 
das  Sonnen bildchen  erzeugenden  Lichtkegels  mit  dem  Schirme.  Dieser 
Schnitt  ist  überall  ziemlich  gleichmässig  hell.  Bewegt  man  den  Schirm 
langsam  vorwärts,  so  entsteht  nun  plötzlich  in  einem  gewissen  Ab- 
stände, der  theoretisch  ■  ■  ■  ^s  ~  i""  Z"?  -'^o  ■  ■  ■  gefunden  wurde  —  z.  B. 
bei  n  —  i,5  . . .  F^—  ~ Fg  —  ein  sehr  kleines  helles  Souuenbildchen, 
viel  kleiner  als  das  oben  besprochene  Bildchen  und  auch  bedeutend 
lichtschwächer,  auf  hellem  Grunde  mitten  im  Schnitt  des  erwähnten 
Lichtkreises.  Leicht  ersieht  man  an  diesem  Bildchen  wieder  die 
Li^^erung  der  roten  Strahlen  nach  aussen  und  der  violetten  uach  innen. 

Rückt  man  nun  den  Schirm  noch  weiter  der  Linse  zu,  so  siebt 
man  abermals  in  ungefähr  .»i^g  das  Zusammengehen  von  austretenden 
Strahlen,  indes  konnte  ein  Zustandekommen  eines  Bildes  nicht  mehr 
bemerkt  werden,  was  wohl  seinen  Grund  in  der  schon  zu  schwachen 
Lichtmenge  hat.  die  diesen  Rildpunkt  nach  viermaliger  Reflexion  iu 
der  Linse  zu  erzeugen  hätte.  Versuche  mit  den  verschiedensten  Linsen 
von  allen  Dimensionen  lieferten  das  gleiche  negative  Resultat. 

Hierauf  wurde  ein  Schirm  vor  die  Linse  gestellt,  aber  so,  dass  die 
Sonnenstrahlen  noch  möglichst  auf  die  Linse  fielen,  und  die  Linse  zu  dieaon 
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Zwecke  ein  wenig  gedreht.  Es  entstand  zunächst  ein  Zerstreuiingskreis 
anf  dem  Schirme^  herrührend  von  den  durch  die  Yorderfläche  der 
Linse  reflektierten  Lichtstrahlen.  Bückt  man  nun  den  Schirm  näher 
und  näher,  so  kommt  plötzlich  —  aber  sehr  gut  auffindbar  —  eine 
Lage  des  Schirmes,  in  welcher  auf  demselben  ein  helles  deutliches 
Sonnenbildchen  auf  hellem  Grunde  entsteht.  Bot  liegt  hier  wieder 
aussen  und  violett  innen.  Nähert  man  den  Schirm  weiter  der  Linse,  so 
wird  aus  dem  beschriebenen  Bildchen  ein  grösserer  und  grösserer 
EreiB  als  Durchschnitt  mit  dem  das  Bildchen  erzeugenden,  nach  ein- 
maliger Beflexion  in  der  Linse  austretenden  Strahlenkegel.  Bald  aber 
sieht  man  deutlich  wieder  in  der  Mitte  ein  neues^  noch  kleineres 
Sonnenbildchen  entstehen,  das  durch  dreimalige  Beflexion  und  zwei- 
malige Brechung  entsteht.  Es  sind  also  die  Brennpunkte  F^^  und  F^^ 
leicht  auffindbar.  Weitere  Brennpunkte  konnten  mit  grösster  Mühe 
experimentell  nicht  mehr  bestimmt  werden.  Zugleich  wird  bemerkt, 
dass  alle  diese  erwähnten  Brennpunkte  am  leichtesten  und  schnellsten 
an  der  Sonne  aufzufinden  sind. 

Obige  Experimente  wurden  auch  im  verdunkelten  Zimmer  an- 
gestellt, wobei  als  Objekt  ein  stark  leuchtender  Pfeil  verwandt  wurde. 
üeutUch  traten  auf  dem  Schirme  jedesmal  vor  wie  auch  hinter  der 
Linse  die  Bildpunkte  und  Bilder  Bq  . . .  B^  bezw.  JS^''  hervor,  so  dass 
sie  mit  leichter  Mühe  betrachtet  und  gemessen  werden  konnten.  Das 
Bild  war,  wie  aus  der  Ableitung  ersichtlich  ist,  ein  kleiner  verkehrter 
Pfeil  Die  Einstellung  auf  diese  Bilder  kann  sehr  genau  erfolgen,  da 
bei  mangelhafter  Einstellung,  insbesondere  bei . . .  i^, . . .  das  Bildchen 
sofort  verschwindet.  Der  Spielraum  für  scharfe  Einstellung  ist 
minimal  Durch  umkehren  der  Linse  und  Messung  wurde  femer  das 
in  der  Theorie  gefundene  Besultat  bez.  Gleichheit  u. s.w.  der  Brenn- 
weiten bestätigt. 

Die  Linsen  mit  negativer  Brennweite,  die  sich  in  der  Ableitung 
durchaus  als  Gegensatz  der  Konvex -Linsen  darstellen,  zeigen  auch 
beim  Experimente  diesen  Gegensatz,  indem  keiner  der  Brennpunkte 
zweiter  und  dritter  Gruppe  reell  und  auffindbar  ist,  sondern  alle 
rirtuell  sind.  Nur  die  Brennpunkte  erster  Gruppe,  von  der  Beflexion 
an  der  ersten  Linsenfläche  herrührend,  sind  hier  reell.  Indes  bemerkt 
man  sehr  leicht  die  verschiedenen  Zerstreuungskreise  höherer  Ordnung 
sowohl  vor  als  hinter  der  Linse. 

Stellt  man  mehrere  Linsen,  z.  6.  zwei  Eonvex-Linsen,  hintereinander, 
80  zeigt  das  Experiment  sehr  schön  eine  ganze  Beihe  von  Brenn- 
punkten zweiter  und  dritter  Gruppe,  die  nahe  aneinander  liegen  und 
berrflhren    von    stets    ein-    oder    zweimaliger  Beflexion   an   den   ver- 

Z«itMhrifl  f.  Mathenifttik  a.  Fbjtik.  46.  Band.  1901.   1.  n.  8.  Heft.  9 
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schiedenen  Flachen  des  zusammengestellten  Linsensystems.  Hierbei 
können  auch  Eonkay -Linsen  zum  Teil  verwendet  werden. 

Eine  weitere  interessante  Eigenschaft  bei  den  Brennpunkten  höherer 
Ordnung  zeigt  sich  auserdem  insofern^  als  bei  Anwendung  yon  dünnen 
aber  grossen  Linsen  diese  Brennpunkte^  wenn  man  den  Schirm  yer- 
schiebt,  in  mehrere  Ringe  sich  auflösen,  die  aUe  konzentrisch  liegen 
und  schön  farbig  sind.  Lisbesondere  gilt  das  f&r  die  Brennpunkte  vor 
der  Linse  und  rührt,  wie  durch  teilweises  Verdecken  der  Linse  kon- 
statiert wurde,  yon  teilweiser  Totalreflexion  her. 

Die  Experimente  mit  dicken  Linsen  ergaben  ebenso  das  aus  der 
Theorie  f&r  dicke  Linsen  ersichtliche  Resultat,  indem  die  Brennpunkte 
zweiter  und  dritter  Gruppe  allenfalls  in  ihren  höheren  Ordnungen 
nicht  mehr  auftreten  und  yirtueU  sind.  Die  Strahlen  treten  dann 
divergent  aus  der  Linse  und  die  dadurch  entstehenden  Zerstreuungs- 
kreise  sind  leicht  durch  ein  dicht  an  die  Linse  gelegtes  Papier  nach- 
weisbar. 

IV.  Anwendungen,  Bestimmung  der  Konstanten 

der  Linse. 

Der  Nutzen  obiger  Theorie  und  obiger  Experimente  zeigt  sich 
nun  in  folgenden  Anwendungen: 

1.  Oentrienmg  von  Liiuien  und  Blenden. 

Einfach  und  sicher  lassen  sich  die  au%efundenen  Thatsachen  zur 
Oentrierung  von  Linsen  verwenden,  was  grosse  Bedeutung  für  die 
optischen  Apparate  hat 

Sollen  eine  oder  mehrere  Linsen  in  einem  Rohre  centriert  werden, 
d.  h.  die  optischen  Mittelpunkte  der  Linsen  und  die  Brennpunkte  alle 
in  eine  einzige  Uerade  verlegt  werden,  in  die  Axe  des  Rohres,  so  ist 
dies  mit  den  Brennpunkten  der  dritten  Gruppe  leicht  zu  erreichen.  Man 
nimmt  am  besten  einen  Schirm,  in  welchem  sich  ein  kurzer  schmaler 
S)udt  befindet,  der  stark  von  rückwärts  erleuchtet  wird.  Dieser  Spalt  wird 
tunKchst  verschiebbar  so  aufgestellt,  dass  er  in  die  Axe  des  Rohres  falli 
Nun  »etat  man  die  su  oentrierende  Linse  in  das  Rohr  und  yerschiebt  den 
Schirm  so  lange,  bis  das  Bild  (III.  Gruppe)  deutlich  auf  dem  den  Spalt 
i)ni(t^ndt^n  Sohirme  entsteht  Nun  dreht  man  die  Linse,  bis  sich  der 
wirklioht^  S|udi  mit  seinem  ron  der  Linse  entworfenen  gleich  grossen 
Hilde  dtH'l^t,  wa»  leioht  erreichbar  ist  Dann  hat  man  eine  yöUige 
Omttrit^niug   in  Beaug  auf  den  leuchtaaden   Gegenstand,   der  in  der 
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Dasselbe  erreicht  man  auch  mit  den  Brennpunkten  zweiter  Gruppe. 
Man  richtet  den  Rohrmantel  parallel  zu  den  Sonnenstrahlen,  so  dass 
der  Schatten  ein  Kreis  wird,  steckt  die  Linse  in  das  Rohr  und  be- 
trachtet den  Brennpunkt  F^,  der  im  Falle  völliger  Centrierung  ganz 
genau  in  der  Mitte  des  den  Brennpunkt  F^  erzeugenden  vom  Schirme 
aufgefangenen,  einen  Lichtkreis  bildenden  Strahlenkegels  sich  befinden 
muBs.  Überraschend  einfach  werden  hierdurch  Blenden  centriert.  Ein 
kleiner  Fehler  macht  sich  sofort  bemerkbar,  indem  der  Brennpunkt 
oder  Bildpunkt  höherer  Ordnung  dann  sofort  aus  der  Mitte  des  durch 
die  Blende  entworfenen  Lichtkreises  rückt. 

2.  Bestimmung  der  Konstanten  der  Linse. 

Eine  weitere  wichtige  Anwendung  der  erwähnten  Gesetze  ist  die 
Bestinmiung .  der  Eonstanten  der  Linse.  Natürlich  können  die  ein- 
fachen G^etze  nur  dann  Verwendung  finden,  wie  rechnerisch  an  den 
Plankonvex -Linsen  gezeigt  wurde,  wenn  die  Dicke  der  Linse  gegen- 
über den  Krümmungsradien  yemachlassigt  werden  darf.  Es  haben  also 
die  hier  folgenden  Methoden  hauptsächlich  die  Bestimmung  der  Eon- 
stanten von  Linsen  mit  geringer  Dicke  und  grossen  Erümmungsradien, 
z.B.  von  Brillengläsern,  zur  Aufgabe. 

1.  Bestimmung,  ob  eine  Linse  gleiche  Erümmungsradien  hat. 

Hier  kommt  es  nicht  darauf  an  zu  messen,  sondern  bloss  obige 
Frage  zu  beantworten.  In  diesem  Falle  spielt  dann  auch  die  Linsen- 
dicke keine  Bolle  und  die  Methode  gilt  auch  für  dicke  Linsen. 

In  den  einfachen  sowohl  als  auch  in  den  die  Dicke  der  Linse 
berücksichtigenden  Formeln  ergeben  sich  bei  Annahme  . . .  r,  -«  r,  . . . 
stets  gleiche  Formeln  für  XJmkehrung  der  Linse.  Deshalb  verfährt 
man  am  besten  folgendermassen: 

Man  bestimmt  bei  Eonvex-  und  Eonkav- Linsen: 

1.  Den  Brennpunkt  oder  Bildpunkt  0       I.  Gruppe, 

^'        »  ff  77  M  -^0   \     TT 

**•       »  W  79  >;  -*^8  ' 

4  F     III 

Sind  die  Brennpunkte  nicht  reell,  so  tritt  an  Stelle  derselben  die 

Grosse   des    Zerstreuungskreises    in    einem    beliebigen   Abstände    auf 

einem  Schirme  aufgefangen.    Jedesmal  dreht  man  die  Linse  sofort  um 

und  wenn  dann  jedesmal  die  Einstellung  dieselbe  ist,  kann  man  sicher 

Bern,  dass  die  beiden  Erümmungsradien  die  gleichen  sind.     Bezüglich 

der  Bestimmung  in  1.  und  4.  verwendet  man  am  besten  ein  leuchtendes 

9* 
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Spaltbild  vor  der  Linse,  das  solange  verschoben  wird,  bis  neben  dem 
leuchtenden  Spalte  das  gleich  grosse  Bild  B^  entsteht. 

2.  Brechungsindex  der  Linse. 

Auf  irgend  eine  der  bekannten  Arten  wird  zuerst  die  Brenn- 
weite Fq  bestimmt.  Am  besten  wird  man  dies  an  der  Sonne  thun 
und  ebenso  die  folgende  Bestimmung.  Man  befestigt  die  Linse  auf 
einem  genau  geteilten  Maßstab  und  bestimmt  die  Lage  Yon  Fq  und  F^j 
also  die  Brennpunkte  zweiter  Gruppe  0.  und  2.  Ordnung. 

Hierauf  misst  man  genau  die  Strecke  J'oJPg  ab.  Bezeichnet  a  »  FqF^j 
so  ergiebt  sich  nach  den  gefundenen  Gesetzen: 

strecke  (F,F,)  ~a-F,-  ^p^F, -  F,      "* 


Sn-l«  0    Sn-1' 

oder 

a 

Hierbei  ist  also  eine  Messung   bis   zur  Linse   hin,  wenn 
man  F^  schon  vorher  bestinmit  hat,  gar  nicht  notig,  wodurch 
die  Messung  von  a  bedeutend  erleichtert  wird. 
Misst  man  8F^  direkt  ab,  so  findet  man: 

Strecke  SF,  -  F,    und    n  -  ^^Zfj^ 

Ein«^  dritte  Art  der  Bestimmung  von  n  beruht  auf  der  Yer- 
glinohuug  (^Verhältnis)  der  von  ein-  und  demselben  leuchtenden  Objekt 
hintor   Linse  entworfenen  Bildern   iweiter  Gruppe  0.  und  2.  Ordnung. 

)tt^»>ichnet:  Ji^  —  Bildgrösse,  G  ^  Gegenstandsgrosse, 

ß^  <-  Bildgrusse  S.  Ordnung, 
»o  iM: 

iVut  inaix  fi  *  v'v  k.  R  för  die  Sonne  und  misst  mit  der  Lupe 
\Uo  tm^Mt^^uitH)  kWinen  S^xnneiibildcheii«  s«i  ^hält  man: 

CV  Kr;>mmuY)e^rad)en  der  Linse. 
Thi  •;  w^^tl  »^  pxx  ^T^*^^^:^,   «wlit   hmud   d«tt   GKramiHuikt  F,'  und 
r/  \>\v  %W  Uu^^s  aW^^  ÄW  ^v«r»cli$.i^«i  Aiivi   direktsa  Alvmessen  der 
K^^l^^n^MnjX  ^i*"«  ^SNvaK^v.h^KvWr.*  x>\r.  oer  Lan^.     Es  is4  nun: 
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^[f"  ■*"  r]  "■  F^    (^«  liinterer  Radius), 

Daraus  ergiebt  sich:  ^F  F' 

2  Fq  F/^ 
^2""Fo-2F/'' 

Eine  andere  Methode,  um  r,  und  r^  zu  bestimmen,  ergiebt  sich 
folgendermassen:  Benützt  man  einen  von  rückwärts  stark  beleuchteten 
Spalt  als  Objekt  und  verschiebt  denselben  so  lange,  bis  das  Bild 
(m.  Gruppe)  nach  einer  Reflexion  und  zwei  Brechungen  des  erzeugeix- 
den  Lichtstrahlenbündels  vor  der  Linse  wieder  auf  dem  den  Spalt 
tragenden  Schirme  entsteht,  so  gilt  folgendes: 

so  F/'"»  —  —  halbe  Entfernung  des  Spaltes  Ton  der  Linse. 
Daraus:  ^        ^o  ^   . 


r«  = 


»       F.-ä' 


0 


fj  —  hinterer  Radius.    Desgleichen  für  r^. 

4.  Bestimmung  der  Brennweite  F^  für  eine  Linse 
von  grossen  Krümmungsradien. 

Oft  kommt  es  vor,  dass  man  eine  Linse  mit  sehr  grossen 
Krümmungsradien  hat  und  die  direkte  Messung  von  F^  ^  gewöhn- 
liche Brennweite,  als  zu  gross,  unmöglich  erscheint  Li  diesem  Falle 
benutzt  man  am  besten  die  Brennpunkte  2.  und  3.  Gruppe  von  der 
nullten   Ordnung.     Es   ergiebt   die   Rechnung  nach   den   abgeleiteten 

Gesetzen: 

f  F'  \ 
>r-  —  KTr  +  rTTr  -  xT  7      F/'      gcmessen. 

-'^o         -^1  ''^i  •*^s  x:' 

l    '^t     ) 

Für  Eonkay-Linsen  hat  man  die  Grösse  der  Zerstreuungskreise  zu 
bestimmen,  die  Krümmungsradien  finden  sich  leicht  aus  den  Brenn- 
punkten der  ersten  Gruppe,  die  hier  reell  sind. 
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Von  Dr.  M,  Disteli, 

ft.  o.  Prof«Mor  ft.  d.  Teohaltohen  Hoohsohale  tu  Karlimhe. 

Hienu  Tafeln  ü,  Fig.  1—6,  m,  6—7,  IV,  8—10. 

n.  Teil.^ 

C.  Die  Axoide  f&r  gekreuzte  Axen. 

Befinden  sich  die  Axen  zweier  Wellen  in  windschiefer  oder  ge- 
krenster  Lage  nnd  sollen  zwei  Flachen  R^  nnd  R^  gefunden  werden, 
welche  befähigt  sind,  als  Grundkorper  nnrnnder  Räder  zu  dienen, 
durch  welche  die  Bewegung  der  einen  Welle  mit  yeranderlichem  Ver- 
hältnis der  Winkelgeschwindigkeiten  auf  die  andere  Welle  übertragen 
wird,  so  bilden  diese  Grundkorper  ein  Paar  geradliniger  Flächen,  welche 
den  Namen  Rollflächen  oder  Axoide  erhalten  haben. 

Im  aUgemeinen  wird  neben  der  rollenden  noch  eine  gleitende  Be- 
wegung  beider  Axoide  längs  der  momentanen  Berflhnmgslinie  «uftreten. 
Es  ist  daher  Ton  Interesse,  diejenigen  Füle  insbesondere  ins  Auge  zu 
fassen,  wo  diese  Gleitbewegung  wegfällt,  wo  also  die  Analogie  in  der 
Bewegung  entsprechender  Rollflächen  mit  den  beiden  Fällen  paralleler 
und  sich  schneidender  Axen  eine  möglichst  yoUkommene  ist.  Dieser 
Umstand  kann  in  der  That  eintreten,  sobald  beide,  oder  wenigstens 
das  eine  der  beiden  Axoide  gleichzeitig  eine  Verschiebung  längs  seiner 
Axe  ausführen  kann. 

Die  eine  der  beiden  Flächen,  oder  auch  beide  gleichzeitig,  werden 
also  im  aUgemeinen  nach  Art  der  Regelschraubenflächen  keine  ge- 
schlossenen Flächen  mehr  sein,  und  man  ist  genötigt,  sie  räumlich  auf 
baadfSnnige  Streifen  derart  tu  beschränken,  dass  keine  g^enseitige 
Durchdringung  auftritt  und  die  Bewegung  ungehindert  stattfinden  kann. 
Durch  die  Einführung  gleichzeitiger  TransIationBbew^nngen  wird  aber 
das  Problem  kinematisch  erheblich  erweitert,  wihraid  andererseits  die 
auftretenden  Flächenpaare  auch  geometrisch  inta^essant  werden  dorch 
die  Mckflichkeit^  sie  aufeinander  abwickelbar  machen  zu  können. 

l\  IVr  L  Teil  d«r  Afbeit^  dfr  dk  bttdca  Fälle  paralleler  und  nch 
scbneidendi^r  Axe»  NchAiid^U,  «^rj^cKi««  unter  doa  oVigen  Titel  im  1.  Heft 
de»  43^  Jakr^ABget  dieeer  /i^ii«v'^nit. 
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Diese  Eigenschaft  der  Axoide  ist  zwar  schon  lange  bekannt;  trotz- 
dem scheinen  aber  ausser  den  zunächstliegenden  Fallen  der  Hyperboloide 
und  Schraubenflächen  fOr  ein  konstantes  Verhältnis  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten Axoide  allgemeiner  Art  bis  jetzt  keine  Behandlung  gefunden 
zu  haben^  so  dass  ein  Versuch  nach  dieser  Richtung  wohl  gerecht- 
fertigt erscheint. 

Da  eine  Rotation  verbunden  mit  einer  Transktion  längs  einer  Axe 
die  allgemeinste  Bewegung  ergiebt,  deren  die  Axoide  fähig  sind,  so 
soll  im  folgenden  der  allgemeine  Fall  vorangestellt  werden;  die  beiden 
Bewegungsarten,  bei  denen  das  eine  oder  beide  Axoide  reine  Rotations- 
bewegungen um  ihre  Axen  ausfOhren,  ergeben  sich  dann  von  selbst 
durch  zweckmässige  Spezialisierung  der  allgemeinen  Ergebnisse. 

S  1.  Axoide  für  konstantes  Verhältnis  der  Winkelgeschwindigkeiten. 

Seien  Figur  1,  Taf.  II  o^  und  0^  die  beiden  windschiefen  Axen. 
Fügt  man  ihnen  ihre  gemeinsame  Normale  0^0^  von  der  Länge  2a 
hinzu,  so  kann  man  0^  und  0^  je  zum  Ausgangspunkt,  die  Richtung 
0^0^  zur  positiven  Halbaxe  0^  resp.  jsTj,  sowie  die  nach  oben  gehenden 
Halbaxen  0,  und  o,  zu  den  positiven  Axen  x^  und  x^  je  eines  rechir 
winkeligen  Goordinatensystems  gemacht  denken,  wodurch  dann  auch 
die  positiven  Richtungen  der  Axen  y^  und  y^  mitbestimmt  sind.  Femer 
bedeute  2ß  den  Winkel  der  Axen  o^  und  o^,  also  den  Winkel,  um 
welchen  die  positive  Axe  x^  in  positivem  Sinne  gedreht  werden  muss, 
bis  sie  der  positiven  Axe  x^  parallel  läuft;.  Diesen  Winkel  2ß  wollen 
wir  als  spitzen  Winkel  voraussetzen. 

Werden  jetzt  von  0^  resp.  O3  aus  auf  den  Axen  x^  und  X2  je  zwei 
Strecken  o^  und  h^  resp.  cd^  und  h^  aufgetragen,  so  kann  man  o^  und 
Oj  als  Winkelgeschwindgkeiten,  h^  und  h^  als  Windui^sparameter  zweier 
Schraubenbewegungen  um  die  Axen  o^  resp.  o^  erklären.  Sie  mögen 
kurz  durch  {o^yf^f  cd^)  und  (o,,  A,,  cd^)  bezeichnet  werden  und  die  erste 
und  zweite  Schraube  heissen. 

Trägt  man  auf  o^  die  Strecke  a^  in  entgegengesetztem  Sinne  auf, 
60  entsteht  die  negative  erste  Schraube  (o^,  ^j,  —  o^).  Wird  diese  mit 
der  zweiten  Schraube  znsammengesetzt,  so  ist  ans  der  Dynamik  starrer 
Systeme  bekannt,  dass  die  resultierende  Bewegung  durch  eine  dritte 
Schraube  dargestellt  werden  kann^),  von  bestimmter  Axe  g,  bekannter 


1)  Vergleiche:  R,  8,  Ball:  The  Theory  of  Screws.  DubUn  1876.  —  TT.  ScheU: 
Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte.  Karlsruhe,  II.  Aufl.  1879.  —  J,  Somoff: 
Kinematik  Kapitel  XIV.  1878.  —  E.  J.  Bouth:  Die  Dynamik  der  Systeme 
>iarrer  Körper.   I.  Band.   1898.  —  G.  Koenigs:  Le9on8  de  Cin^matique.   Paris  1897. 
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Winkelgeschwindigkeit  A  und  bekanntem  Windungsparameter  H.   Man 
hat  also  symbolisch  die  Gleichung: 

{Ou  Äi,  -Ol)  +  (oj,  A„  ©sj)  =  ig,  H,  Ä). 

Von  der  Axe  g  ist  bekannt,  dass  sie  der  resultierenden  Winkelgeschwindig- 
keit A  aus  —(o^  und  +a)^  parallel  ist^  und  dass  sie  die  Zentrale  OjOi 
rechtwinkelig  schneidet.  Wird  also  die  Axe  g  mittels  der  zweiten 
Schraube  in  die  unendlich  benachbarte  Li^e  g'  gebracht,  so  wird  g' 
durch  Anwendung  der  negativen  ersten  Schraube  in  die  Lage  g  zurück- 
geffihrt,  behaftet  mit  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung  in  sich 
selbst,  weil  das  Resultat  beider  unendlich  kleiner  Schraubungen  eine 
unendlich  kleine  Schraubung  ist,  welche  g  selbst  zur  Axe  hat.  Demnach 
führen  die  beiden  gegebenen  Schrauben  die  Linie  ^  in  die  benach- 
barten Lagen  g'  und  g"  über,  die  sich  der  ganzen  Ausdehnung  nach 
decken  und  wobei  g'  in  g"  unendlich  wenig  verschoben  ist;  mit  anderen 
Worten:  Die  beiden  durch  die  unendlich  kleinen  Schraubungen  von  g 
um  Ol  und  o,  entstandenen  unendlich  schmalen  windschiefen  Flachen- 
elemente sind  längs  der  glänzen  Linie  g  identisch. 

um  die  Erzeugende  g  der  Lage  nach  genauer  zu  bestimmen,  be- 
ziehen wir  die  beiden  gegebenen  Schrauben  auf  den  Punkt  0^  als 
Reduktionspunkt.  Die  Winkelgeschwindigkeit  o^  kann  parallel  zu  sich 
selbst  an  den  Punkt  Oj  verschoben  werden,  wenn  gleichzeitig  eine 
dieser  Verschiebung  um  die  Strecke  2a  entsprechende  Translations- 
geschwindigkeit in  0|  von  der  Grösse  2a  (o^  angebracht  wird,  deren 
Richtung  mit  derjenigen  der  positiven  Axe  y,  übereinstimmend  ist 
Die  Translationi^eschwindigkeit  v^  »  A,  o,  kann  parallel  nach  0^  ver- 
schoben werden.  Zu  diesen  Geschwindigkeiten  tritt  noch  die  Winkel- 
geschwindigkeit •— cDi  längs  der  Axe  x^  und  die  Translationsgeschwindig- 
keit V|  -«  —  Aj  •  cDi  längs  derselben  Axe.  Bedeutet  demnach  T  die  resul- 
tierende Translationsgeschwindigkeit,  Sl  die  resultierende  Winkel- 
geschwindigkeit, so  sind  die  Komponenten  derselben  nach  den  Axen 

T,  —  -Vi  +  t»,  cos  2/3  —  2a  «2  sin  2ß,  5%,  «  —o,  +  o»,  cos  2/) 
[})  T;  -  t>,  sin  2/)  +  2a  o,  cos  2/1,  Ä,  =  o,  sin  2ß 

T.  -  0  ,  Ä.  =  0. 

Somit  ist 

IWi^iehneu  jotat  «t^  und  <^  die  Winkel  von  Sl  gegen  die  Axen  o^  und  o^j 
beide  iu  po^tivem  Sinne  gemessen»  so  ist 
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(3)  «1  -  «,  =  2/J 

(4)  COSOi^-^,     811101  =  ^. 


Demnach 


,  —  09,  4-  (D,  COS  2  ß 

coto  «,  = '     .  *  ^ — - 


d.h. 

(5)  (Dj  sin  «1  —  ß>j  sin  «2  =  0 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  zweiten  Gleichung  (4);  so  folgt 


o>,        sin  or, 


A         sin  2/3' 

80  dass  die  Proportion  besteht: 

(6)  (Oj :  (Dj  :  A  »  sin  ^2 :  sin  a^ :  sin  2ß , 

wodurch  zunächst  die  Richtung  der  resultierenden  Schraubenaxe  g^ 
als  parallel  zur  Richtung  von  üy  bestimmt  ist. 

Multipliziert  man  femer  die  beiden  Gleichungen: 

Sl  cos  «1  =  Ä,  =  —  a>i  +  (Dg  cos  2ß 
i2  sin  a^  =»  ^  «=  o^  sin  2ß 

resp.  mit  cos  o^  und  sin  o^^  so  folgt  noch  durch  Addition: 

J)  ß  =»  (Og  cos  «2  —  ©1  cos  «j. 

Sind  jetzt  x^,  y^,  xr^  die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  im 
Räume,  so  erhält  er  durch  die  resultierende  Schraube  die  Geschwindig- 
keitskomponenten : 

w,  «  Tx  +  ßy^i  —  a,  yi 

(8)  tty   =    Ty    +    a.X^    ~    Ä,i»i 

u,  =  Ts  +  SlzVi  —  ^^1- 

Für  jeden  Punkt  von  g  fällt  aber  die  Richtung  seiner  Geschwindigkeit 
mit  derjenigen  von  g  selbst  zusammen.  Da  die  Richtungscosinusse  Ton 
g  andererseits  den  Komponenten  von  Sl  proportional  sind,  so  sind  die 
Gleichungen: 

die  Gleichungen  der  Axe  g. 

Weil  aber  A«  »  0  ist^  so  muss  auch  Ux'=0  sein,  d.  h.  die  Axe  g 
ist  der  Ebene  (x^tfi)  parallel  und  ihre  Projektion  auf  diese  Ebene  hat 
die  Gleichung 

(10)  a^y^-^a^x^^o. 
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Daraus  folgt^  dass  die  Axe  g  die  Zentrale  in  einem  Punkte  G  recht- 
wi.nkelig  schneidet. 

Sind  r^  und  r,  die  in  positivem  Sinne  gemessenen  Abstände  des 
Punktes  G  von  0^  und  O,,  so  dass  die  Beziehung 

(11)  ri-rj  =  2a 

besteht  und  bedeutet  V  die  resultierende   Translationsgeschwindigkeit 

der    Schraubenaxe  g^    so    ist    diese    gleich    der   Geschwindigkeit    des 

Punktes    6r;    somit    ergeben    die    Gleichungen    (8)    als    Komponenten 

derselben: 

w«  =  T,  +  Tj  Ä  sin  «1  =  7  cos  a^ 

tiy  =  Ty  —  rj  Ä  cos  «1  «  F  sin  «j. 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

r,  •  Ä  =  Ty  cos  «1  —  T,  sin  c^ 

^     '  F«  T,cosai  +  Tysin«!. 

Setzt  man  die  Werte  von  T„  Ty,  Ä  aus  (1)  und  (7)  in  die  erste  dieser 
Gleichungen  ein^  so  nimmt  sie  die  Form  an: 

(13)  r^  cotg  «1  +  Ai  =  r,  cotg  «,  +  ä, 

und  kann^  indem  man  noch 

(14)  Ai  -  A,  «  2A 

setzt;  in  jede  der  beiden  neuen  Formen: 

sin  2/J  rj  «  2  (a  cos  «,  +  A  sin  o,)  sin  a^ 
sin  2/)  r,  »  2  (a  cos  a^  +  A  sin  o^)  sin  «, 

gebracht  werden. 

Durch  diese  beiden  Gleichungen  ist  jetzt  die  Lage  des  Punktes  G 
auf  0^0^  und  damit  auch  die  Lage  der  gesuchten  Schraubenaxe  voll- 
ständig bestimmt. 

Die  Einsetzung  der  Werte  von  Txy  Tyy  Sl  in  die  zweite  der 
Gleichungen  (12)  ergiebt  die  resultierende  Translationsgeschwindigkeit: 

(16)  F  =  (2a  —  h^  cotg  «i  +  A,  cotg  «,)  sin  a^  -  cd^ 

und  folglich  den  Windungsparameter  der  resultierenden  Schraube: 

(n)  ff^^^K  ^^  «1  —  A,  cotg  c,  —  2a 

^  '^  Ä  cotg  üf^  —  cotg  a,  ' 

wobei  der  Nenner  nicht  verschwinden  kann,  so  lange  2/)  ein  von  Null 
oder  zwei  Rechten  verschiedener  Winkel  ist 

Wird  also  die  Axe  g  um  o^  und  a^  geschraubt,  so  entsteht  ein 
Paar   von   offenen    scharfgängigen  Regelschranbenflächen    S^ 
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nnd  S,.  Die  vom  Punkte  G  beschriebenen  Schraubenlinien  sind  die 
Striktionslinien  der  Schraubenflächen  S^  und  S,;  der  Punkt  G  ist 
also  f&r  jede  Erzeugende  g  der  Zentralpunkt. 

Bezeichnen  nun  ^^  und  d-f  die  im  positiven  Sinne  gemessenen 
Winkel  der  Tangenten  der  Striktionslinien  gegen  die  Axen  x^  resp.  x^, 
so  sind  die  Windungsparameter 

(18)  ^  =  •—  ^1  <^*8  ^1}  Ä,  =  —  r,  cotg  -O-, 
und  die  Bedingungsgleichung  (13)  nimmt  die  Form  an: 

(19)  r^  (cotg  dj  -  cotg  «i)  =  rg  (cotg  ^,  —  cotg  o,)  =  q. 

Die  Grosse  q  bedeutet  aber  bekanntlich  den  Parameter^)  der  Regel- 
Bchraubenflachen  S^  und  S,  längs  der  Erzeugenden  g, 

1)  Yergl.:  A.Mannheim:  d^m^trie  Descriptive.  Paris  1886.  —  G. Darboux: 
Th^rie  G^ärale  des  Surfaces.    III  Partie.    Paris  1894. 

Der  Parameter  jeder  Begelfläche  hat  ein  bestimmtes  Vorzeichen.  Ist  nämlich 
P  ein  beliebiger  Pankt  der  Erzeagenden  g^  so  sehe  man  von  diesem  nach  dem 
Zentralpunkt  hin.  Dnrchlänft  jetzt  ein  Ponkt  die  Strecke  vom  Zentralpunkt  nach 
P  und  dreht  sich  dabei  die  Tangentialebene  des  bewegten  Punktes  in  positivem 
Sinne  um  g,  so  heisst  der  Parameter  positiv,  im  entgegengesetzten  Falle  negativ. 
Um  das  Vorzeichen  von  q^  also  des  Parameters  der  Schranbenfl&che  (20),  genau  zu 
bestimmen,  verschieben  wir  das  Koordinatensystem  von  0^  derart  an  den  Punkt  6r, 
dass  die  neue  Axe  |  mit  g,  die  neue  Axe  £  mit  (rO,  zusammenfällt.  Die  Trans- 
formation geschieht  mittels  der  Formeln 

£  3»  OS  cos  cKj  -f  2^  sin  a^ 
T\  ■—  — X  sin  flfj  -]-  y  cos  a, 
t-^t  —  r^. 
Demnach  werden  die  neuen  Gleichungen  der  Schraubenfläche  S^ : 

I  SS  cos  «1  (cos  ci^u-\-\  9j)  4-  sii^  ^i  (sii^  ^i  eos  fp^u  —  r^  sin  9j) 
12»=  —  sin  aj  (cos  «i  «*  +  Ä|  qp,)  +  cos  a^  (sin  Oj  cos  qp^  u  —  r^  sin  ^j) 
t  «s  sin  ccj  sin  7j  tt  -{-  r j  cos  qp,  —  r^. 

Ffir  jeden  Punkt  u  der  Axe  £  ist  qp^  =»  0  und  die  Tangentialebene  bestimmt 
durch  die  Tangente  der  Schraubenlinie,  welche  durch  den  Punkt  u  geht.  Die 
Richtongacosinusse  der  Tangente  sind  aber  proportional  zu  den  Ausdrücken: 


dfi 


Äj  cos  a,  —  f  j  sin  «j 
—  Äj  sin  ffj  —  fj  cos  «j 


dfPi 

dt 
- —  =■  sm  a,  u. 

dffi 
Die  Ebene  (|ii)  ist  die  Zentralebene.   Bezeichnet  also  S  den  Winkel,  um  welchen 
tich  die  Tangentialebene  gegen  die  Zentralebene  in  positivem  Sinne  gedreht  hat, 
•0  ist  dt^  sina^u  _  u 


dri      —  ^  sin  Oj  —  r^  cos  c^       —  (^i  +  *"!  ^tg  «,) ' 
Demnach  ist  der  Parameter  der  Schraubenfläche  Sj  auch  dem  Zeichen  nach 

g  —  —  (Ä,  +  fi  cotg  Ol)  —  fi  (cotg  <^j  —  cotg  «i). 
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Da  die  Zentralpunkte  beider  windschiefer  Flächenelemente  für  9  in 
G  zusammenfallen  und  die  Parameter  gleich  sind,  so  berOhren  sich  in 
der  That  die  Fliichen  S^  und  S,  längs  der  ganzen  Linie  g. 

Soll  also  durch  die  Schraubenbewegung  von  der  kon- 
stanten Winkelgeschwindigkeit  o^  und  der  konstanten 
Translationsgeschwindigkeit  A^o^  an  der  Axe  o^  eine  Winkel- 
geschwindigkeit m^  und  eine  Translationsgeschwindigkeit 
^o,  an  der  Axe  0^  hervorgebracht  werden,  so  kann  dies  ge- 
schehen durch  Rollen  zweier  Regelschraubenflächen: 

05:1  =  cos  a^u  +  hi^Pi  iCg  =  cos  tx^u  +  h^fp^ 

(20)    ffi  »  sin  o^  cos  g>iU  —  r^  sin  9^       y,  =  sin  o,  cos  9,  w  —  r,  sin  92, 
«j  »  sin  o^  sin  9i  ti  +  ^1  cos  9)^       ;?g  «  sin  o,  sin  q>^u  +  r^  cos  tp^y 
deren  Richtungskegel  durch  die  Bedingungen: 

«j  —  «j  =»  2/J,   ©1  sin  Oj  —  o,  sin  «,  =  0 
und  deren  Striktionslinien  durch  die  Bedingungen: 

r^^-r^^:^  2a j  r^  cotg  «i  —  r ,  cotg  «,«*,  —  *! 

bestimmt  sind. 

Werden  beide  Flächen  mit  den  Winkelgeschwindigkeiten  «Dj  resp. 
CO,  geschraubt,  so  rollen  sie  aufeinander  mit  der  relativen  Winkel- 
geschwindigkeit 

ß  »  Og  cos  Oj  —  Oj  cos  o^. 

Ausserdem  besitzen  sie  längs  g  eine  relative  Oleitgeschwindigkeit 

F«  (2a  —  \  cotg  «1  +  Aj  cotg  «,)  sin  OjCii, 
welche  man  mittels  der  Beziehungen  (18)  und  (19)  auch  auf  die  Form 

bringen  kann.     Dabei  ist  das  Verhältnis  der  Translationsgeschwindig- 
keiten  Umgs  der  Axen  Oj  resp.  0^  durch  die  Gleichung 

^*'*'  •  r,       sin  (^,  —  a,)  cos  ^, 

dargestellt 

Die  relative  Gleitgeschwindigkeit  verschwindet,  d.  h.  die  beiden 
Regelschraubenflächen  rollen  aufeinander  ohne  zu  gleiten,  wenn  die 
Bedingung: 

^23)  ^1  -  ^1  =  iß 

erfnllt  ist)  d»  h.  weim  die  Striktionslinien  beider  Flächen  sich  in  6  be- 
rühnni.     Da  iu  diesem  Falle 
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d^  —  ai  =  '^g  —  «24=^ 
isty  80  laatet  jetzt  die  Paopameteii^leicliung: 

( 24)  ^ = ^ 

^     ^  sin  cKj  sin  J^^       sin  a,  sin  ^, 

oder 

sin  ^^        sin^,' 

welche  in  der  That  aussagt^  dass  die  Linienelemente  beider  Striktions- 
linien,  die  gleichzeitig  durch  die  Zentrale  gehen^  gleich  lang  sind^  so 
dass  diese  und  damit  auch  die  Flächen  S^  und  S,  aufeinander  rollen. 
Für  das  Verhältnis  der  Translationsgeschwindigkeit  ergiebt  sich  jetzt: 

(25)  «^  =  5?^ . 

^       ^  17,  COB'9', 

Dieses  Yerlmltnis  ist  also  nur  noch  abhangig  von  den  Steigungswinkeln 
der  Striktionslinien  der  Flächen  S^  und  S,. 

Die  relative  Gleitgeschwindigkeit  Fkann  aber  auch  verschwinden^ 
wenn  der  Parameter  q  gleich  Null  ist,  d.  h.  wenn  beide  Schrauben- 
flächen S  developpabel  sind.    Da  in  diesem  Falle 

-^j  — «1  =  0,    ^,  —  «,=  0,    Ai=  —  r^  cotg«!,    Aj=  — r^cotgog 

ist,  so  folgt: 

F=  ( r^i h    .^l      ]  sin  €L  •  ©1. 

Demnach  verschwindet  V  dann,  wenn 

f  26)  - -*—  =  0 

^     ^  sin*  aj        sin*  «, 

ist 

Da  also  r^  und  r,  in  diesem  Falle  gleichzeitig  positiv  oder  negativ 
sind,  so  kann  demnach  for  developpable  Schraubenflächen  S  Berührung 
nur  von  innen  stattfinden. 

i  2.    Die  AzenflSohen  &,  insbeflondere  diejenigen  dritten  Grades. 

Nach  dem  Vorangegangenen  gehört  zu  jeder  durch  die  drei  Grossen 
^19  ^ly  ^1  definierten  Begelschraubenfläche  S^  eine  einzige  durch  r„  cc^  ^, 
definierte  andere  Schraubenfläche  Sg.  Die  Gesamtheit  dieser  Flächen- 
paare  bildet  demnach  eine  dreifache  Mannigfaltigkeit.  Sind  2  a  und  2  ß 
gegeben,  so  folgt  aus  den  Gleichungen 

r^^r^=^  2a,  a^  —  «,  =  2/8,  r^  (cotgaj  —  cotg^J^r,  (cotgo,  —  cotg^,) 

ZQimchst  der  Wert  von  r,  und  von  a^]  die  letzte  Gleichung  liefert  dann 
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den  noch  unbekannten  Winkel  ^^.  Zn  seiner  Bestinunong  gelangen 
wir  am  einfachsten  auf  graphischem  Wege. 

Durch  den  Scheitel   0  des  Azenwinkels  2  /3  in  Figar  2,  Taf.  II. 

lesren  wir  einen  Kreis  K  vom  Radius  r^ «   -    ^of  der  die  Schenkel  des 

Winkels  in  Abschnitten  00^^  00^  derart  schneidet,  dass  0^  0, » 2a 
wird.  Irgend  ein  Strahl  g  durch  0  bildet  dann  mit  0  0^  den  Winkel  a^ 
mit  00^  den  Winkel  cc^,  mit  K  den  Schnittpunkt  G^,  mit  O^O,  den 
Schnittpunkt  Ä.  Es  sei  femer  G  ein  Punkt  der  Sehne  0^0^,  so  dass 
OjG  — fj  O^G^r^  ist,  endlich  sei  6r'  der  Schnittpunkt  des  Strahles 
OG  mit  dem  Kreise  K. 

Durch  Angabe  des  Strahles  g  und  des  Punktes  G  erhalten  die  vier 
Grössen  a^,  a^,  r^,  r,  feste  Werte.  Ist  daher  ^  ein  Strahl  durch  0, 
welcher  mit  00^  den  Winkel  ^^  einschliesst,  t^  ein  weiterer  Strahl, 
der  mit  00^  in  gleichem  Sinne  gemessen  den  Winkel  #,  bildet,  so 
wird  durch  die  Parametergleichung  (19)  zwischen  ^^  und  t^  eine  projek- 
tive Beziehung  hergestellt  Bezeichnen  also  I\  und  T^  die  Schnitt- 
punkte von  ^  und  t^  mit  K,  so  besteht  zwischen  diesen  Punktepaaren  des 
Kreises  eine  projektive  Abhängigkeit,  die  durch  folgenden  Satz  de- 
finiert wird: 

Die  Projektiyitat  zwischen  2\  und  T^  ist  auf  dem  Kreise  K 
vollständig  bestimmt  durch  die  Punkte  0^  und  0,  als  dem 
einen  Paar  und  die  Gerade  G^G  ^ p  als  Axe  der  Projektivitäi 

Aus  der  Gleichung  (19)  folgt  zunächst,  dass  dem  Winkel  ^^^O 
auch  der  Winkel  d,  —  0  entspricht;  0^,  0,  ist  also  in  der  That  ein  Paar 
der  Projektivitäi  Für  ^i  "-^  o^  folgt  ^s  »  «t;  ^  und  ^  fidlen  ako  gleich- 
xeitig  mit  g  zusammen,  d.  h.  G^  ist  das  eine  Doppelelement  der  Pro- 
jektivitii  Die  Strahlen  ^  und  ^  fallen  nun  zum  zweiten  Male  zu- 
sammen, wenn  ^^  —  ^^^^  2ß  ist  Aus  der  Parametergleichung  (24)  folgt 
aber  in  diesem  Falle: 

Es  sei  jetzt  G^  der  gesuchte  zweite  Doppelpunkt  auf  JT,  B  der 
^ohttittpuukt  T\>u  (>(f^  mit  i\0^y  V  der  nnmdlich  ferne  Punkt  dieser 
Ut^md^u,     Alsdann  ist  auch: 


«in  ^1 


IVuiuaoh  U'^lohl  fv^lg^ttile  Gleichheit  dt^r  Doppelreriiältnisse: 
vl^T^  V^^<^^'  ^'^  -  ^KOt^^^O'  d.  h 

di*  drei  lYnUii^^ajiUf^  ^\^*r  *•  ^*»  ^•;*'t  **^**  *^i  ftare  der  nämlichen 
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Punktinyolution  des  Kreises^  ihre  drei  Verbindungsgeraden  gehen  dem- 
nach durch  den  nämlichen  Punkt.  Es  sind  also  G^  G^,  G^  drei  Punkte 
einer  Gferaden  Pj  welche  als  Verbindungslinie  der  beiden  Doppelpunkte 
Gl  und  (r,  demnach  die  Perspektivaxe  der  von  den  Punktepaaren  2\,  T^ 
gebildeten  Projektiyitat  ist.  Die  Winkel  ^^  und  ^,  sind  also  der- 
art Toneinander  abhängig^  dass  die  Linien  O^T^  und  O^T^  sich 
auf  der  Geraden  p  schneiden  müssen.  Solange  ^  von  t^  ver- 
schieden ist;  findet  beim  Rollen  der  zugehörigen  Flächen 
S^  und  S,  gleichzeitig  Gleiten  statt.  Soll  die  Gleitge- 
schwindigkeit yerschwinden,  so  müssen  ^  und  ^  zusammen- 
fallen und  gleichzeitig  nach  dem  Punkte  G^  hinlaufen. 

Demnach  bilden  die  Elementenpaare  S^^S,  für  reines  Rollen  eine 
zweifache  Mannigfaltigkeit^  indem  jede  Gerade  p  der  Ebene,  welche  den 
Kreis  K  reell  schneidet,  ein  solches  Paar  bestimmt,  und  aus  dieser  zwei- 
fachen Mannigfaltigkeit  lasst  sich  wieder  leicht  eine  bestimmte  ein- 
fache Mannigfaltigkeit  von  Flächenpaaren  S^S,  aussondern.  Denken 
wir  uns  nämlich,  die  Linie  p  durchlaufe  als  Tangente  eine  beliebige 
Kurve  F  in  der  Ebene  des  Kreises  K,  so  bestimmt  jede  Lage  derselben 
auf  Ol 0|  einen  Punkt  G  und  damit  zwei  Abschnitte  O^G  ^  r^  und 
O^G  —  r,.  Ebenso  trifft  sie  den  Kreis  K  in  den  Punkten  G^  und  6,, 
welche  mit  0  zwei  Geraden  g  und  g'  bestimmen.  Bringt  man  jetzt  im 
Räume  ein  neues  rechtwinkliges  Koordinatensystem  an,  dessen  An- 
fiuigBpxmkt  in  der  Mitte  M  von  0^0^  liegt,  dessen  positive  Axe  e 
mit  den  positiven  Azen  z^  und  z^  zusammenfällt,  dessen  positive  Axen 
X  und  y  aber  die  Winkelhalbierenden  der  Axen  x^  und  x^  resp.  y^  und 
ff}  sind,  so  denke  man  sich  den  Kreis  K  mit  allen  Linienpaaren  g  und 
g'  derart  in  die  Ebene  (xy)  gebracht,  dass  0  mit  M  zusammenfällt, 
00^  parallel  x^,  00^  parallel  x^  wird  und  dass  die  Zeichnung  dem 
Punkte  Oj  zugewendet  erscheint.  Zieht  man  sodann  durch  jeden  Punkt 
G  von  0^0^  die  Parallelen  zu  den  beiden  ihm  entsprechenden  Linien 
g  und  g\  so  erfüllt  die  Gesamtheit  dieser  Linienpaare  eine  bestinmite 
Regelfläche  &. 

Jede  Erzeugende  g  dieser  Fläche  Q  ist  die  gemeinsame 
Berührungslinie  zweier  Flächen  S^  und  S^,  deren  Striktions- 
linien durch  die  zweite  Erzeugende  g'  als  gemeinsamer  Tan- 
gente in  G  bestimmt  sind  und  welche  ohne  Gleiten  aufein- 
ander rollen.  Dabei  können  die  Linien  g  und  g'  mit  einander  in 
ihrer  Bedeutung  vertauscht  werden,  so  dass  durch  jedes  Linienpaar  gg' 
von  ft  zwei  Paare  von  Flächen  S^S,  hindurchgehen.  Als  Ort  der  momen- 
tanen Berührungslinien  einer  einfachen  Mannigfaltigkeit  von  Flächen- 
paaren SjS,  wollen  wir  die  Fläche  Q  kurz  die  Axenf lache  nennen. 
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Für  jedes  durch  g  und  g'  bestimmte  Flächenpaar  S^S,  lassen  sicli 
nun  auch  graphisch  die  Grossen  \j  \  und  q  leicht  bestimmen.  Sind 
nämlich  in  Fig.  3^  Taf.  11  P^  und  P,  die  lotrecht  unter  0^  und  0, 
gelegenen  Punkte  des  Kreises  K^  ist  femer  G^  G^  die  Linie  py  so  ist 
O^G^Vy^y  O^G  =  r^  auch  dem  Vorzeichen  nach,  indem  die  positiTe 
Richtung  von  0^  nach  0,  geht.  Die  Verbindungslinien  von  P^  und  P, 
mit  G^  schliessen  dann  mit  den  Vertikalen  in  P^  und  P^  die  Winkel 
d'^  und  ^2  ein.  Zieht  man  daher  GH^  parallel  P^G^  und  GH^  parallel 
P^G^^  so  ist: 

O^H^  «=  —  rj  cotg^i«  Äi  und  0,^,  =  —  r,  cotg^g=  ä,. 

Auf  beiden  Vertikalen  geht  die  positive  Richtung  nach  oben,  die 
negative  nach  unten,  so  dass  durch  die  Konstruktion  auch  das  Vorzeichen 
von  A,  und  A,  bestimmt  wird. 

Verbindet  man  jetzt  desgleichen  P^  und  P,  mit  G^y  so  schliessen 
diese  Geraden  mit  den  Vertikalen  durch  P^  und  P,  die  Winkel  a^ 
und  o,  ein.  Ist  somit  FG  die  durch  G  gehende  Vertikale  und  sind 
Qi  und  Q^  ihre  Schnittpunkte  mit  P^  G^  und  P,  6r,,  ff  ihr  Schnittpunkt 
mit  PfG^y  so  ist 

Fe,=  riCotgdi  =  -Ai 
Ffi'«rjCotg^,=  —  A,. 


Daher 


Somit 


i^«i--f^,  =  ncotgai  +  Ai  =  -g 
P  C,  ~  FIT  =  ~  Äi  +  A,  =  -  2  A . 


auch  dem  Vorzeichen  nach. 

Fallt  man  endlich  von  H^  das  Lot  H^  V^  auf  P^  6^  und  von  H^  das 
Lot  11^  T}  auf  P^G^y  so  ist  ebenfSdls  dem  Vorzeichen  nach: 

OiTi^AiCotgai,  0,r,=  A,cotga,. 

Demnach  ist 

}\  r,  =  2«  —  A,  cotgfl^  +  A,  cotgo,  =»  0 

und  es  fidlen  daher  die  Pankte  }\  und  F,  zusammen.  Man  wird  in  dem 
/utreflTon  dieser  Eigenschaft  der  Pankte  V^  und  F,  somit  eine  einfache 
Koutn^le  filr  das  richtige  Aoftn^n  der  Strecken  besitzen. 

Indem  wir  im  weiteren  innachst  voraossetzen,  dass  die  Bedingung 

F=0 

«^rftUU    ist«   wollen   wir  einige  der  einfachsten  Axenflächen  Gt  genauer 
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ennitteln.   Die  Enveloppe  aller  Linien  p  bestimmen  wir  am  einfachsten 
durch  eine  Gleichung 

zwischen  den  Koordinaten  a  und  ^  der  Linie  p.  Die  Gleichung  der 
Fläche  0  selbst  soll  bezogen  werden  auf  das  Mittelpunktkoordinaten- 
system M  {Xy  yy  z).  Die  einfachsten  Fälle  einer  Enveloppe  der  Linien 
p,  die  sich  darbieten  ^  sind  diejenigen;  in  welchen  diese  Linien  ein 
Strahlenbüschel  bilden;  es  ist  dann  geometrisch  klar,  dass  alle  Axen- 
flachen  G  durchweg  Flächen  dritten  Grades  werden^  welche  die  Linie 
0^0^  zur  Doppelgeraden  haben. 
Setzt  man  also: 

(28)  »-1=9  +  «.  «1  =  «  +  /»;  ^1-^  +  /» 

80  folgt  aus  der  Parametergleichung  (19): 

^     ^  a       cotg  ^  (cotg  a  +  cotg  &) ' 

Eliminiert   man   demnach    aus    dieser   Gleichung    und   derjenigen 

der  Enveloppe,  d.  h. 

F(a,d)  =  0 

das  Argument  ^  und  setzt  man  in  der  erhaltenen  Gleichung 

Q^Zy  cotga  =  ^, 

so  erhält  man  die  Gleichung  der  gewünschten  Axenfläche. 

a)  Die  Enveloppe  F  sei  das  Strahlenbüschel  am  Mittelpunkt  M^  des 
Kreises  K,  Fig.  4,  Taf.  IL  Dieses  Durchmesserbüschel  hat  die  Gleichung 

(30)  F{a,^)  =  -^  -~  «  -  -J  =  0. 

Die  beiden  Erzeugenden  g  und  g'  stehen  also  in  jedem  Punkte  G 
Ton  0^0^  auf  einander  senkrecht;  man  kann  daher  G  die  orthogonale 
Axenfläche  nennen;  ihre  Gleichung  wird: 


(31)  z  = 


2a         xy 


tg2/5  x^  —  y 


t  • 


b)  Ein  ausgezeichneter  Punkt  der  Ebene  ist  der  Pol  (Xder  Zen- 
tralen 0^  0^  in  Bezug  auf  den  Ejreis  K,  Da  jetzt  jedes  Linienpaar  gg' 
dnrch  die  Axen  0^  und  0^  harmonisch  getrennt  wird,  so  kann  man 
die  Axenfläche  die  harmonische  nennen.  Die  Gleichung  des  Strahlen- 
büBchels  ist: 

(32)  ,  F  (a ,  1^)  ==  cotg  a  cotg  ^  -  cotg  •/?  =  0 

Zeitschrift  f.  M»theia»tik  u.  Physik.  46.  Band.   1901.   1.  u.  2.  Heft.  10 
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und  die  Gleichung  der  harmonisclien  Azenfläche: 

(33)  z^aBm2ß   ,  .  ,/^  , — j^. 

c)  Die  Linien  p  sollen  ein  Büschel  paralleler  Geraden  von  irgend 
welcher  Richtung  bilden.    Die  Gleichung  dieses  Büschels  wird: 

(34)  F(cc,d)  =  d  +  a  -  konst  =  0. 

Um  zunächst  die  Bedeutung  der  Eonstanten  zu  erfahren,  gehen 
wir  aus  von  der  Parametergleichung  (19): 

r^  cotgoi  —  r,  cotga,  ==  —  2  A  =  r^  coig^^  —  r,  cotg  ^g. 

Nach  Gleichung  (15)  besteht  daher  die  Doppelgleichung: 

risin2^  ==  2  (acos  «2+  ^sino,)  sinc^»  2  (acosd,  +  Asin^|)8in^^ 

oder 

a  (cos  «,  sin  «1  —  cos  dg  sin  d"^)  =^  —  h  (sin  Og  sin  aj  —  sin  dg  sindj) 

also  unter  Einführung  der  Winkel  a  und  d  nach  (28): 

a  (sin2a  —  sin2d)  =  A(cos2a  —  cos2d) 
und  somit: 

(35)  cotg(a  +  d)  =  -J. 

Jedem  Parallelbüschel  von  Linien  p  entspricht  dem- 
nach eine  Axenf lache  &^,  deren  zugehörige  Schraubenflächen- 
paare  S^Sg  eine  konstante  Differenz  2  h  ihrer  Windungs- 
parameter  h^  und  A,  besitzen.  Führt  man  nun  die  Werte  der 
Gleichungen  (28)  in  die  Gleichung 

r^  sin  2  /3  =  2  (a  cos  Og  +  ^  sin  ag)  sin  o^ 
ein,  80  folgt: 

(36)  Qein2ß  =  a8in2a  —  A(cos2a  —  cos2/J) 

und  demnach  ab  Gleichung  der  Flache  &^: 

2  axy  —  2  Ä  (x*  sin'  ß  —  y*  cos*  ß) 


JET  = 


%m2ß(x*+y*) 


Für  A  »  0  oder  a  +  d'  =^      erhalt  man  ein  Büschel  vertikaler  Linien 

;;   und    ab    Azenfläche    das    durch    die    Axen  o^    und   Og    bestinunte 

Plückersche  Konoid  %: 

2  a  xy 


Um  die  Bedeutung  der  Flache  Gt^  zu  erkennen^  schreiben  wir  die 
Gleichung  (36)  in  der  Form: 
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er- 

L     j.    o /»        osin  2a  —  Ä  cos  2a 

setzt  man  nun: 

p  —  A  cotg  2  /S  =  p' 

(38) 

SO  wird 

^  Bin  (2  er  +  «)  _  ^/^^  ,    ^j  sin  2  a 
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"^  sin  2  ß  cos  e         '         '         sin  8  ^ 

und  indem  man  wieder  tg  a '  =  — ,  setzt,  die  Gleichung  von  G^  in  Bezug 
auf  das  Koordinatensystem  Jlf^  {x'yy\z'): 

(39) 


'  ""      sin  2  (5      a:'«  +  y'* 


Jede  Flache  &^  ist  demnach  ein  Plückersches  Konoid,  dessen 
Mittelpunkt  Jl/^  um  den  Betrag   A  cotg  2/3  gegen  Jlf  yerschoben   und 

dessen  durch  M^  gehende  Axen  x'  und  y'  um  den  Winkel  (fi  +  cc  — r-) 

m  positivem  Sinne  gegen  die  Axen  x  und  y  gedreht  sind,  wie  die 
Fig.  5,  Taf.  n  zur  Anschauung  bringt.  Sämtliche  Flächen  &^  haben  die 
Doppelgerade  0^0^,  die  drei  unendlich  fernen  Erzeugenden,  sowie  die 
Axen  0^  und  o^  gemeinsam,  d.  h.: 

Die  sämtlichen  Flächen  &^  bilden  ein  Büschel  Plückerscher 
Konoide. 

d)  Wird  endlich  der  Kreis  K  selbst  als  Enveloppe  aller  Linien  p 
gewählt,  so  heisst  seine  Gleichung: 

Die  Flächen  S^  und  S,  werden  jetzt  deyeloppable  Schrauben- 
flachen;  als  zugehörige  Axenfläche  G  ergiebt  sich  die  doppelt  gedachte 
Fläche  dritten  Grades: 


(40)  0=. 


a      X*  sin*  ß-\-y*  cos*  ß 


sin  2  ^  xy 


Werden  im  allgemeinen  Falle  auch  Flächenpaare  fär  gleitendes  Bollen 
zugelassen,  so  tritt  zu  jeder  Axenfläche  G  noch  eine  zweite  analog  ge- 
bildete Begelfläche  G'  hinzu,  welche  gebildet  wird  von  allen  Tangenten- 
paaren ti,  t^,  welche  man  in  den  Punkten  G  der  Zentrale  an  die  Strik- 
tionslinien der  Flächen  S^  und  S,  legen  kann.  Die  eine  der  beiden 
Linien  t  ist  dabei  willkürlich,  die  zweite  dagegen  durch  die  Doppel- 
▼erhaltmsgleichheit 

bestimmt.    Im  Falle  reinen  Rollens  ist  die  Fläche  G'  identisch  mit  G, 

10* 
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indem  die  eine  der  beiden  Linien  g  oder  g'  als  die  Vereinigung  der 
Linien  ^  und  t^  anzusehen  ist.  Fig.  6,  Taf.  III  zeigt  z.  B.  den  Aufriss  zweier 
Begelschraubenfläclien  S^  und  S,  fQr  den  Axenwinkel  2  /)  =  60^.  Beide 
Flächen  sind  aufeinander  abwickelbar;  sie  vollenden  gleichzeitig  eine 
volle  Umdrehung,  wobei  die  mit  gleichen  Ziffern  bezeichneten  Er- 
zeugenden beider  Flächen  nacheinander  längs  g  zur  Deckung  gelangen. 
Der  Deutlichkeit  halber  ist  von  der  Fläche  S,  nur  die  eine  Hälfte 
gezeichnet;  die  graphische  Ermittelung  der  Grössen  r^,  r^^  a^^  cc^,  ^u  ^t 
mittelst  der  Linie  p  zeigt  Figur  6  a. 

8  8.    Dantellnng  der  allgemeinen  Azoide  mit  und  ohne  Gleit- 
bewegung. 

Denken  wir  uns  zwei  Begelschraubenflächen  S^  und  Sg  durch  ihre 
Gleichungen  (20)  gegeben,  so  sind  ihre  Richtungskegel  Ereiskegel^ 
welche  durch  die  beiden  Gleichungen 

«1  —  cf,  =  2/J,  ©1  sin  «1  —  (Oj  sin  a,  =  0 

vollständig  bestinmit  sind  und  bei  der  Bewegung  um  die  Axen  o^  und 
0^  mit  ihren  unendlich  fernen  Querschnitten  ohne  Gleiten  aufeinander 
rollen.  Tritt  jetzt  zu  diesen  beiden  Gleichungen  eine  willkürliche  Gleichung 
zwischen  g>^  und  <;P}  hinzu ,  mit  der  Beschränkung,  dass  dem  Winkel 
9i »  0  auch  der  Winkel  9>g  ==  0  entspreche,  so  gehen  die  Ereisk^el  in 
allgemeine  Kegel  E^  und  K,  über,  welche  durch  die  Gleichungen 

(41)    ttj  —  a,  =  2ßy  sin  cr^  dy^  —  sin  a,  dy,  =  0,  *  (91,93^)  =  0,  *  (0, 0)  =  0 

vollständig  bestimmt  sind.  Diese  Gleichungen  definieren  aber  zwei 
allgemeine  entsprechende  RollkegeP),  d.h.  zwei  Kegel,  deren  unendlich 
ferne  Querschnitte  bei  ihren  Drehungen  um  o^  und  0^  fortgesetzt  aufeinander 
rollen.  Nehmen  wir  überdies  an,  dass  auch  die  Windungsparameter  \  und  /i, 
gegebene  Funktionen  von  q>^  und  q^  sind,  so  stellen  die  Gleichungen: 


X» 


(4S) 


u*j  -  ooscr|N+ / A|d9>|  J-,=  C08«,t4+ 1  Ajdqp^ 

jfj  —  ainiXj  co8  9>|  w  —  r,  sing),     yj=  sin  a,  cos  9^«  —  r^sinqpj 
Jt^  "  sin  «1  sin  9|  N  +  r^  00s  ^^      r,  «^^  sin  o,  sin  9| «  +  r,  cos  9), 


wo  f\  und  r,  durch  die  Gleichungen  (lo)  als  Funktionen  von  ^^  und  tp^ 
erklärt  ^i^imU  twei  allgemeine  Kegelflächen  B^  und  B^  dar,  deren  Rieh- 
tuu^kt^l  eut$))rei'hende  KoUkegel  siind. 
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Zu  einer  deutlichen  Vorstellung  dieser  Flächen  gelangen  wir  nun 
auf  fegende  Weise:  Sei  e  eine  Gerade,  welche  die  Axe  o^y  d.  h.  Xj, 
rechtwinklig  schneidet.  Diese  Lioie  e  drehe  sich  von  der  Anfangslage 
Oj  0,  aus  um  x^  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  cd^  und  verschiebe  sich 
gleichzeitig  längs  x^  mit  der  Geschwindigkeit  Vj  =  A^  -  co^ .  Sie  beschreibt 
also  eine  gewisse  Regelfläche  H^  nach  Art  der  geschlossenen  flach- 
gangigen  Begelschraubenflächen,  welche,  da  -—■  =  \  ist,  längs  jeder 

Erzeugenden  e  den  Parameter  {—  h^)  besitzt.  Auf  jeder  Erzeugenden  e 
von  Hj  werde  jetzt  ein  Punkt  G  aufgetragen,  dessen  Abstand  von  der 
Axe  x^  gleich  r^  sein  möge,  alsdann  erfüllen  alle  Punkte  G  eine  auf 
der  Flache  H^  liegende  Raumkurve,  welche  nichts  anderes  ist,  als  die 
Linie  u  «=  0  der  Regelfläche  R^. 

Ziehen  wir  jetzt  durch  jeden  Punkt  G  dieser  Linie  ti»0  eine  Gerade 
^1  normal  zu  e  und  unter  demjenigen  Winkel  cc^  gegen  die  Axe  x^, 
welcher  dem  zu  G  gehörigen  Winkel  q>^  entspricht,  d.  h.  parallel  zu 
einer  bestimmten  Erzeugenden  des  Kegels  E^,  so  erfüllt  die  Gesamtheit 
der  Linien  g  die  Regelfläche  R^. 

Li  analoger  Weise  kann  die  Fläche  R,  hergestellt  werden. 

Durch  die  Gleichung  0  =  0  wird  nun  jeder  Erzeugenden  g^  von  Rj 
eine  bestimmte  Erzeugende  g^  von  Rg  zugeordnet,  und  indem  man  jetzt 
die  Flächen  R^  und  R^  um  ihre  Axen  o^  und  o^  so  schraubt,  dass  ihre 
unendlich  fernen  Querschnitte  aufeinander  rollen  und  die  entsprechenden 
Erzeugenden  ^^  und  e^  beider  Flächen  H^  und  H,  successive  durch  die 
Zentrale  0^  0,  gehen,  so  ist  klar,  dass  alle  entsprechenden  Erzeugenden 
gi  und  9|  nacheinander  zur  Deckung  gelangen,  sobald  ihre  Fusspunkte 
G  die  Zentrale  0^  0^  passieren.  Die  Gesamtheit  der  in  dieser  Weise 
zusammengetretenen  Erzeugenden  g^  und  g^  erfOllt  dabei  eiue  bestimmte 
Axenfläche  G,  welche  zu  den  Flächen  R^  und  R^  gehört 

Soll  die  gegenseitige  Bewegung  beider  Regelflächen  R^  und  R,  nun 
in  einem  Rollen  und  Gleiten  längs  der  gemeinschaftlichen  Erzeugenden 
bestehen,  so  müssen  R^  und  Rg  sich  fortwährend  längs  der  augenblick- 
lich gemeinsamen  Erzeugenden  berühren;  d.  h.  es  müssen  beim  Zu- 
sammentreten von  g^  und  g^  die  Zentralpunkte  Q  und  C^  dieser  Er- 
zeugenden zur  Deckung  gelangen  und  überdies  müssen  die  Parameter 
Qi  und  Q^  beider  Flächen  längs  ^^  und  g^  einander  gleich  sein. 

Sind  ungekehrt  diese  beiden  Bedingungen  erfüllt,  so  sind,  falls  die 
räumliche  Ausdehnung  der  Bewegung  nicht  im  Wege  steht,  die  Regel- 
flachen R^  und  R|  zwei  entsprechende  allgemeine  Axoide  und  die  von 
der  gemeinsamen  Berührungserzeugenden  g  beschriebene  Fläche  G  ist 
ihre  Axenfläche. 
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Sind  jetzt  allgemein: 

z^a^u  +  b^, 

wo  die  a  und  b  gegebene  Funktionen  des  Argumentes  9)^  sein  sollen, 
die  Gleichungen  irgend  einer  Regelfläche  und  sind  o^^  Oi,  o^  die  Rieh- 
tungscosinus  ihrer  Erzeugenden  g,  so  dass  die  Bedingung 

besteht^  welche  in  der  That  für  die  Fläche  R|  nach  den  Gleichungen  (42) 
erfüllt  ist,  so  lässt  sich  das  Linienelement  der  Fläche  bekanntlich  auf 
die  Form  bringen: 

(43)  ds^=  du*+  2Ddtid9i+  {Au^+2Bu  +  C)  dq>^\ 

Dabei  haben  die  Grössen  A,  B,  C^  D  Or  den  Fall  der  Flache  R, 
die  folgenden  Werte: 

D  =  a^b^  +  OjB^'  +  0363'  =  Aj  cos  «1  —  Ti  sin  «j 
Ä  =  a/«+  V«+  <«=  sin»«,  +  a/» 
^     ^  B==a/6/+«j'V+<V=sina,(r/+gO 

Die  Länge  des  Bogenelements  ds  hängt  nun  ab  von  den  beiden 
unabhängigen  Argumenten  u  und  du  und  es  wird  daher  ds  mit  dem 
kürzesten  Abstand  dn  zwischen  g^  und  der  unendlich  benachbarten  Er- 
zeugenden g^'  von  R,  zusammenfallen,  falls  jeder  der  beiden  Ausdrücke: 

du^+  2Ddudq>^  und  Au^+  2Bu  +  C 

für  sich  ein  Minimum  ist.    Dies  giebt  für  die  Argumente  du  und  u 
die  besonderen  Werte: 

(45)  du  =  —  Ddq>i  und  u  =  —  -7 . 

Bezeichnen  wir  den  durch  diese  Gleichung  definierten  speziellen 
Wert  von  u  mit  u,,  so  stellt  u,  die  Entfernung  des  kürzesten  Ab- 
Standes  dn  vom  Punkte  G,  d.  h.  vom  Punkte  u  =  0  dar.  Es  ist  also 
u,  der  gesuchte  Abstand  des  Zentralpunktes  C^  vom  Punkte  u-^O, 
d.  h.  es  ist 


(46)  «,  =  - 


sin  a,        ^  sin  ec^ 


Setzt  man  andererseits  die  Werte  von  du  und  u  aus  (45)  in  die 
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Gleichung  (43)  ein;  so  geht  das  Linienelement  ds  in  den  kürzesten 
Abstand  dn  selber  über.  Man  erhalt  demnach  fär  das  Quadrat  dieses 
Abstandes: 

(47)  dn  = 3 dq>^  ^      8in««,  +  <«      ^  «'i 

also 

dn^  A- 

l/sin'  «1  -|-  «j 


Setzt  man  andererseits 

ysin*aj+aj*  •  dy^ «  d^, 

80  bedeutet  d^  den  unendlich  schmalen  Winkel  zwischen  den  auf- 
einanderfolgenden Erzeugenden  gi  und  gi.  Demnach  ist  der  verlangte 
Parameter  Q^  längs  der  Erzeugenden  g^  von  R^: 

Q  _än .q  sin'  «j  —  a^  r^' 

Um  das  Vorzeichen  dieses  Quotienten  zu  bestimmen^  beachten 
wir,  dass  für  a^  und  r^  als  Eonstanten  die  Fläche  K^  übergeht  in  die 
Schraubenfiäche  S^,  welche  den  Parameter  +  q  besitzt.  Es  ist  dem- 
nach das  positive  Vorzeichen  zu  wählen.  Der  Parameter  Qy^  hat  also 
den  Wert: 


m  Qt  =  * 


jü !i_ 

sin  CC|   sin  a^ 


\8m  aj/ 

Durch  ganz  analoge  Rechnung  ergeben  sich  für  den  Abstand  u^ 
des  Zentralpunktes  C^  vom  Punkte  u  »  0  und  für  den  Parameter  Q^ 
der  Regelffiche  K,  die  beiden  Werte: 

f  äc.\  sin  CK«      ^  sin  fft        ^   ^  sin  cc«    sin  a« 

(49)  11,= '  ,  ^,  .,    und  ög 


\8m  ülJ  Vsin  «2  / 


Nun  bestehen  aber  für  zwei  entsprechende  Geraden  ^^  und  g^  die 
beiden  Bedingnngsgleichungen: 

r^  —  r^=2a,  also  r^  d^j  —  r,' dy^  =  0 
«j  —  a,  —  2  /J,  abo  «j  dq>^  —  tt^dq>^  =  0; 


ferner  ist  nach 

(41) 

sin  a^  dq>^ 

—  sina^d^j' 

-0 

d.  h.  es  ist: 

(50) 

Sin  ff]       sin  «2 

und 

«1'    ^ 

BinoC] 

sin  ofg 
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Diese  Gleichungen  lassen  erkennen^  dass  in  der  That 

(51)  «*i  =  w»  ™d  ^1  =  ^s 

ist. 

Die  Flachen  R^  und  R^  sind  demnach  entsprechende  Axoide  und 
wir  können  daher  das  folgende  Ergebnis  aussprechen: 

Sind  die  Richtungskegel  zweier  Axoide  als  entsprechende 
Rollkegel  nach  den  Gleichungen  (41)  gegeben^  sind  ferner  \ 
und  h^  gegebene  Funktionen  Yontp^,  resp.  tp^,  sind  endlich  r^ 
und  r,  nach  Massgabe  der  Gleichungen  (15)  bestimmt,  so 
stellen  die  Gleichungen  (42)  zwei  entsprechende  Axoide  für 
gleitendes  Rollen  dar. 

Sind  r^f  a^  und  h^  als  Funktionen  Ton  97^  gegeben,  so  lassen  sich 
r,,  or,  und  h^  eindeutig  darstellen  als  Funktionen  von  g?,,  d.  h. 

Zu  jeder  beliebigen  Regelfläche  R^,  welche  ohne  Singu- 
laritäten die  Axe  o^  umschliesst,  ohne  diese  oder  die  Axe  0,  zu 
schneiden,  kann  im  allgemeinen  eine  entsprechende  Rollfläche 
Rg  für  gleitendes  Rollen  gefunden  werden.  Die  Bewegung 
findet  derart  statt,  dass  die  unendlich  fernen  Querschnitte 
beider  Flächen  ohne  Gleiten  aufeinander  rollen. 

Stellen  wir  uns  jetzt  vor,  die  Axenfiäche  G  sei  gegeben  und  ebenso 
die  zu  ihr  gehörige  Fläche  G',  dann  gehören  zu  jeder  Erzeugenden 
g  der  Axenfiäche  drei  ganz  bestimmte  Wertepaare  o^,  a,;  r^  r^;  A^,^, 
d.  h.  ein  bestimmtes  Paar  von  Flächen  S^S^.  Mit  Hilfe  dieser  ein- 
fachen Mannigfaltigkeit  von  Flächenpaaren  gelangt  man  nun  auch  leicht 
zu  einer  kinematischen  Erzeugung  der  allgemeinen  Axoide. 

Während  einer  unendlich  kurzen  Dauer  der  Bewegung  stimmt  die 
gegenseitige  Bewegung  der  Axoide  R^  und  R,  mit  deijenigen  der  beiden 
Flachen  S^  und  S^  überein,  welche  durch  dieselbe  Erzeugende  g  gehen. 
Im  folgenden  Zeitteilchen  berühren  sich  R^  imd  R,  nach  der  g  un- 
endlich benachbarten  Erzeugenden  g'  von  G^  und  die  Bewegung  beider 
Axoide  findet  momentan  so  statt^  als  ob  die  durch  g'  bestimmten 
Schraubenfiächen  SjS|  aufeinander  rollten. 

Die  Axenfiäche  G  halten  wir  jetzt  im  Räume  fesi  Den  Raum 
selbst  denken  wir  als  aus  zwei  in  einander  liegenden  Räumen  bestehend, 
von  denen  der  eine  um  die  Axe  o^^  der  andere  um  die  Axe  o,  um 
unendlich  wenig  so  geschraubt  werde^  als  ob  die  beiden  durch  die 
Erzeugende  g  der  Axenfiäche  bestimmten  Schraubenfiächen  S^  und  S, 
aufeinander  rollten.  Wird  nun  gleichzeitig  die  Erzeugende  ^  um  un- 
endlich wenig  über  die  Axenfiäche  nach  g'  hingef&hrt,  dann  beschreibt 
sie   in   beiden  bewegten  Räumen  zwei  unendlich  schmale  windschiefe 
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Flächenelemente,  von  denen  wir  jetzt  zeigen  wollen,  dass  sie  den 
Axoiden  R^  und  R,  angehören  müssen. 

Wählen  wir  G  als  Beduktionspimkt  der  beiden  gegebenen  Schrauben- 
bewegongen  nnd  gleichzeitig  als  Anfangspunkt  eines  Koordinatensystems, 
dessen  positive  Axe  i  mit  g  und  dessen  Axe  g  mit  z^  zusammenfallt, 
so  ist  in  Bezug  auf  dieses  die  erste  Schraube  bestimmt  durch  die 
6  Komponenten: 

Vi  r  =  (Äi  cos  «1  —  ri  sin  ai)  ©1,  cJi  4  =  cos  «i  •  g>i 

Vi  ,j  =  —  (Ai  sin  ai  +  ri  cos  ai)  ©1,        «1  ij  =  —  sin  «1  •  Oi 

Vi^=0,  (Dlj=0. 

Infolge  der  Verschiebung  von  g  auf  G  kommen  die  6  Kompo- 
nenten dieser  Verschiebung,  nämlich: 

V  t  =  Ä:  o| «  0 

Vij=  0  (Diy  =  0 

V>  =  Ti  •  (Dl  (D^^  tti  '  COi 

hinzu.  Ist  also  P  ein  Punkt  auf  g  im  Abstände  u  von  G,  so  erhält 
er  demnach  eine  Geschwindigkeit  w^,  deren  Komponenten  in  Bezug 
anf  das  System  G  (i,  rj,  t)  nach  den  Formeln  (8)  gleich  sind  mit: 

iTi  i  «=  (Ai  cos  r«i  —  Ti  sin  ai)  ©i  +  Ä 

(52)  m;i^  =s  —  (Ai  sin «1  +  ri  cos «i  —  ai  •  u)  ©i  =  (g' sin «i  +  ai m)  ©1 
iCi ;  =  (u  sin  ai  +  ri)  ©i. 

Infolge  der  zweiten  Schraubung  und  der  Verschiebung  von  g  auf  G 
erhält  derselbe  Punkt  eine  zweite  Geschwindigkeit  w^  mit  den  Kom- 
ponenten: 

tfj  t «  (Äj  cos  flfg  —  r«  sin  aj)  ©2  +  ^ 

(53)  iTj,  =«  —  (Aj  sin a^  +  rg  cos  a^  —  ai u)  ©s  =  (g sin  og  +  ai  u)  ©t 
M?2;=  (usinag-f-  ri)  ©2. 

Aber  in  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (50)  wird: 

fTjl  —  U7i| «  (2  a  —  Ai  cotg  «1  +  Aj  cotg  aj)  sin  aj  •  ©1  =  F 
(^)       M^s,-«;i,=  0 

Demnach  liegen  die  beiden  Geschwindigkeiten  w^^  und  w^  stets 
in  einer  durch  g  gehenden  Ebene,  die  Verbindungslinie  ihrer  Endpunkte 
isfc  stets  parallel  mit  g  und  gleich  der  Gleitgeschwindigkeit  V  der 
Pwtfe  81 8y 

Die  beiden  erzeugten  Flächenelemente  haben  also  in 
jedem  Punkt  von  g  dieselbe  Tangentialebene. 
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Bezeichnet  jetzt  toin  die   zu  g  normale   Komponente  von  w^,  so 
ergiebt  sich: 

(wi»)*  =  [(sin  «1  tt  +  riy  +  («i' M  +  g sin  ai)^]  Oi^ 
oder 

/_tri«\  ^  (Biii*ai+  ai^)  u*+  2sinai  {ri+  gai)M+  ri*  +  g*8in*ai, 
oder  in  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (44): 

(55)  (^y=^Au^  +  2Bu  +  C-D*. 

An  der  Stelle  w  ==  —  ^  ^^d  also  Win  ein  Minimum.    Dieser  Punkt 

ist  also  derjenige^  der  sich  am  wenigsten  von  g  entfernt^  d.  h.  er  ist 
der  Zentralpunkt  C^  des  erzeugten  Flächenelementes.  Dieses  Flächen- 
element  hat  also  mit  demjenigen  von  R^  den  Zentralpunkt 
gemeinschaftlich. 

Setzt  man  andererseits  den  Wert  u  »=  — -.-  in  den  Ausdruck  für 

Win  ein^  so  erhält  man  die  minimale  Komponente  win-  Somit  stellt 
win' dt  den  kürzesten  Abstand  dn  zwischen  g  und  der  imendlich  be- 
nachbarten Linie  g'  dar.     Es  ist  aber: 

,  ,      AC—B*—AD*      g 

mn   =  3 ©1* 

somit 

,  j      Ad  —  B*—AD*  ,    « 
dn^  = 2 dtp] 

und  da  andererseits  der  Winkel  zwischen  g  und  der  Nachbarlinie  g' 

dt  =  YÄdtpi 

isty  so  ist  der  Parameter  Q  des  erzeugten  Flächenelementes  bestimmt 
durch  die  Gleichung: 

(56)  ^,^^C-.B«-^2)«^^ 

Da  dieser  Parameter  mit  demjenigen  des  Flächenele- 
mentes  von  R^  gleich  idt^  so  ist  das  erzeugte  Flächenelement 
selbst  mit  demjenigen  von  R^  identisch. 

Anologes  gilt  f&r  das  zweite  Flächenelement. 

Wir  erhalten  demnach  folgendes  Ergebnis: 

Ist  eine  einfache  Mannigfaltigkeit  von  Schraubenflächen- 
paaren  S^S^  gegeben,  deren  Berührungserzeugende  g  eine  be- 
stimmte Axenfläche  G  erfüllen  und  deren  Windungspara- 
meter \  und  \  sich  mit  g  stetig  ändern  und  werden  jetzt  die 
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in  einander  liegenden  mit  den  Axen  o^  und  O2  fest  verbundenen 
Räume  derart  um  diese  Axen  geschraubt;  als  ob  die  momentan 
durch  g  gehenden  Regelschraubenflächen  S^  und  S,  auf  ein- 
ander rollten^  indessen  sich  die  Gerade  g  nach  einem 
beliebigen  Gesetz  über  die  Fläche  G  hinbewegt,  dann  be- 
schreibt g  in  beiden  bewegten  Räumen  zwei  entsprechende 
Äxoide  Rj  und  R,. 

Die  Gleitgeschwindigkeit  V  der  Axoide  R^  und  R,  ist  nach  (54) 
für  jede  Lage  von  g  gleich  derjenigen  von  S^  imd  S^^  d.  h.: 

Zwei  Axoide  R^  und  R,  rollen  nur  dann  ohne  zu  gleiten 
aufeinander^  wenn  sie  aus  einem  System  aufeinander  rollen- 
der Flächenpaare  S^S,  hervorgegangen  sind. 

Mit  Hilfe  des  Abstandes  u^  des  Zentralpunktes  vom  Punkte  u  =  0 
und  des  Parameters  Q^  lässt  sich  jetzt  das  Linienelement  des  Axoides  R^ 
auf  die  Form  bringen: 

(57)  dsj  =  rfu«  +  2  2),  du  dtp^  +  {A^  {u  -  ti/  +  ^  +  DJ)  dgjj. 
Desgleichen  ergiebt  sich  für  das  Linienelement  des  Axoides  R,: 

(58)  d5j  =  du'+2D^dudq>^+{A^{u  -  t*,)«+  ^  +  2^)  dq>\, 

wo  die  Grössen  A^  B,  C,  D  die  früheren  Werte  (44)  haben.  Nun 
folgt  aus  den  Gleichungen  (50),  dass 


>i 


( 59)  A^ dffl  =^  A^dg>\ 
und  es  werden  daher  entsprechende  Linienelemente  gleich  lang,  also 

sobald  die  Bedingung: 

(60)  Did9i-2),d9,=  0 

erfüllt  ist.    Es  muss  daher  die  Gleichung  bestehen: 

(hg  cos  «1  —  rj  sin  o^)  sin  o,  —  (Ä,  cos  a^  —  r,  sin  a^)  sin  «1  =  0 

oder  es  muss: 

2a  —  Äi  cotg  «1  +  Ä,  cotg  flf,  =  0, 

somit 

F-0 

sein. 

Wenn  also  die  beiden  Axoide  R^  und  R,  aufeinander  ab- 
wickelbar sind,  so  rollen  sie  im  eigentlichen  Sinne  ohne  zu 
gleiten,  und  umgekehrt  sind  die  Axoide  aufeinander  abwickel- 
bar, sobald  die  Gleitgeschwindigkeit  V  verschwindet. 

Die  Bedingung  (60)  ist  insbesondere  dann  stets  erfüllt,  wenn  speziell 
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(61)  B^=^D^^O 

ist.    Es  ist  dann: 

Aj  •  cotg  «1  —  r^  =  0     oder     cotg  a^  •  cotg  -ö'i  +  1  ==  0 

\ '  cotg  a,  —  rj  =  0     oder     cotg  a^  -  cotg  d,  +  1  =  0 
d.  h.: 

^1  —  «1  =  ^s  —  '"'e  *=  Y 
oder 

(62)  *-«-!-. 

Wenn  also  die  Linien  u  ^  const.  orthogonale  Trajektorien 
der  Erzeugenden  sind^  so  rollen  die  Axoide  aufeinander 
ohne  zu  gleiten.  Alle  diese  Axoide  haben  die  orthogonale 
zur  gemeinschaftlichen  Axenfläche. 

Wenn  insbesondere 

«,=  «,=  0 

ist,  so  sind  beide  Axoide  developpabel.  Denkt  man  sich  die  Er- 
zeugenden vom  Berührungspunkt  mit  der  Rückkehrkurve  nur  nach 
der  einen  Seite  gezogen ,  so  rollen  die  Axoide  im  allgemeinen  mit 
Gleiten^  indem  zwar  die  beiden  Rückkehrkurven  die  Linie  g  im  gemein- 
samen Zentralpunkt  berühren,  die  Linien  u  =  0  dagegen  in  G  ver- 
schiedene Tangenten  haben.  Erst  wenn  diese  beiden  Tangenten  sich 
noch  decken,  rollen  die  Axoide  ohne  Gleiten  aufeinander. 

Betrachten  wir  überhaupt  jetzt  den  allgemeinen  Fall  zweier  Axoide 
näher,  welche  ohne  Gleiten  aufeinander  rollen,  so  kann  die  Fläche  Rj 
nicht  mehr  willkürlich  gegeben  werden.  Wir  gehen  hier  zweck- 
mässiger aus  von  der  Axenfläche  G  als  dem  Gegebenen,  welche  durch 
die  Gleichung 

bestimmt  sein  möge.  Alsdann  lassen  sich  mittelst  der  Parameter- 
gleichung (29)  sämtliche  Grössen  durch  die  zwei  Argumente  a  und  i^ 
ausdrücken.     Man  findet  nämlich: 

2 a_  sin  (g -j-  /?)  sin  ('»  +  P) ,       _     2a     sin  (g  —  ß)  ain  (»  —  p) 

^1  ~  8in"2p  sin  («  -\-~f)  '  *"«  ~  sin  2  /J  sin  («  +  9) 

, 2a_  sin  (a  -f-  /?)  cos  (-a*  +  jJ)     r    _  __     2o     sin  (et  —  |?)  cos  (d  —  f) 

1  ~       8in2p  sin  («  +  -fr)  '     « "       sin 2/J  sin  («  +  d) 

2  a     sin  (a  —  ♦) 


(63)  q  = 


8in2j3  sin  (a  -f-^) 


«1  ^  sin  (et  —  |g)  ^  Vi  ^  cos  (»  +  P)      ^  ^  Q 
09,        sin  (a  -f-  p  '   i»,        cos  (-0"  —  p) ' 
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Ist  also  tt  und  daher  aucli  ^  eine  bestimmte  Funktion  Ton  q>^  und 
92,  80  sind  alle  Grössen  und  damit  auch  die  Axoide  selbst  vollständig 
bestimmt. 

Bei  gegebener  Axenfläche  G  gehören  somit  zu  jedem  ge- 
gegebenen Paar  von  Rollkegeln  als  Richtungskegel  zwei  be- 
stimmte Axoide  R^  und  R,,  welche  aufeinander  geometrisch 
abwickelbar  und  durch  die  Gleichungen 


X 


f     i   a\  2  a      /sin  {«  ±  ft  cos  (^  ±  ft   , 

=  COS  (a  ±  iJ)  •  M .— 5-Ö  /  — ^— .    ,      .    Ix  dw 


iRA\  •     /      I    j\  2  a     8111  (a  ±  Ä)  Bin  (^  ±  fl)    . 

(64)    y  =  sin  (a  -f  /<)  COS  op  •  u ;— --5  — H^       1   Is  sm  op 

^^^  ^    —  '  ^  ^  Bin  2^  (sin  a  +  -0-)  ^ 

•     /      .    /IN    •  ,       2  a     Bin  (flf  +  ß  sin  (^  ±  /?) 

j?  =  Sin  (a  ±  iJ)  sm  op  •  u  +  -^^-5  — ^— ^  /    1   Ix  cos  op 

V     -L.  r/  T-  '    8in  2  p  Bin  (a  -f-  '^) 

*(9'i,9's)«0,     «(o,o)  =  0 

bestimmt  sind  und  welche  ohne  Gleiten  rollen^  wenn  in 
obigen  Formeln  gleichzeitig  mit  allen  obern  Zeichen  q>  ^  tp^y 
gleichzeitig  mit  allen  untern  9?  =  9?]  gesetzt  wird. 

Die  beiden  allgemeinen  Darstellimgen  (42)  und  (64)  sollen  zu- 
nächst auf  zwei  spezielle  Beispiele  angewendet  werden. 

1.  Es  sollen  die  beiden  Axoide  aufgestellt  werden^  welche 
mit  entgegengesetzt  gleicher  Winkelgeschwindigkeit  um  ihre 
Axen  rotieren  und  längs  ihrer  Axen  periodische  Trans- 
Istionsbewegungen  ausführen^  mit  den  Geschwindigkeiten: 

Vj  —  —  c  cos  (px'Oi^y    Vg  =  +  c  cos  9)9  *  fi^f ; 

wo  e  eine  positive  Eonstante  bedeutet. 
Setzt  man 

©1  =  <D,  Oj  =  —  CD,  so  ist  9?i  =  9>;  Vi^^  —  ^}  ^l^^  ß}  ^t^^  —  ßy 

A^«  —  ccos  9?,  Äj—  +  ccosy. 

Die  Gleichungen  (15)  liefern  zunächst: 

rj  =  a  +  c  tg  /J  cos  9,    r,  =  —  a  +  ß  tg  /J  cos  9 

luid  es  ergeben  sich  demnach  nach  (42)  als  Gleichungen  der  gesuchten 

Axoide: 

X  «=  cos  /J  •  li  —  c  sin  9) 

y  =*  ^  sin  /J  cos  9)  •  w  4^  (c  tg  /J  cos  9)  ±  «)  sin  9? 

jp  =      sin  /)  sin  9?  •  ii  +  (^  tg  /3  cos  9?  ±  a)  cos  9, 

wo  alle  oberen  Zeichen  für  die  FULche  R^,  alle  unteren  fQr  Rj  gelten. 


■  über  Rollbin-en  nnd  Roliaächen, 

Die  beiden  gesuchten  Äxoide  sind  demnacli  kongrnente 
Rot&tionshyperboloide,  deren  Rotationsaxen  im  Abstände 
e  tg  ^  zu  den  Äxen  »,  und  o^  respektive  parallel  laufen.  Der 
Kehlkreia  der  Hyperboloide  hat  den  Radius  a,  ihre  Ricb- 
tuQgskegel  den  halben  Offnungswinkel  ß. 

Sollen  beide  F^hen  die  Äxen  o  nicht  schneiden,  so  inuas 

''tgß<a 

vorausgesetzt  wenlen.     Auf  jeder  Erzeugenden  fi  liegt  der  Zeutralpunkt 
im  Abstände 


d,  h.  aber   in   der  Ebene   x  =  0.     Die   Striktiooalinii 
werden  also  von  ihren  Kehlkreiaeu  gebildet. 

Die  Flächen  H,   und  Hg  haben  die  Gleichungen 


beider  Axoide 


I 
I 


sind  also  Regelliäcben  4.  Ordnung,  welche  das  zugehörige  Hyperboloid 
nach  zwei  Raumkurven  4.  Ordnung  erster  Spezies  durchsetzen,  von 
denen  die  eine  die  Linien  «  =  0,  die  andere  ihr  Spiegelbild  bezüglich 
der  Axe  o  iat.  Die  orthogonalen  Projektionen  der  Linien  m  =  0  auf 
die  Eehlkreisebeneu  aind  Pascalsche  Schnecken,  nämlich  die  Fuaspunkth 
kurven  der  Kehlkreise  für  den  Punkt  0,  resp.  fJ,  als  Pol. 

Beide  Axoide  rollen  aufeinander  mit  der  relativen  Winkelgeschwin- 
digkeit 

ö  ==  (o^  cos  a,  —  ü,  cos  a,  =  —2a  cos  ß 

und  gleiten  länga  einander  mit  der  relativen  Gleitgeschwindigkeit 


F=  (2rt  +  /(j  cotg  a,  —  hl  cotg  a^)  ain  a 


2a  0}  '  sin  ß. 


Es  ist  also  V  eine  nicht  verschwindende,  von  e  unabhäi^ige  Ronstaute. 
Sie  bleibt  also  die  nämliche,  falls  beide  Hyperboloide  parallel  ver- 
schoben werden,  bis  ihre  Drehaxen  resp.  mit  den  Axen  o^  nnd  o^ 
zusammenfallen.  Mit  e  =  0  verschwinden  aber  auch  die  Tranalations- 
geschwindigkeiten  tij  und  %,  so  dasa  dann  die  Hyperboloide  um  die  Axen 
0,  und  Oj  nicht  mehr  geachraubt,  aondem  nur  noch  gedreht  werden 
müssen. 

Das  GleichuDgasystem  (G4)  soll  durch  folgende  Aufgabe  illustriert 
werden: 

Für   zwei   zu    einander   rechtwinkelige   Axen  o,   nnd  o^ 
sollen  diejenigen  Axoide  für  reines  Rollen  ermittelt  werden, 
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für  welche  die  Linien  u  =  0  orthogonale  Trajektorien  ihrer 
Erzeugenden  sind  nnd  welche  sich  in  entgegengesetztem 
Sinne  derart  drehen,  dass  dasVerhältnis  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten,  absolut  genommen^  stets  durch  die  Gleichung 

o>|        sin  xqpj 
o,       sin  xqp, 

bestimmt  wird. 

Ermittehi  wir  zunächst  die  Gleichungen  der  sphärischen  Roll- 
kurven  auf  der  Einheitskugel,  welche  durch  ihre  Verbindung  mit  dem 
Eugebnittelpunkt  die  Richtungskegel  ergeben. 

Aus  der  Beziehung  zwischen  den  Winkelgeschwindigkeiten  folgt 
zunächst  die  Gleichung: 

wo  i  eine  beliebige  Eonstante  bedeutet.  Sollen  cD|  und  o,  entgegen- 
gesetztes Zeichen  erhalten,  so  muss 

0<*<| 

genommen  werden;  dem  Winkel  (Pi  =  0  entspricht  der  Winkel  tp^  =  0. 
Da  femer:  2/J  ==  o^  —  o,  =  ^^  ist,  so  folgt 

sin  «1  «=  +  cos  o,,  sin  a,  =  —  cos  «^ 


also 


Bin  xqp| 


sin  ce.  .  ,    sin  xqp,      sin  oe,        .  ,   si 

.    ^  =  —  tg  «1  =  +  -. — — ;   -T---i  =  tg  a-  =  +  -r 
sm  Oji  °    *  sin  X  qP| '    Bin  «1  ^  ^^         '   Bin  xq>. 


Faast  man  diese  Gleichungen  zusanmien  mit  der  Gleichung  0  =  0,  so 
erhält  man  ab  Gleichungen  der  sphärischen  RoUkurren: 

.  C08  2d  ^      ,  — C08  2d 

^  ^  ~"  1  —  sin  2d  cos  «qp, '    ^  ^  "~  1  +  sin  2d  cob  «qp, ' 

wodurch  zunächst  die  Richtungskegel  der  gesuchten  Axoide  bestimmt 
sind.  Da  im  weiteren  die  Linien  u  =^0  orthogonale  Trajektorien  sein 
sollen,  so  besteht  zwischen  a  und  ^  die  Gleichung: 


-F(a,-ö')  =  -ö'-a-|  =  0. 


Somit  wird 


o.  I     *     a.  I     *      ■  C08(^  — a)  ^ 

d.h. 

r,  =  +  a,r,  — —  a,  Ä,  =  -riColg«',  —  rttga„/»j  = -r,cotg«^,  =  — otga,. 
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Demnach  haben  die  verlangten  Azoide  die  Gleichungen 
a;  =  coB  («  ±  J)  M  +  ^  arctg  (cotg  (|  ip  d)  tg  ^) 

y  =  sin  iu  ±  —  j  cos  9?  u  =p  a  sin  g> 

jgr  =  sin  ( a  ±  -j)  sin  9  u  ±  a  cos  9 

®  \     -^4/        i:p8m2dc08xqp'     .     /xqp,\  »  \  4/ 

Für  alle  oberen  Zeichen  ist  9?  =  ^^i ,  för  alle  unteren  97  ^  9,  zu 
setzen.  Die  Linien  ti  *=  0  liegen  demnach  f&r  beide  Axoide  auf  einem 
Rotationscylinder  vom  Radius  a.  Werden  beide  Cjlinder  längs  der- 
jenigen Erzeugenden  aufgeschnitten,  welche  die  Axe  e^  resp.  e^  m  G 
schneiden,  so  haben  die  Abwickelungen  der  Linien  u  »  0  resp.  die 
Gleichungen: 

a;  =  -^  arctg  (cotg  (J  T  *)  tg  ^),  ss  =  aq>, 

sind  also  kongruente  Kurven  in  Deckung.  Werden  sie  mit  dem  Mantel 
auf  die  Cylinder  aufgewickelt,  so  sind  die  Erzeugenden  der  beiden 
Axoide  diejenigen  Normalen  dieser  Aufwickelungen,  welche  die  Cyhnder 
berühren/ 

Die  Axenfläche ,  G  degeneriert  in  eine  Doppelebene,  welche  im 
Mittelpunkt  M  von  0^  0,  zu  dieser  Strecke  normal  steht.  Li  dieser 
Ebene  erfüllen  die  Linienpaare  gg'  am  Punkte  M  eine  Rechtwinkel' 
Involution.  Würden  die  Linien  g  mit  den  Linien  g'  vertauscht,  so 
würden  zwei  Axoide  entstehen,  für  welche  das  Verhältnis  der  Winkel- 
geschwindigkeiten absolut  das  nämliche  bleibt;  beide  Flächen  werden 
Hieb  aber  jetzt  im  gleichen  Sinne  drehen. 

Aus  den  Werten  von  d'^  und  d'^  folgt  ohne  weiteres: 

COB  ^1        sin  oEj     j  -L   ^1        <0| 
COB  ^,        Bin  a, '  17,        Oj 

Die  Bewegung  beider  Axoide  findet  also  derart  statte 
dass  »ich  in  jedem  Augenblicke  die  Translationsgeschwindig- 
keiten  längs  der  Axen  umgekehrt  verhalten,  wie  die  Rota- 
tionsgeschwindigkeiten um  die  Axen. 

Für  X  =  1  werden  die  Richtungskegel  speziell  kongruente  Kegel 
zweiten  Grades,  welche  sich  um  homologe  Fokalstrahlen  drehen.  Figur  7 
Tttf.  III  zeigt  die  Aufrisse  der  beiden  Axoide  R^  und  R,;  Figur  7  a 
die  Abwickelung  der  Linien  m  =  0,  die  Figur  7b  die  korrespondierenden 
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12  Erzeugenden  des  Richtungskegels  E^  nach  Richtung  und  Länge  so 
bemessen^  dass  beide  Flächen  durch  zwei  Linien  u  =  konst.  begrenzt 
sind.  Die  mit  gleichen  Ziffern  bezeichneten  Eneugenden  beider  Axoide 
gelangen  bei  der  Bewegung  einmal  zur  Deckung. 

I  i.   Die  iüementarfläohen  Iftngs   einer  gemeinsamen  Ersengenden. 

Zn  weiteren  aUgemeinen  Eigenschaften  der  Aioide  gelangt  man 
nun  durch  Betrachtung  aller  Axoide,  welche  durch  eine  bestimmte 
Erzeugoide  g  der  Axenfläche  G  hindurchgehen.  Das  unendlich  schmale 
windschiefe  Flächenelement  jedes  solchen  Axoides  wollen  wir  eine 
Elementarfläche^)  nennen.  Je  nach  der  Wahl  des  Richtungskegels,  oder 
genauer  nach  der  Stellung  der  Tangentialebene  längs  der  zu  g  parallelen 
Erzeugenden  des  Richtungskegels  erhalten  wir  längs  g  eine  einfache 
Mannigfaltigkeit  yon  Elementarfiächen. 

Durch  die  Gerade  g  gehen  nun  zunächst  zwei  besondere  Elementar- 
flächen, welche  den  Flächen  S^  und  G  angehören.  Für  die  letztere 
Flache  ist  die  Zentrale  zugleich  eine  geradlinige  Striktionslinie.  Wächst 
fj  zugleich  mit  a^,  und  sieht  ein  Beschauer  von  irgend  einem  Punkte 
P  von  g  nach  dem  Fusspunkt  G  hin,  so  dreht  sich  die  Tangential- 
ebene in  negativem  Sinne  um  g^  falls  ihr  Berührungspunkt  von  G 
nach  P  hinwandert.  Bezeichnet  also  g  den  Parameter  der  Axenfläche  G 
längs  ihrer  Erzeugenden  ^,  so  ist  zu  setzen: 

(65)  ^__|^  =  _| 

Ist  nun  R  irgend  eine  Elementarfläche,  P  ein  Punkt  von  g  im  Ab- 
stände u  von  Gj  r  der  im  positiven  Sinne  gemessene  Winkel  der 
Tangentialebene  des  Punktes  u  gegen  die  Fixebene,  welche  durch  g 
und  die  Zentrale  0<^0^  bestimmt  sein  soll,   so  ergeben  sich  nach  den 

Gleichungen  (52): 

,      sin  OL, 
«  +  9 — P" 

(66)  tgr=;^^  = 


w,  ^  Bin  OL 


«1 


man  hierin  u  unendlich  gross  werden,  so  geht  die  Tangential- 
ebene in  die  asymptotische  Ebene  über,  und  man  erhalt  daher  für  den 
Winkel  F'  derselben: 


ai, 


tgr«--^ 

O  ain   1 


sm  «1 


Bedeutet  demnach  G  den  Winkel  der  Zentralebene  von  R  gegen  die 
genannte  Fixebene,  so  ist: 

1)  Vergl.  Mannheim:  G^om^trie  Cinematique.  11.  Partie,  page  270.    Paris,  1894. 

ZcitsehriA  f.  Mathematik  n.  Physik.  46.  Band.  1901.  1.  a.  2.  Heft.  11 
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(67)  «  =  r-J,  alsotg©-?^. 

Daher  ist  jetzt:  , 

Für  den  Abstand  des  Zentralpunktes  C  vom  Punkte  G  haben  wir 
femer  nach  Gleichung  (46) 


Vsin  a^/ 


i  +  tg»e 


Demnach  liegen  die  Zentralpunkte  aller  Elementarflächen  K 
zwischen  zwei  festen  Punkten  G^  im  Abstände 

(70)  «o-±^ 
vom  Punkte  G. 

Die  Punkte  G^  sind  demnach  die  Grenzpunkte^),  der  Punkt  G 
ist  der  Mittelpunkt  des  Strahles  g. 

Zu  jeder  Zentralebene  &  gehört  nur  ein  Zentralpunkt  u^;  zu  jedem 
Zentralpunkt  u^  gehören  aber  zwei  Zentralebenen,  welche  durch  die 
Gleichung  (69)  bestimmt  sind,   welcher  wir  die  Form  geben  können: 

(71)  Ml  tg«  e  ->  0/  -  g)  tg  e  +  1*1  =  0. 

Wählen  wir  speziell  einen  der  Grenzpunkte  als  Zentralpunkt,  setzen 
wir  also: 

so  wird  die  Gleichung  (71)  ein  vollständiges  Quadrat 

(tg  0:fiy  =  0. 

In  den  Grenzpunkten  fallen  also  die  beiden  Zentralebenen  je 
zusammen  und  bilden  mit  der  Fixebene  die  Winkel 

(72)  »o=±f- 

Sie  stehen   also  auf  einander  normal  und  sind  den   Grenzpunkten  % 
nach  (69)  in  der  Weise  zugeordnet,  dass  die  Werte  sich  entsprechen: 

Sind  nun  ^  und  S^'  die  Wurzeln  der  Gleichung  (71),  so  ist: 

1)  Vergl.  für  das  Folgende  die  grundlegende  Arbeit  von  Kummer:  Theorie 
der  geradlinigen  Strahlensysteme.     Grelles  Jonmal,  Bd.  56. 
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tge'.tg8"=  +  l;  tg©'+tg©"=H^. 

Bewegt  sich  daher  der  Zentralpunkt  u^  vom  Mittelpunkt  G  aus  gegen 
einen  der  Grenzpunkte  (tq,  so  liegen  stets  seine  beiden  Zentralebenen 
zur  Grenzebene  dieses  Punktes  symmetrisch.  Liegen  also  zwei  Zentral- 
ponkte  symmetrisch  zum  Mittelpunkt^  so  stehen  die  beiden  Zentral- 
eboiien  des  einen  rechtwinkelig  zu  denen  des  anderen.  Im  Mittelpunkt 
G  stehen  beide  Zentralebenen  daher  aufeinander  senkrecht;  sie  sind 
die  Tangentialebenen  der  beiden  Flächen  S  und  G  und  bilden  das 
Rechtwinkelpaar  der  Ton  sämtlichen  Zentralebenenpaaren  gebildeten 
quadratischen  EbeneninTolution. 

Nach  Gleichung  (68)  kann  zu  jedem  Punkt  u  und  seiner  Tangential- 
ebene r  die  Zentralebene  der  dadurch  bestimmten  Elementarfläche  er- 
mittelt werden,  da 

ö  q  +  utgr 

Diese  Gleichung  wird  fÖr  G  unbestimmt,  sobald  gleichzeitig: 

5f  tg  r  —  w  =  0  und  q  +  uig  r^O 
ist;  d.  k  f&r  

(73)  u  =  u,  «  ±  y^^  und  tg  r=  tg  e,  =  ±  }/-  |. 

Demnach  giebt  es  auf  jedem  Strahl  g  zwei  reelle  oder  imaginäre 
Punkte  F  im  Abstände  u^  symmetrisch  zum  Mittelpunkt  G,  in  welchen 
sich  im  Allgemeinen  sämtliche  Elementarflächen  nach  derselben  Ebene  be- 
rühren. Diese  Ebenen  sind  bestimmt  durch  die  Winkel  ±  0^  und  zwar 
gehört  zum  Punkt  u^  derjenige  Winkel  9,,  der  durch  eine  der  beiden 
Gleichungen 

('4)  *8«.  =  '^  =  -i 

bestimmt  wird.  Die  beiden  Puukte  F  heissen  die  Brennpunkte,  ihre 
zugehörigen  gemeinsamen  Berührungsebenen  die  Fokalebenen  des 
Strahles  g. 

Aus  den  Gleichungen  (70)  und  (73)  resp.  (72)  und  (73)  folgt  aber: 

d.  h.    die    beiden    Brennpunkte    liegen    stets    innerhalb    der 

beiden  Grenzpunkte,  die  beiden  Fokalebenen  aber  nur  inner- 

11* 
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halb    der  beiden  Grenzebenen^   falls   q  dem   absoluten  Werte 
nach  kleiner  ist  als  g. 
Da  femer 


2 
SO  ist 

2ti,  =  2ttoSin(2es), 

d.h.  der  Abstand  der  beiden  Brennpunkte  ist  gleich  dem  Ab- 
stand d«r  beiden  Grenzpunkte^  multipliziert  mit  dem  Sinus 
des  von  den  Fokalebenen  gebildeten  Winkels. 

Wählt  man  jetzt  einen  Brennpunkt  als  Zentralpunkt,  so  müssen 
ihm  zwei  Zentralebenen  entsprechen.  Die  beiden  Werte  von  S  ergeben 
sich  aus  Gleichung  C^l),  welche  sich  in  die  Form  bringen  lässt: 

(«*i  ig  &  -  g)  (u^ig  e  +  q)  +  ul  +  gq  ^  0. 

Fällt  aber  der  Zentralpunkt  u^  mit  einem  Brennpunkt  u,  zusammen, 
so  ist 

und  die  Gleichung  wird  demnach: 

(75)  (tt,  tg  @  ->  g)  (u,tg0  +  q)^  0. 

Sind  also  G'  und  0"  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  ist 

tg^  =  —  -?.=:tg0g  und 

(76)  "* 


tgö"=A  =  tg(J-®.). 


Fällt  deiünach  der  Zentralpunkt  in  einen  Brennpunkt,  so 
fällt  die  eine  Zentralebene  mit  seiner  Fokalebene  zusammen, 
indessen  die  andere  auf  der  Fokalebene  des  anderen  Brenn- 
punktes normal  steht. 

Nach  Gleichung  (48)  ergab  sich  femer  fQr  den  Parameter  Q  der 
E^mentarfläche 


«1         ^i 


^       sin  «,  '  Bin  Oj^  ^  q  +  g  cotg«  0  _  g+qig*0 

-         V"=    ^     /  «1  y         i  +  cotg»e'~  i  +  tg~»e  • 

^<m::k^^  wir  also  speziell  diejenigen  beiden  Elementarflächen,  deren 
..si-»U'»«Ä^W^  "^  einem  Brennpunkt  vereinigt  liegen,  so  wird 

filr  tg  ö'  =  —  ^  <ier  Parameter  Qf  «=  fl'  +  g, 
-?-^  Ijf  ^"«  +  -"-  der  Parameter  O"  =  0. 
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Von  den  beiden  Elementarfläclien,  deren  Zentralpunkt  in 
einem  Brennpunkt  liegt,  ist  daher  diejenige  windschief, 
deren  Zentralebene  die  Fokalebene  des  Brennpunktes  ist, 
während  diejenige,  deren  Tangentialebene  die  Fokalebene 
des  anderen  Brennpunktes  ist,  developpabel  ist. 

Will  man  den  Parameter  Q  statt  durch  den  Winkel  S  der  Zentral- 
ebene durch  den  Abstand  u^  ihres  Zentralpunktes  ausdrücken,  so  folgt 
aus  den  Gleichungen: 

Ö  =  2  sin*  ©  +  sr  cos«  ©  =  ^^  +  ^-^  cos  2©, 

oder 

ond 

£ 

durch  Elimination  des  Winkels  ©: 
Es  ist  demnach 

Q' +  Q" - 9  +  q;   «'•''/'=  («i -«,)  K  +  «,),         d.h.: 

Die  Summe  der  Parameter  zweier  Elementarflächen  vom 
nämlichen  Zentralpunkt  ist  konstant,  und  das  Produkt  der 
Parameter  ist  gleich  dem  Produkt  der  Entfernungen  des 
Zeniralpunktes  von  den  beiden  Brennpunkten. 

Die  Gleichung  (79)  kann  überdies  benutzt  werden  zu  einer  ein- 
gehen geometrischen  Übersicht  über  den  Zusammenhang  der  drei 
Grossen  t4j,  ©  imd  Q.  Betrachtet  man  nämlich  u^  und  Q  als  recht- 
winkelige Koordinaten  eines  Punktes  für  die  Gerade  g  als  Axe  der 
«1  nnd  f&r  die  Normale  dazu  im  Mittelpunkt  G  als  Axe  der  Q, 
so  steUt  die  Gleichung  (79)  den  Ort  aller  in  dieser  Weise  aufgetragenen 
Parameterwerte  Q  dar.     Dieser  Ort  ist  daher  ein  Kreis  vom  Radius 

r^»^-^,    dessen    Mittelpunkt    auf    der    Axe    der    Q   im    Abstände 

"*^    2^  Yon  G  liegt,  und  welcher  demnach  durch  die  Brennpunkte  F 

Ton  g  hindurch  geht.  Jede  zu  g  normale  Sehne  AB  des  Kreises  trifft 
g  in  einem  Punkte  C;  dann  sind  ÄC  =  Qf  und  BC^  Qf'  die  dem 
Zentralpunkt  C  vom  Abstand  GG  =  u^  zugehörigen  Parameterwerte, 
indessen  die  von  dem  Endpunkte  Ä^  des  zu  g  normalen  Durchmessers 
io^o  aus  gemessenen  Bogen  A^A  und  A^B  die  Winkel  ©'  und  ©' 
^r  Zentralebenen  messen. 
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Ohne  diese  DarstoUimg  weiter  zu  verfolgen,  wollen  wir  dagegen 
noch  zwei  besondere  Punkte  auf  der  Geraden  ;/  betrachten.  Es  sind 
dies  diejenigen  Piinltte  u^  und  ii^,  in  welchen  die  Tangentialebene  irgend 
einer  Elementar  flache  zur  Fix  ebene  normal  steht  reap.  mit  dieser 
identisch  ist.     Die  Gleichung  (tiS)  zeigt  nun,  dass 


(80) 


r  =  -^  wird  für  y  —  "j  tg  ®  =  0,  also  für  ».,  =  (f  entg  & 
r  =  0  wird  für  «,  +  g  tg  0  =  0,  also  für  u^  —  -q  tg  ©. 


und 


Da  somit  ^^H 

Mg  ■  «1  =  -  !l^  ^  w|  ^^ 

ist,  so  folgt,  dasH  diese  Punktepaare  für  alle  Elementaräächen  eine 
quadratisclie  Punktinvolutiou  erfüllen,  welche  die  Brennpunkte  F  zn 
Doppelpunkten  hat. 

Sucht  mäu  demnach  für  jede  Erzeugende  g  eines  Äxoides  den 
Punkt  Mj,  so  ist  in  jedeui  dieser  Punkte  die  Tangentialebene  des  Äxoides 
der  Axe  o  desselben  parallel,  d.  h.: 

Die  orthogonale  Projektion  der  Linie  «  =  h,  auf  eine  zur 
Axe  0  normale  Ebene  liefert  die  Linie  des  scheinbaren  Um- 
riases  der  Projektion  des  Asoides  auf  diese  Ebene. 

Die  Linie  u  =  lt^  dagegen  ist  die  Berührungslinie  der  dem 
Axoid  R  und  seiner  Windungsfläche  H  gemeinsam  um- 
geschriebenen DeTeloppsbeln  mit  dem  Axoid. 


S  5.    Die  auf  einander  abwickelbaren  Axoide  und  ihre  Beeiehungen 
EU  den  einfachsten  Axenfläohen. 

Im  Folgenden  seien  Axoide  für  rein  rollende  Bewegung  voraus- 
gesetzt, so  dass  diese  durch  Angabe  der  Axenfläche  G  und  ihrer  Richtnngs- 
kegel  bestimmt  sind.  Eh  können  dann  entweder  diese  Richtungskegel 
oder  die  Axenfläche  ao  gewählt  werden,  dasa  die  Aioide  in  geometriacher 
oder  kinematischer  Hinsicht  gewisse  Eigenschaften  besitzen,  von  denen 
die  zunächst  liegenden  hervorgehoben  werden  mögen.  Der  Winkel  2  ß 
werde  wie  bis  anhin  als  spitzer  Winkel  vorausgesetzt. 

Zieht  man  aui'  der  Axendäche  6  eine  willkürliche  Linie,  so  wird 
dieae  das  Axoid  bei  seiner  Bewegung  ebenfalls  nach  einer  bestimmten 
Linie  durchsetzen.  Insbesondere  entsprechen  auf  diese  Weise  den  ortho- 
gonalen Trajektorien  der  AsenHäcbe  die  Linien  m  =  konst.  des  Axoides. 
Nun  besteht  jede  ÄxenHäche  aus  zwei  Mänteln,  einem  Mantel  A,  welcher 
alle  Erzeugenden  der  Flächeupaare  S,  S,  aufnimmt,  und  einem  Mantel  T, 
der  alle  Tangenten  ihrer  Striktionslinien  enthält.    Die  Erzeugenden  des 
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Mantels  A  bilden  gegen  die  Axe  x  den  Winkel  a,  diejenigen  des 
Mantels  T  den  Winkel  •&.  Beide  Mäntel  verlaufen  entweder  getrennt 
wie  bei  der  orthogonalen  Axenfläcbe,  oder  sie  bangen  zusammen  wie 
bei  den  drei  anderen  Arten  der  betrachteten  Azenflächen.  Welcher  der 
beiden  Mäntel  als  Mantel  A  bezeichnet  werden  soll;  kann  durch  Be- 
schränkung der  Werte  von  a  bestimmt  werden. 

Denken  wir  uns  also  einen  der  beiden  Mäntel  der  Axenfläche  als 
Mantel  A  fixiert.    Alsdann  ist  nach  Gleichung  (36) 

sin2/3-p==asin2a  —  %  (cos  2a  —  cos  2  /S). 

Somit   ergiebt    sich  fOr   den   Parameter  g   der  Erzeugenden   des 
Mantels  A: 

r.<K  dp  _      2a     ain  (a  —  ^)    t    (cos  2 /J  —  cos  2  a)  dh 

^'  ^  ^  ""  ■"  5i  ~  älST^  sin  (a  +  e)'^  SnYp  dli' 

Nach  Gleichung  (63)  ist  somit: 


(82)  g-q^ 


cob2^  —  cos  2a    dh 


sin  2/9  da' 

Ist  also   die  Axenfläche  0  gegeben^  so  kann  diese  Differenz  der 
beiden  Parameter  berechnet  werden. 

Auf  jeder  Axenfläche  giebt  es  nun  eine  bestimmte  Kurve 

^        =^        2     ' 

welche  der  Ort  der  Grenzpunkte  aller  ihrer  Erzeugenden  ist,  und  da- 
her die  Grenzlinie  der  Axenfläche  genannt  werden  kann.  Diese 
Linie  ist  f&r  jede  Axenfläche  reell  und  besteht  für  jeden  Mantel  aus 
zwei  zur  Doppellinie  0<^^0^  symmetrisch  verlaufenden  Zweigen,  welche 
i.  A  beide  durch  die  Punkte  0^  und  0^  hindurchgehen.     Jeder  Linie 

wo  ü  eine  gegebene  Funktion  von  a  bedeutet,  entspricht  eine  be- 
stimmte Linie  der  Axoide  R^  und  R^*  Soll  diese  Linie  nun  die 
Striktionslinie  des  Axoides  R^  werden,  so  muss  nach  (67)  und  (69) 
die  Gleichung  bestehen: 

oder 

(83)  ZJsin*  Ol  dip\  —  (g  —  q)  sin  a^  •  d<p^  da^  +  Ud  a\  «  0. 

Diese  Gleichung  definiert  im  allgemeinen  zwei  reelle  oder  imaginäre 
Richtcrngskegel  —  eigentlich  zwei  Scharen  von  solchen,  die  aber  aus 
einem  unter  ihnen  durch   Drehung   desselben   um  die  Axe  o^  hervor 
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gehen.  Eine  anologe  Gleichung  definiert  die  Richtungskegel  des 
Axoides  B^.     Die  Richtungskegel  sind  reell,  so  lange  die  Linie 

w=  U 

anf  der  Axenfiache  zwischen  den  Grenzlinien  yerlauft,  sie  &Ilen  zu 
einer  Lösung  zusammen,  sobald  die  Linie  mit  einer  der  GrenzUnieii 
selbst  zusammenfällt.     Daraus  folgt: 

Für  jede  gegebene  Axenfiache  giebt  es  im  allgemeinen 
zwei  reelle  oder  imaginäre  Axoidenpaare,  welche  eine  vor- 
geschriebene Striktionslinie  besitzen,  für  welche  also  speziell 
die  Striktionslinie  eine  der  Linien  u  =  konst.  ist. 

Die  Linie  u  »  0  macht  aber  eine  Ausnahme.  Die  obige  Gleichung 
(83)  kann  für  {7  ==  o  nur  bestehen,  wenn  dann  gleichzeitig  auch 

^  —  j  «  0,  d.  h.  wenn  nach  (82)  h  =  konst.,  also  d'  +  a  =  konst 

ist.  Da  in  diesem  Falle  der  Richtungskegel  yollkommen  willkürlicli 
bleibt,  so  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Zu  jedem  gegebenen  Axenpaar  o^o^  giebt  es  eine  einfache 
Mannigfaltigkeit  von  Axenflächen,  nämlich  das  durch  das 
Axenpaar  bestimmte  Büschel  Plückerscher  Konoide  6^,  aus 
welchen  sämtlich  für  jedes  Paar  entsprechender  Rollkegel 
nur  solche  Axoide  entstehen,  welche  die  Linie  u  =  0  zur 
Striktionslinie  haben. 

Eine  zweite  besondere,  mit  der  Axenfiache  zugleich  bestimmte 
Linie  auf  derselben  ist  die  Linie: 

welche  der  Ort  der  Brennpunkte  aller  Linien  g  oder  die  Fokallinie^) 
der  Axenfiache  ist 

Während  der  Bewegung  des  Axoides  Bj  findet  zwischen  diesem 
und  der  Axenfiache  Berührung  in  beiden  Brennpunkten  der  augen- 
blicklich gemeinsamen  Erzeugenden  g  statt,  wobei  die  Berührungs- 
punkt« ein  Stück  jedes  Zweiges  der  Fokallinie  durchlaufen.     Soll  die 

V  Sio  ist  ftlr  die  orthogonale  Axeaflftclie  eine  reelle  algebrabche  Baun- 
kurre  6.  Ordnuiig  ftSr  detgenigen  Mantel,  welchex  durch  die  Bedingung: 

bestiumt  istx 

FOr  di<»  harmonische  Axi^nfläche  ist  de  rein  imaginär;  ebenso  for  die 
PlQckerschen  Konoide  0^ «  nSunlioh  ihre  Beröhningsknrre  mit  der  dem  imaginären 
Kngie4kr»8  gemeinsam  umschriebenen  I>eTek>(^f»abeln. 

l>\ir  die  A^iienfläche  aller  developpablen  Seh  rauben  flachen  fiült  sie 
mit  der  IVpin^l^^mden  der  Aiendäche  saaunmen. 
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Berührung  längs   der   Striktionslinie   des   Axoides   stattfinden^    so   ist 
nach  (74)  und  (78) 

tg  €^  =  -y ,  und  Q^g  +  q. 

d.  h.: 

Für  jede  Axenfläche  0  giebt  es  i.  A.  zwei  reelle  oder 
imaginäre  Axoide^  deren  Bichtungskegel  durch  die  Gleichung 

(84)  8iD^a^dq)l+^dal^o 

definiert  sind,  welche  während  der  Bewegung  die  Axenfläche 
stets  in  einem  Punkte  ihrer  Striktionslinien  berühren. 

Es  kann  aber  noch  in  einer  zweiten  Art  eintreten,  dass  die  Strik- 
tionslinie  des  Axoids  die  Axenfläche  nach  ihrer  Fokallinie  durch- 
schneidet^ ohne  dass  in  diesem  Schnittpunkt  Berührung  stattfindet.  Dies 
tritt  ein,  wenn  nach  (78) 

tg  0  =  1^  und  Ö  =  0 

ist,  d.  h.: 

Zu  jeder  Axenfläche  giebt  es  i.  A.  zwei  reelle  oder  imagi- 
näre developpable  Axoide,  deren  Bichtungskegel  durch  die 
Gleichung 

(85)  sin^ajd^J+^daJ^O 

definiert  sind,  deren  Bückkehrkurye  die  Axenfläche  längs 
des  einen  Zweiges  der  Fokallinie  durchschneidet,  während 
der  Berührungspunkt  mit  der  Axenfläche  den  anderen  Zweig 
der  Fokallinie  durchläuft. 

In  beiden  Fällen  hat  der  Parameter  Q  des  Axoides  einen  be- 
sonderen Wert  Es  kann  der  Wert  von  Q  aber  auch  ein  beliebig  ge- 
gebener sein.     Da  allgemein  nach  (77) 

SO  ergiebt  sich: 

Zu  jeder  gegebenen  Axenfläche  gehören  im  allgemeinen 
zwei  Axoide,  deren  Bichtungskegel  durch  die  Gleichung 

(86)  sin»  a,  d^J  +  |^  doj  =  0 

bestimmt  sind,  welche  einen  gegebenen  Parameter  Q  besitzen. 
Sollen  femer  die  orthogonalen  Trajektorien  u  =  const.  der  Axen- 
fläche   die    orthogonalen   Trajektorien    der    erzeugten   Axoide   hervor- 
bringen, so  muss  das  Linienelement  des  Axoides  die  Form  annehmen: 

cfe«=  du^+  {A  (m  -  u^y+  Q")  dq>^ 
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d.  h.  es  muss  nach  (57)  und  (58) 

Z>  =  0  somit  ö"  —  a  =  — 

sein. 

Die  orthogonale  Axenfläche  ist  also  die  einzige,  welche 
für  jedes  Paar  entsprechender  Richtungskegel  solche  Äxoide 
liefert,  welche  die  Linien  u^konst.  zu  orthogonalen  Trajek- 
torien  haben. 

Ist  speziell  2  /)  =  — ,  so  besteht  die  weitere  Gleichung 
cotgttcotg'^  +  cotg*/S  =  0,  d.  h.  nach  (29)  p  =  0. 

Sollen  also  für  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Axen  die 
Linien  fi  =«  konst.  orthogonale  Trajektorien  der  Axoide  sein, 
so  liegt  die  Linie  u  =»  0  für  jedes  Axoid  auf  dem  Kreiscylinder 
vom  Radius  a  und  seine  Erzeugenden  sind  diejenigen  Nor- 
malen dieser  Kurve  u  »==  0,  welche  den  genannten  Cylinder 
berühren. 

Die  Linie  u  ==»  0  ist  in  diesem  Falle  die  Linie  des  scheinbaren 
Umrisses  für  eine  Parallelprojektion  des  Axoides  in  der  Richtung  einer 
Axe.  Es  fragt  sich,  ob  noch  für  andere  Axoide  die  Linie  u  =  0  mit 
der  Linie  m  =  ti,  zusammenfallen  kann? 

Soll  Uj  =  jf  cotg  0  =  0  sein,  und  zwar  für  jeden  Wert  von  ö,  so 
muss  flf  «  0  also  p  ==  konst.  Q  =  q  sin^ö  sein;  d.  h.: 

Ausser  den  Regelschraubenflächen  bilden  diejenigen 
Axoide,  für  welche  die  Linie  m  =  0  auf  einem  um  die  Axe  be- 
schriebenen Kreiscylinder  liegt  und  für  welche  somit  die 
Axenfläche  in  eine  zur  Zentrale  normale  Doppelebene  über- 
geht, die  einzigen  Flächen,  für  welche  die  Projektion  der 
Linie  u»0  der  scheinbare  ümriss  ist. 

Kann  für  ein  Axoid  die  Linie  des  scheinbaren  Umrisses  mit  der 
Striktionslinie  zusammenfallen? 

Nach  den  Gleichungen  (69)  und  (80)  ist: 

Es  ist  daher 

Mj  =  w,,  falls  ul  =  -gq  =  ul 

ist.    Somit  wird  entweder 

tg  @  ==  i^ ,  also  Ö  =  0;  oder  5^  =  0,  p  =  konst.  Q  ^  q. 

Wenn   also    die  Striktionslinie   den  scheinbaren  Umriss 
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für  eine  Parallelprojektion  in  der  Richtung  seiner  Axe  bilden 
soll,  so  muss  das  Axoid  deyeloppabel  oder  eine  Fläche  S  sein- 

Kann  Aie  Linie  u^u^  mit  der  Linie  u  =  0  zusammenfallen? 

Nach  (80)  muss  in  diesem  Falle 

tt^  =  —  gcotg  ©  =  0 

sein.    Soll  diese  Gleichung  für  alle  Werte  von  9  bestehen,  so  muss 

gr  =  0,  also  d'  —  «  =  0  sein,  d.  h. 

Die  Axenfläche  aller  developpabeln  Schraubenflächen 
führt  stets  auf  solche  Axoide,  für  welche  die  Linie  u  ~  0,  d.  h. 
die  Durchschnittslinie  des  Axoides  R  mit  seiner  Fläche  H 
für  diese  beiden  Flächen  zugleich  die  Berührungslinie  ihrer 
gemeinsamen  umschriebenen  Developpabeln  ist. 

In  diesem  Falle  wird  Q  =^  g  cos*  ®,  Uj  ==  0.  Die  Fokallinie  der 
betrachteten  Axenfläche  fällt  also  mit  ihrer  Doppellinie  zusammen;  es 
müssen  sich  also  in  der  That  sämtliche  Axoide  im  Punkte  u  «  0  ihrer 
gemeinschaftlichen  Erzeugenden  g  berühren.  Soll  überdies  Q  »  0  sein, 
so   mnss  ^  —  0,  d.  h.  es  müssen  die  Werte  q,  a^  d'  konstant  sein. 

Die  Axenfläche  aller  deyeloppablen  Schraubenflächen 
führt  demnach  auf  nicht  developpable  Axoide,  oder  aber  auf 
diese  deyeloppablen  Schraubenflächen  selbst. 

Setzen  wir  jetzt  andererseits: 

(O.  Vi 

-i  =  o    -  =  v, 


1—  CO 


SO   folgt  aus  der  Gleichung  (5): 

r^^N  sin  (a  —  ß)  j        cotff  a 

(87)  ,—j — ,-^:  =  CD  oder  —~-^  =  ,   ,      . 

^       ^  sm  (a  -\-  ß)  cotg  ß         1+0» 

Desgleichen  ergiebt  die  Gleichung  (25)  die  Beziehung: 

Eliminiert  man  aus  den  beiden  letzteren  Gleichungen  und  J^  (a,  d^^O 
die  Winkel  a  und  &,  so  erhält  man  eine  bestimmte  Gleichung  G((o,  v)  =  0 
zwischen  o  und  v.  umgekehrt  giebt  jede  Beziehung  zwischen  m  und  v 
dorch  Elimination  von  (o  und  v  Anlass  zu  einer  Gleichung  zwischen 
a  und  ^,  d.  h. 

Im  Falle  der  reinen  Bollbewegung  zweier  Axoide  ist  die 
zugehörige  Axenfläche  0  vollkommen  bestimmt  durch  die 
gegebenen  Verhältnisse  der  beiden  Winkel-  und  Translations- 
geschwindigkeiten.   Umgekehrt   gehen   aus  jeder   gegebenen 
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Axenfläche  nur  solche  Axoide  für  reines  Bollen  hervor,  fSr 
welche  zwischen  den  Verhältnissen  der  Winkel-  und  Trans- 
lationsgeschwindigkeiten  eine  bestimmte  Beziehunfr  bestehi 

Ist  also  durch  die  Richtungskegel  der  Axoide  das  Verhältnis  o 
festgelegt^  so  sind  beide  Axoide  bestimmt;  und  es  begründet  sich  jetzt 
zugleich,  wlurum  man  im  Falle  reiner  Bollbewegungen  zweckn&sig  Yon 
der  Axenflache  ausgeht. 

Wenden  wir  zunächst  die  beiden  Formeln  (87)  und  (88)  auf  die 
früher  betrachteten  Axenflächen  0  an. 

1.  Für  die  orthogonale  Axenflache  ist 

^  --a  =  ^,  d.  h.  tgatg^  +  l  =  0. 

Daraus  folgt  unmittelbar: 

(89)  öv-l-O,  d.  h.  ?i  =  ^. 

Für  alle  aus  der  orthogonalen  Axenflache  abgeleiteten 
Axoide  verhalten  sich  die  Winkelgeschwindigkeiten  reziprok 
wie  die  Translationsgeschwindigkeiten  und  umgekehrt. 

2.  Für  die  harmonische  Axenflache  ist 

cotga-cotg^  —  cotg*/J  =  0. 
Durch  Elimination  von  a  und  ^  erhalten  wir  die  Gleichung: 

^'^ iTö  (cd  —  v)  —  1  =  0 

cos  2p  ^  ^ 

oder 

(90)  ^.^-  _i_  (^-^j)-i^o 

^      ^  (Of    v^        cos  2  p  \a>,        t?,/ 

d.  h.: 

Für  alle  aus  der  harmonischen  Axenflache  abgeleiteten 
Axoide  besteht  demnach  bei  schiefwinkligen  Axen  zwischen 
den  beiden  Verhältnissen  der  Winkel-  und  Translations- 
geschwindigkeiten eine  bilineare  Relation. 

Die  obige  Gleichung  (90)  ändert  sich  nicht  ^  wenn  to  durch  —  v 
und  V  durch  —  cd  ersetzt  wird,  d.  h. 

Vertauscht  man  die  Bedeutung  der  beiden  Mäntel  der 
harmonischen  Axenflache,  so  bleibt  die  bilineare  Beziehung 

(90)  der  Verhältnisse  cd  und  v  bestehen. 

Für  2/S  =  —  reduziert  sich  die  Gleichung  (90)  auf: 

(91)  ??•  -  ?L  =  0. 


«1 


Für  zwei   zu   einander  rechtwinklige   Axen  entspringen 
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aus  der  harmonischen  Axenfläche  nur  solche  AxoidC;  für 
welche  das  Verhältnis  der  Winkelgeschwindigkeiten  direkt 
gleich  ist  dem  Verhältnis  der  Translationsgeschwindig- 
keiten. 

3.  Für  das  Büschel  der  Plückerschen  Konoide  6«  ist  im 
weiteren: 

d  +  a  =  2dj  also  cotgacotgd  ■—  1  =  cotg2d  (cotgd'  +  cotg«). 
Daraus  folgt  die  Gleichung: 

(92)  o  cos  (2ß  +  2d)  +  vcos  (2/S  -  2d)  -  cos2«  (1  +  vo)  «  o. 

Für  alle  aus  dem  Plückerschen  Konoid  Oa  abgeleiteten 
Axoide  besteht  zwischen  dem  Verhältnis  der  Winkel-  und 
Translationsgeschwindigkeiten  die  obige  bilineare  Relation. 

Setzt  man  speziell  ß  +  -ö"  =  -s-,  so  wird  A  =  —  a  cotg  2  i  =  0 

und  die  Relation  (92)  wird 

(93)  ??i^5_=o. 

Für  alle  aus  dem  speziellen  Plückerschen  Konoid  6o  ab- 
geleiteten Axoide  verhalten  sich  bei  schiefen  Axen  die  Winkel- 
geschwindigkeiten direkt  wie  die  Translationsgeschwindig- 
keiten. 

Nehmen  wir  überdies  an,  die  Axen  stehen  aufeinander  recht- 
winkligy  so  wird  das  Plückersche  Konoid  6o  zugleich  eine  harmonische 
Axenfläche,  d.  h.: 

Bei  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Axen  ist  die  har- 
monische Axenfläche  die  einzige  Fläche  6,  aus  welcher  nur 
solche  Axoide  hervorgehen^  welche  die  Linie  u  »  0  zur  Strik- 
tionslinie haben  und  für  welche  die  Gleichung 

^_  ?Ls=  0 

besteht 

4.  Für  die  Axenfläche  aller  developpablen  Schraubenflächen  ist 

<^  — a==0,  also  tg^  — tga  =  0. 
Dies  führt  auf  die  Gleichung: 

^•^-^(^  +  ^)  +  l  =  ^' 
ih: 

Bei  schiefwinkligen  Axen  führt  die  Axenfläche  aller 
dereloppablen     Schraubenflächen    auf    solche    Axoide^     für 


174  t^er  Rollknrven  und  Bollflächen. 

welche    die    bilineare   Beziehung    mit    yertanschbarem   Ent- 
sprechen 

(94)  !!^?L_^(«i+M+i_0 

besteht. 

Werden  insbesondere  die  Axen  zu  einander  rechtwinklige  so  redo- 
ziert sich  die  Gleichung  (94)  auf  die  einfachere: 

Ist  umgekehrt  diese  Gleichung  gegeben,  so  fährt  sie  bei  schief- 
winkligen Axen  auf  eine  Axenfiäche  0,  welche  durch  die  Gleichung 

F(a,  d)  =  sin  (a  -  «•)  +  cos  2/Ssin  {a  +  d)  ^  0 
definiert  ist.     Sind  also  insbesondere  die  Axen  zu  einander  normal,  so 
wird  diese  Gleichung: 

^  -  a  -  0, 
d.  h.: 

Bei  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Axen  ist  die  Axen- 
fiäche aller  developpablen  Schraubenflächen  die  einzige 
Fläche  Gy  welche  für  jedes  Paar  entsprechender  Rollkegel 
auf  solche  Axoide  führt,  bei  welchen  das  Verhältnis  der 
Winkelgeschwindigkeiten  entgegengesetzt  gleich  ist  dem 
Verhältnis  der  Translationsgeschwindigkeiten. 

8  6.     Axoide  für  besondere  Bewegungen. 

Wir  wenden  uns  zum  Schlüsse  noch  yier  speziellen  Fällen  zo, 
welche  sich  teils  auf  Spezialisierung  der  Axoide,  teils  auf  die  Be- 
schränkung ihrer  Bewegung  beziehen. 

I.  Fall.     Sämtliche  Flächen  S^  enthalten  den  Punkt  Og. 

Beschranken  wir  uns  auch  hier  auf  die  aufeinander  abwickelbaren 
Axoide,  so  ist: 

r^  =  2a,  rj  =  0,  ^  =  /S,  ö-,  =  2/S,  -^^  =  0 
also 


(95) 


d.  h.: 


7  o         L    iio     1  2a     sin  (a  —  Ö) 

A,  =  —  2a  cotg2Ä:  Ju  = ~-—x  ;— 7— 7-3^  ^  —  Q 

1  "^     r)     1  g^n  2ß  8in  {«  +  /?)  ^ 

t\  =  -  2acotg2/S .  ©i;  r,  =  -  ^^Of 


^=  cos  2/3. 


^f 


Sämtliche    Schraubenflächenpaare   S,S^    bilden    demnach 
eine  einfache  Mannigfaltigkeit;  alle  Flächen  S|  berühren  sieb 
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nach  der  nämlichen  Schraubenlinie  u^O^  welche  o^  zur  Axe 
hat  und  die  Axe  o,  in  0,  berührt» 

Die  Flachen  S,  bilden  jetzt  ein  System  geschlossener  scharf- 
äugiger Regelschraubenflächen  mit  o,  als  gemeinsamer  Axe^  welche 
fortgesetzt  auf  der  Schraubenlinie  u  =  0  roUt,  wie  man  direkt  aus  dem 
Werte  Ton  t?j  ersehen  kann. 

Die  Axenfläche  Q,  welche  dem  Strahlenbüschel  der  Linien  p  am 
Scheitel  0^  entspricht,  besteht  aus  der  Doppelebene  durch  o^,  welche 
za  0^  parallel  ist.  Demnach  liegt  für  jedes .  Axoid  R^  die  Linie  u  =  0 
auf  dem  Rotationscylinder  Tom  Radius  2  a,  Li  Fig.  8,  Taf.  lY  sind 
die  Axen  parallel  zur  Aufrissebene  angenommen,  wobei  der  Axenwinkel 
2ß^  —  60^  gewählt  ist.  Die  Darstellung  zeigt  die  Aufrisse  zweier 
Flächen  S^  und  S^,  wobei  S^  eine  offene,  S,  eine  geschlossene 
schar^ngige  Regelschraubenfläche  ist.  Beide  Axoide  sind  aufeinander 
abwickelbar,  sie  vollenden  gleichzeitig  eine  volle  Umdrehung,  wobei 
entsprechende,  d.  h.  mit  gleichen  Ziffern  bezeichnete  Geraden  zur 
Deckung  kommen.  Die  graphische  Darstellung  der  Grössen  r^,  r^, 
a^  «29  '^19  ^i  mittelst  der  Linie  p  zeigt  Fig.  8a. 

Sind  die  Richtungskegel,  d.  h.  a^  und  a^  als  bekannte  Funktionen 
von  9j  resp.  q)^  gegeben,  so  erhält  man  aus  (95)  als  die  Gleichungen 
entsprechender  Axoide: 


'j  =  cos  «j  w  —  I  J 


Xj  =  cos a^u  —  2a  cotg 2ß 'q>i  a;,  =  cos «j w  —  I  J dq)^ . 

0 

yi  =  sin Oj cos q>^u  —  2a sin q>^  y,  ==  sin o, cos  q>^ u, 

j?i  =  sin  <4  sin  ^i  u  +  2a  cos  (p^  z^ »  sin  a,  sin  q>^  u. 

Stehen  insbesondere  die  Axen  o^  und  o^  zu  einander  rechtwinklig, 
80  dass  2  ^  —  Y  wird,  so  ist 

Ai  =  0,  t;i  =  0,  Ai=  —  2a  — ,  «,  =  —  2am^, 


CO, 


Somit  geht  das  System  der  Schraubenflächen  Sj  über  in  ein  Büschel 
von  Rotationshyperboloiden,  welche  sich  sämtlich  im  Kehlkreis  r^ »  2a 
berühren.  Je  nachdem  das  Verhältnis  der  Winkelgeschwindigkeiten 
positiv  oder  negativ  ist,  tritt  die  eine  oder  die  andere  Regelschar  der 
Hyperboloide  Sj  mit  S,  in  Berührung. 

IL  FalL  Das  Axoid  R^  soll  eine  reine  Drehuiig  um  seine 
Axe  ausführen. 

Es  ist  also  ^1  =  Y,  ^j  =  0,  «i  =  0. 

Die  Scbraubenflächen  Sj  gehen  über  in  Rotationshyperboloide;  im 
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ganzen  existiert  eine  zweifache  Mannigfaltigkeit  von  Flachenpaaren 
SjSg.  Dieselbe  reduziert  sich  auf  eine  einfache,  sobald  die  Bedingung 
des  reinen  Rollens: 

^1  -ö-, -  2ft  d.  h.  d  =  y  -  /S 
dazu  tritt     Die  Parametergleichung  nimmt  jetzt  die  Form  an: 

welche  aussagt,  dass  der  Eehlkreis  des  Hyperboloides  S^  auf  der  Strik- 
tionslinie  der  Schraubenfläche  Sg  roUt,  so  dass  diese  Striktionslinien  alle 

denselben  Steigungswinkel  —  —  2ß  erhalten. 

Setzt  man  in  die  Gleichungen  (64)  die  Werte 

ein,  so  erhält  man  die  Gleichungen  entsprechender  Axoide. 

Die  Axenfläche  6  entsteht  aus  einem  Büschel  von  Linien  p,  dessen 
Scheitel  der  Diametralpunkt  P,  des  Punktes  0^  auf  dem  Eonstraktions- 
kreise K  ist.  Da  sich  die  Normalebene  zur  Axe  o^  durch  die  Axe  0^0^ 
aussondert,  so  bleibt  als  Ort  aller  Erzeugenden  g  eine  Begelfläche 
zweiten  Grades,  die  wir  am  einfachsten  auf  das  Koordinatensystem  an 
0,  beziehen.  Aus  dem  Werte  von  r,  folgt  dann  unmittelbar  ihre 
Gleichung 

(^'^)  ^8  =  t^2?  ^^ 

d.  h.: 

Die  Axenfläche  6  ist  dasjenige  gleichseitige  hyperbolische 
Paraboloid,  welches  0,  zum  Mittelpunkt,  die  Axe  o^  und  die 
Zentrale  0^0^  zu  geradlinigen  Striktionslinien  hat  und  über- 
dies durch  die  Axe  o^  hindurchgeht 

Stehen  insbesondere  die  Axen  aufeinander  rechtwinklig,  so  ist: 
2^  =  ^,  fr  =  ,5  =  |,  r,=  2a,  r,  =  0,  Ä,  =  0,  Ä,=  -  2a^, 

es  tritt  also  die  unter  Fall  I  zuletzt  betrachtete  Besonderheit  ein. 
III.  Fall.    Beide  Axoide  sollen  reine  Drehungen  ausführen. 
Es  ist  demnach  zu  setzen: 

/ij  =  Ä,  =  0,  -^1  =  1%  ==  |-,  Vj  ==  v,  =  0. 
Die  Bedingung  für  reines  Rollen,  nämlich: 
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ist  also  nur  dann  möglich,  falls  2/3  =  0,  d.  h.  wenn  die  Axen  parallel 
and  die  Axoide  Gylinderflächen  sind.  In  der  That  ergiebt  die  Formel  (16) 
f&r  die  relative  Oleitgeschwindigkeit: 

(98)  F=  —  2a  sin  Oj  cd^l  =  —  2a  sin  a^(o^y 

welche  niemals  verschwinden  kann,  denn  für  a^ »  0  ist  o^  anendlich 
gross,  mid  fOr  o,  =  0  wird  o,  unendlich  grofs. 

Im  Falle  reiner  Drehungen  beider  Axoide  kann  demnach 
die  Oleitgeschwindigkeit  nicht  beseitigt  werden. 

Die  samtlichen  Linien  p  der  Fig.  3,  Taf.  II  gehen  durch  den 
Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  O^P^  und  O^P^,  d.  h.  sie  erfüllen 
ein  Büschel  zur  Zentrale  0^02  normaler  Geraden.  Die  Axenfläche 
ist  somit  die  Fläche  60  • 

Bei  reinen  Drehungen  beider  Axoide  giebt  es  demnach 
eine  einfache  Mannigfaltigkeit  von  Rotationshyperboloiden, 
deren  gemeinschaftliche  Berührungserzeugenden  das  durch 
die  Axen  o^  und  o,  bestimmte  Plückersche  Konoid  O«  er- 
füllen, i) 

Sind  also  die  Richtungskegel  gegeben  und  setzt  man: 

2a  .  2a  . 

r.  =   .   ^  ^  costtj  sin  «,,  r«=*=  ^— ir^cosÄsma,, 

*       8m2^  *  173t       Bin  2^        ^        ^' 

80  stellen  nach  (42): 

2:1  s=  cos  a^  u  2^  =  cos  Oj  u 

jfi  =  sin  «1  cos  9i  w  —  r^  sin  (p^  y,  ==  sin  o,  cos  ^p^u  —  r^  sin  y, 

^1 »  sin  Oj  sin  9]^  u  +  r^  cos  (p^  z^  ^  ^^^  ^s  ^^^  9>9  ^  +  ^s  cos  92 

die  Oleichungen  zweier  entsprechender  Axoide  dar. 
Aus  der  Parametergleichung 

r.cotga^-rjcotgoj^o  folgt  9  =  «™"!?. 

^  "  ""  Sil?  ^*  ^"'  ^^^  ^*  ^^*^  «1  =  -  g^  (cos  2«  -  cos  2/3). 

Somit  ist 

^  —  gr  =  2a  cotg  2/S  =  konst. 

Soll  also  die  Linie  u  =  0  Striktionslinie  der  Axoide  werden ,  so  muss 

^-5  =  0,  also  2/S  =  I 
sein,  d.  h.: 


1)  Vergl. :  F.  Schilling:  über  Hjperboloiden-Reibungsräder.   Diese  Zei tacbrift 
42.  Jahrgang,  S.  37. 

Z«itedinn  f.  Mathematik  u.  Physik.  MS.  Band.  1901.   1.  u.  2.  Heft.  12 
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Bei  rechtwinkeligen  Axen  o^  und  o^y  und  nur  für  solche,  sind 
die  durch  0^  und  0,  gelegten  zu  den  Axen  normalen  Quer- 
schnitte die  Striktionslinien  aller  Axoide^  die  aus  der  Axen- 
fläche  Oq  hervorgehen. 

In  diesem  Falle  berühren  sich  zwei  entsprechende  Hyperboloide 
nach  beiden  Erzeugenden  g  und  g'  der  Axenfläche.  Eine  BerQhrong 
der  Axoide  von  innen  kann  also  niemals  eintreten.     Da  aber  jetzt 

J^  =  -cotgai 

ist,  so  findet  trotzdem  sowohl  Rotation  in  gleichem,  wie  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  statt,  je  nachdem  g  dem  einen  oder  anderen  Mantel 
von  ßo  angehört. 

Die  Gesamtheit  der  in  Betracht  kommenden  Begelscharen  aller 
Hyperboloide  von  der  Axe  o^  bildet   eine  bestimmte  Linienkongnienz. 

Jedes  Axoid  R^  ist  daher  geometrisch  erklärt  als  die  Ge- 
samtheit aller  Linien  dieser  Kongruenz,  welche  seinen  ge- 
gebenen unendlich  fernen  Querschnitt  treffen. 

Dieser  Erzeugung  kann  sofort  eine  kinematische  gegenüber- 
gestellt werden:  Dreht  sich  nämlich  die  Axenfläche  Qq  einmal  um  die 
Axe  Oj,  so  giebt  es  in  jeder  Lage  der  Axenfläche  eine  Erzeugende  g 
derselben,  welche  den  unendlich  fernen  Querschnitt  trifft. 

Während  sich  also  die  Axenfläche  mit  der  Geschwindig- 
keit cDi  um  0^  dreht,  bewegt  sich  die  Erzeugende  längs  der 
Doppellinie  mit  der  Geschwindigkeit 

(99)  Wir  =  -g'cc['(0^ 

über  die  Axenfläche  hin  und  beschreibt  im  ruhenden  Räume 
das  Axoid  R^. 

Was  endlich  die  graphische  Darstellung  der  Axoide  anbetrifft^ 
80  gestaltet  sich  diese  im  Falle  reiner  Drehungen  sehr  einfach. 

Ist  nämlich  E^  der  gegebene  Richtungskegel,  so  denken  wir  uns 
denselben  um  die  Axe  o^  aus  seiner  festen  Anfangslage  in  positivem 
Sinne  um  einen  rechten  Winkel  gedreht.  Durch  irgend  eine  Er- 
zeugende g^  des  Kegels  und  die  Axe  o^  legen  wir  die  Meridianebene 
M,  welche  mit  der  Axe  g^  den  Winkel  tp^  einschliessen  möge.  In 
der  Ebene  M  denken  wir  jetzt  den  Konstruktionskreis  K  so  angebracht, 
dass  er  durch  den  Punkt  0^  geht  und  dass  sein  Mittelpunkt  M^^  auf 
einer  durch  0^  gehenden  Geraden  liegt,  welche  mit  der  Axe  o^  den 
Axenwinkel  2/3  einschliesst. 

Die  Erzeugende  g^  des  Kegels  K^  trifft  den  Kreis  K  in  einem 
Punkte   G^*   projiziert  man   diesen   Punkt   auf  die   durch    0^  gehende 
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Normalebene  Nj  zu  o^y  so  erhält  man  den  Endpunkt  G  des  zum  Winkel 
9j  gehörigen  Radiusvektors  r^.  Vollzieht  nun  die  Meridianebene  H  eine 
ToUe  Umdrehung^  so  durchläuft  g^  den  Kegel  E^,  der  Kreis  K  aber  be- 
schreibt eine  gewisse  Bingfläche  J|. 

Die  Orthogonalprojektion  der  Durchdringungskurye  des 
Kegels  JTj  mit  der  Bingfläche  J^  auf  die  Ebene  N^  ist  somit 
der  Ort  aller  Punkte  G,  d.  h.  die  Linie  u  =  0  des  Axoides  R^. 

Um  das  Axoid  R^  selbst  zu  erhalten,  drehen  wir  den  Kegel  E^  in 

seine  Anfangslage  zurück,  und  ziehen  sodann  durch  die  Punkte  G  der 

•  Linie  u^O  die  Parallelen  g  zu  den   entsprechenden  Erzeugenden  g^ 

des  Kegels,   so   erfüllen   diese   das  Axoid  R^.     Analoges  gilt  fär  die 

Darstellung  des  entsprechenden  Axoides  R^. 

Die  Figur  9  der  Tafel  IV  zeigt  die  AusfCLhrung  in  orthogonaler 
ParaQelprojektion  für  den  Fall,  dass  die  Bichtungskegel  E^  kongruente 
Kegel  zweiten  Grades  sind,  welche  sich  um  homologe  Fokalstrahlen  o^ 
und  a^  drehen  und  für  den  Axenwinkel  2/3  =  60*^.  Die  Linie  u  =  0 
der  beiden  kongruenten  Axoide  sind  algebraische  Kurven  vierter 
Ordnung,  die  beiden  Axoide  selbst  algebraische  und  congruente  Regel- 
flächen. Zur  leichten  Vorstellbarkeit  derselben  sind  die  Axoide  durch 
zwei  zur  Linie  u  ===  0  äquidistante  Parallelschnitte  Qi  und  Q^  begrenzt 
worden.  Infolge  dieser  Begrenzung  erhalten  die  einzelnen  Erzeugenden 
ungleiche  Länge;  die  mit  gleichen  Ziffern  bezeichneten  Erzeugenden 
beider  Axoide  gelangen  einmal  zur  Deckung;  der  Deutlichkeit  halber 
ist  der  Aufriss  des  zweiten  Axoides  weggelassen  und  die  Bestimmung 
des  Radiusvectors  r^  nur  für  eine  Linie  g  ausgeführt  worden. 

IV.Fall:  Sämtliche  Flächen  S  sind  developpable  Schrauben- 
flächen.    Da  in  diesem  Falle 

g  =  0,  ^j  —  ai==^2  —  «,==0 

ist,  so  sind  die  Gleichungen  (15)  identisch  erfüllt,  d.  h.  r^  und  r, 
sind  von  der  Bichtung  g  ganz  unabhängig  und  nur  an  die  Be- 
dingung (11)  gebunden.  Jede  beliebige  Oerade  g,  welche  0^0^  recht- 
winkelig trifft,  bestimmt  also  ein  Paar  sich  längs  g  berührender 
deTeloppabler  Schraubenflächen  S,  deren  Bückkehrkurven  die  durch  g 
als  Tangente  bestimmten  Schraubenlinien  sind,  welche  sich  im  Punkte 
G  berühren,  und  durch  welche  wir  gleichzeitig  die  beiden  Flächen  S 
Qseh  der  einen  Seite  hin  begrenzt  denken  wollen. 

Trotz  der  Berührung  der  Rückkehrkurven  in  G  rollen  beide 
Flächen  im  allgemeinen  mit  Gleiten;  deim  V  verschwindet  nur  dann, 
wenn  die  Bedingung  (26)  erfüllt  ist,  d.  h.  wenn  g  der  Axenfläche  (40) 
angehört. 

12* 
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Ist  irgendwie  eine  einfache  Mannigfaltigkeit  von  solchen  Flächen- 
paaren S  gegeben^  so  gehören  zu  jedem  Paar  von  Bollkegeln  zwei 
Axoide  R^  und  R^,  welche  aber  im  allgemeinen  nicht  developpabel  sind. 
Der  Parameter  Q  und  der  Zentralpunkt  u^  sind  nämlich  bestimmt  dorcli 
die  Werte: 

Q^-   .  ;^'^    ,,  =  (^  cos«  ® ;  Ui  =  -    .  ;^  '^2'  ->  -  V  8i^  2  0, 
^  am*  cfj  +  «i*       ^  '1  Bin*  a^  +  <*  2  ' 

wo  ^  wieder  der  "Parameter  der  durch  die  Mannig£Edtigkeit  bestimmten 
Axenfläche  ist.    Nach  Gleichung  (66)  wird  aber  mit 

j  =  0,  M  =  0  auch  F=  0,  sobald  g  =^0  ist;  d.  h.: 

Sämtliche  Axoide  der  betrachteten  Art  haben  im  allgemeinen 
die  geometrische  Eigentümlichkeit^  die  zugehörige  Windungs- 
fläche  H  nach  der  Linie  ü  =  0  zu  berühren. 

In  zwei  Fallen  werden  indessen  auch  die  Axoide  R  zu  Develop- 
pabeln.     Ist  nämlich: 

1)  «1  ==  konst.,  so  wird  Q  ^0^  u^  = ^-— . 


Bedeutet  also  q  eine  gegebene  Funktion  eines  Argumentes^  so 
können  infolge  der  Gleichung: 

sin  tfj  •  9)j  =  sin  o,  •  q)^ 

die  Projektionen  der  Linien  u  =  0  auf  die  Ebene  (tfz)  durch  die 
Gleichungen: 

rj  =  p  (sin  «1  •  9^i)  +  a;  r^^^  Q  (ßiB  ««•%)  —  « 

gegeben  werden.  Im  Räume  selbst  sind  dann  die  Linien  u^O  dadurch 
bestimmt,  dass  sie  auf  den  Windungsflächen  H  liegen,  welche  durch 
die  Beziehungen: 

(100)  ^^Äi^-ricotgoi;    ^  =Ä,  =  -  r,  cotg  o^ 

vollständig  definiert  sind. 

Die  beiden  Axoide  sind  jetzt  die  diesen  Windungsflächen 
längs  der  Linie  u  =  0  umschriebenen  Developpabeln,  deren 
Bückkehrkurve  eine  auf  ihrem  projizierenden  Cylinder  lie- 
gende Kurve  konstanter  Steigung  ist 

2)  Es  wird  femer  Ö  =  0,  wenn  fif  =  0,  also  r^  «=  konst.,  Wj  =  0  ist. 
Während  im  vorigen  Fall  die  Axenfläche  6  eine  durch  die  Zentrale 
0^0^  gehende  Ebene  war,  ist  sie  jetzt  eine  zu  ihr  normale  Ebene. 
Sind  r^  und  r^  gegeben  und  die  Richtungskegel  vorgeschrieben,  so 
sind  auf  diesen  die  Linien  u  =  0  bestimmt  durch  obige  Gleichungen 
(100).     Hierbei   tritt   der   Ausnahmefall   ein,   dass   das  Axoid   B  die 
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Windimgsfläche  nicht  im  eigentüchen  Sinne  berührt,  sondern  nur 
insofern  jetzt  die  auf  einem  Ereiscylinder  liegende  Linie 
u  =  0  die  Rückkehrkurye  des  Axoides  ist 

3)  Wir  erhalten  endlich  den  äussersten  Fall  der  Spezialisierung, 
wenn  wir  zu  den  vorigen  noch  die  weitere  Bedingung: 

r^  =  2a,  r j  =  0 

hmzonehmen.  Die  Azenfläche  ist  jetzt  die  durch  o^  gehende  Parallel- 
ebene zu  0^.  Die  Flächen  S,  gehen  über  in  ein  Büschel  konzentrischer 
Rotationskegel  mit  der  gemeinsamen  Spitze  in  0,  und  der  gemein- 
samen Axe  0^.  Figur  10  Tafel  lY  zeigt  ein  derartiges  Paar  von  Flächen 
S  in  Gfrond-  und  Aufriss  f&r  das  besondere  Verhältnis 

a>i  _  3 

80  dasB  die  mit  gleichen  Ziffern  bezeichneten  Erzeugenden  beider 
F^hen  einmal  zur  Deckung  gelangen. 

Jedes  aus  diesem  Flächensystem  S  abgeleitete  Axoid  R^  ist  develop- 
pabel  and  hat  die  Linie  u  =^0  zur  Rückkehrkurye;  jedes  Axoid  R^  ist 
mit  seinem  Richtungskegel  identisch.  Beide  Flächen  rollen  stets  mit 
Gleiten  und  zwar  ist  die  relative  Gleitgeschwindigkeit 

2a  (0| 


F=- 


am  Oj 


In  Zusammenfassung  des  Vorigen  erhalten  wir  demnach  folgendes 
fiesoltat: 

Zu  jeder  Dereloppabeln  R^,  deren  Rückkehrkurve  eine 
beliebige  durch  Oj  gehende  Linie  des  Kreiscylinders  r^  =  2o 
ist,  gehört  als  entsprechendes  Axoid  R^  diejenige  Kegelfläche 
von  der  Spitze  0,,  welche  mit  dem  Richtungskegel  der  Deve- 
loppabeln  R^  ein  Paar  entsprechender  Rollkegel  bildet. 
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über  den  Stoss  freier  FlüssigkeitsstraUen. 

Von  Diplom.  Ing.  Prof.  F.  Wittenbaüeb  in  Ghraz. 

Die  üntersuchnngen  über  den  Stoss  freier  FlüssigkeitsstraUen  auf 
schiefstehende  Platten  mit  unbegrenztem  oder  begrenztem  Abfluss  sind 
bis  heute  wenig  gediehen;  die  Litteratur  über  diesen  Gegenstand  ist 
geradezu  dürftig  zu  nennen,  die  mitgeteilten  Resultate  sind  dorchans 
nicht  übereinstimmend,  die  zu  Gfrunde  gelegten  Annahmen  oft  nicht 
stichhaltig. 

Die  Ergründung  der  Gesetze  des  Wasserstosses  ist  jedoch  ins- 
besondere vom  Standpunkte  der  technischen  Anwendungen  so  not- 
wendig, dass  es  sich  wohl  verlohnt,  eine  möglichst  allgemeine,  wenn 
auch  immer  noch  angenäherte  Untersuchung  vorzunehmen. 

Auf  die  Nichtübereinstimmung  mit  den  jetzt  gebrauchlichen  An- 
gaben soll  gelegentlich  hingewiesen  werden. 

I.  Stoss  auf  BOhief e  Platte  mit  unbehindertem  Abfluss. 

1.  Ein  runder  Flüssigkeitsstrahl  vom  Halbmesser  r  stosse  mit  der 
Geschwindigkeit  v  auf  eine  ebene  Platte,  welche  mit  der  Richtung  des 

Strahles  (Stoss  Axe)  den  Winkel  a  einschliesst 
(Fig.  1).  Es  stösst  also  in  der  Zeiteinheit  die 
Flüssigkeitsmenge 

Die  Flüssigkeit  sei  reibungslos  vorausgesetzt; 
auf  das  Eigengewicht  werde  keine  Rücksicht  ge- 
nommen. Nach  der  in  der  technischen  Hydraulik 
üblichen,  schon  von  Lagrange  benützten  An- 
nahme bildet  sich  an  der  Platte  ein  konoidischer 
Flüssigkeitskörper  aus,  an  dessen  glatter  Oberfläche  die  nachstromende 
Flüssigkeit  mit  unveränderter  Geschwindigkeit  v  abfliessi 

Es  soll  in  einer  besonderen  Arbeit  über  die  Form  dieses  konoi- 
dischen Körpers  gezeigt  werden,  wie  sich  die  strenge  Eirchhoff'sche 
Methode  der  Untersuchung  einer  Flüssigkeitsbewegung  zu  dieser  An- 
nahme eines  ruhenden  Zwischenkörpers  stellt.  Heute  ist  es  noch  nicht 
gut  möglich,  etwas  Besseres  an  dessen  Stelle  zu  setzen. 
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Wird  von  dem  Eigengewichte  abgesehen^  so  darf  angenommen 
werden,  dass  bei  normalem  Stosse  {u  ^  90^)  die  Flüssigkeit  am  Konoide 
mit  einer  Starke  d  abfliesst,  die  für  gleiche  Ent-  Fig.  %. 

femongen  von  der  Stoss-Axe  dieselbe  ist  (Fig.  2). 
Auf  Grund  dieser  Annahme  wird  für  den  normalen 
StoBS  die  Oleichnng  entwickelt: 


9 


Qv, 


Flg.  8. 


worin  y  das  Einheitsgewicht  der  Flüssigkeit  ist 
und  g  =^9  '  81™  p.  s.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass 
die  Platte  hinreichend  gross  oder  der  sogenannte 
Randwinkel  =  90«  ist. 

Bei  schiefem  Stosse  (a  <  90«)  ist  die  Annahme,  dass  die  Flüssig- 
keit am  Konoide  in  gleicher  Stärke  abfliesst,  hinfällig.  Hier  ist  die 
Starke  d  der  Flüssigkeitsschicht  offenbar  eine  Fimktion  des  Winkels  fi 
(Fig.  3),  den  der  abfliessende  Flüssigkeitsfaden  mit  der  Stossrichtung 
bildet  und  überdies  eine  Funktion 
der  Plattenstellung  a. 

Die  Annahme  einer  unbegrenzt 
grossen  Platte  (Randwinkel  =  90«) 
und  des  allseits  unbehinderten  Ab- 
flusses soll  Yorläufig  noch  bei- 
behalten werden. 

Fig.  3  zeigt  den  zur  Strömung 
normalen  Querschnitt  der  abströ- 
menden Flüssigkeit  längs  eines  in 
der  Platte  liegenden  Kreises,  dessen 
Hittelpunkt  0  im  Schnitte  der 
Stossaxe  mit  der  Platte  liegt.  Der  Halbmesser  p  dieses  Kreises  ist 
beliebig,  soll  aber  gross  gegen  r  vorausgesetzt  werden.  Da  die 
Flüssigkeit  nach  allen  Richtimgen  der  Platte  abfliesst,  wenn  auch  in 
Terschiedener  Mächtigkeit,  so  darf  angenommen  werden,  dass  die  ein- 
zelnen Fäden  in  der  Richtung  der  Radien  des  Kreises  p  abäiessen. 
Für  die  änssersten  Grenzfäden  (9  =  0  mit  der  Stärke  d^,  9  =  ;r  mit 
der  Stärke  *,)  ist  diese  Voraussetzung  richtig;  für  die  übrigen  ist  sie 
wahrscheinlich;  ein  etwaiges  geringes  Abweichen  des  abfliessenden 
Fadens  von  der  Richtung  des  Halbmessers  q  würde  unsere  Resultate 
nur  wenig  beeinflussen. 

Die  Lage  des  abfliessenden  Fadens  soll  demnach  durch  den  Winkel  g) 
*°8When  werden,  welchen  er  mit  der  Neigungslinie  der  Platte  bildet. 
Es  ist 
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COS  (i  =  COS  a  •  COS  9. 

Wir  zählen  (p  von  0  bis  tc  und  von  0  bis  —  sr.  Die  Störke  d  des  ab- 
fliessenden  Flüssigkeitsfadens  wird  allgemein  eine  Funktion  von  q,  ft 
und  a  sein. 

2.  Der  schiefe  Stoss  des  Flüssigkeitsstrahles  kann  wohl  am  besten 
aus  Betrachtungen  über  die  Schwerpunktsbewegung  abgeleitet  werden. 
Nennen  wir  dM  die  im  Zeitelemente  dt  zum  Stosse  kommende  Flüssig- 
keitsmasse, so  ist 


dM^^'Fv'dt^'^Qdt 
9  9^ 


1) 


Dieselbe  Masse   strömt  in   derselben  Zeit  durch   den  oben  erwähnten 
Flüssigkeitsquerschnitt  längs  des  Kreises  p  und  bildet  dort  einen  Ring 

(Fig.  4)  von  der  Dicke  dg  ^  v  dt  und  der  ver- 
änderlichen Höhe  6'^  es  ist  also  auch 


Flg.  4. 


dM^2^vdtfdQ'dq>, 


woraus  mit  Benützung  von  Gleichung  1) 

n 

0 
A  -=  dp  =-=  JP  (^,  a)  .     .    . 


worm 


2) 


3) 


Fig.  5. 


nur  mehr  eine  Funktion  von  (i  und  a  ist.  Der  Schwerpunkt  s  dieses 
Ringes  liegt  über  0  in  der  Neigungslinie  der  Platte;  seine  Geschwindig- 
keit sei  Vg,  Beachtet  man  nun,  dass  die  Masse  dieses  Ringes  eine  ge- 
wisse Zeit  vorher  einen  TeU  dM  des  ausfliessenden  Strahles  gebildet 

hatte  (Fig.  5)  mit  durchaus   gleicher  Ge- 
schwindigkeit V,  so  kann  nach  einem  bei 
stationären  Bewegungen  üblichen  Voigange 
die  Erscheinung  auch  so  aufgefasst  werden^ 
wie  wenn  im  Zeitelemente  dt  das  Massen- 
element dM  aus  seiner  Lage  im  ausfliessen- 
den Strahle  in  jene  des  Ringes  übergq^- 
gen    wäre^    während    die    zwischen    diesen 
Lagen    befindlichen    Flüssigkeitskörper   in 
Ruhe  geblieben  wären. 
Nennt  man  P  den  in  der  Richtung  der  Strömung  auf  die  Platte  aus- 
geübten Druck,  so  ist  nach  dem  Satze  vom  Antrieb,  auf  die  Schwer- 
punktsbewegung des  Massenelementes  dM  angewendet, 

dM  (v  —  V,  cos  «)  =  P  •  d^ 
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oder  P  =  -^—  (v  —  v,  cos  a)  ^~Q  (v  —  v^  cos  a)  ....     4) 

Beachtet  man  ferner^  dass  in  der  Richtung  der  Platte  gar  keine  Kraft  auf 
die  strömende  Flüssigkeit  ausgeübt  wird^  so  muss  nach  dem  Prinzipe 
der  Bewegung  des  Schwerpunktes 

dM  (v,  —  V  cos  a)  =  0     .     .     .     .     .     .     .     5) 

oder  V,  =  V  cos  a 6) 

sein,  woraus  Gleichung  4)  übergeht  in 

P^^Qvsm^a 7) 

g  ^  ^ 

Diese  Gleichung  für  den  Parallelstoss  auf  eine  schiefe  ebene  Platte 
stimmt  mit  den  Angaben  von  Grashof^  Rühlmann  und  Scheffler  überein. 
HiDgegen  findet  Weisbach  auf  Grund  einer  ganz  willkürlichen  Über- 
legung 

g  ^      1  +  ßm*a' 

weiche  Angabe  auch  in  die  ^^ütte^'  übergegangen  ist.  Andere  An- 
gaben sind: 

Duchemin  P  =  —  ö  v  .  -—. — .  -"— , 

g  ^        l-f  Bin*«' 

Broch  P=  ^  ö  V  •  tg  a  (I  -  «). 

3.  Der  Normalstoss  auf  die  Platte  kann  ebenfalls  direkt  aus  der 
Schwerpunktsbewegung  entnommen  werden.  Benützt  man  den  Satz  vom 
Antriebe  fOr  eine  Richtung,  die  zur  Platte  senkrecht  steht,  so  ist 

dM  {v  sin  a  —  v,  •  cos  90®)  =^  N  -  dt, 
woraus 

N^^^QvBina 8) 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  den  Angaben  von  Grashof,  Rühlmann  und 
Resal  überein. 

4.  Die  Lage  des  Schwerpunktes  8  des  Ringes,  oder  seine  Ent- 
fernung ri  von  0  hängt  von  der  veränderlichen  Stärke  d  des  Ringes 
ab  mid  zwar  ist 


ri '  dM  =^  ^  I  Q  cos  9>  dm. 


0 

worin  das  Massenelement  des  Ringes 

dm  ^  —Ad(p  '  V  dt 9) 

aUo  nach  1) 
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und 


n 

F '  71  ^2q  j  A  COS  (p    d<p 

0 

n 

Fv,  =  l^-^  =2v/aco8  qp-  d<p, 

0 

woraus  nach  Vergleich  mit  6) 

-F  cos  a  =  2  r  A  cos  g)  •  d(p 10) 

0 

5.  Der  Parallelstoss  eines  freien  Flüssigkeitsstrahles  auf  eine  schiefe 
Platte  kann  noch  von  einem  anderen  Gesichtspunkte  betrachtet  werden, 
der  fQr  die  Ermittelung  der  Starke  d  der  abfliessenden  Flüssigkeits- 
faden von  Bedeutung  ist. 

Gauss  hat  bei  Aufstellung  seines  Prinzipes  des  kleinsten  Zwanges 
den  Zwang  eines  materiellen  Punktes  in  folgender  Weise  definiert:  Ist 
M  ein  bewegter  materieller  Punkt  von  der  Masse  dm,  N  seine  Lage 
nach  dem  Zeitelemente  dt  bei  freier  Bew^ung,  Q  seine  Lage  nach  der- 
selben Zeit  bei  gezwungener  Bewegung^  so  ist 

dm    NQ* 

der  Zwang,  der  auf  die  Bew^^ng  des  Punkt<es  ausgeübt  wurde. 

Li  ähnlic-her  Weise  mag  hier  der  Zwang  definiert  werden,  den  ein 

Flüssigkeitsteilchen   dm   durch   die  ablenkende  Platte   erleidet.    Wäre 

Fi^.  6.  das  Massenteilchen  in  M  &«i,  so  würde  es 

iim ^ in  der  Zeiteinheit  nach  JV  gelangen,  wenii 

-^•^    MX^  V  ist;  durch  die  Platte  wird  die  Be 
wegung  um  den  Winkel  ft  abgelenkt  (Fig.  6\ 
(^  imd  das  Massenteilchen  gelangt  in  der  Zeit- 

oiuhtnt  nach  Q,  wobt^i  eWnfalls  JIQ  =  v  ist    Der  Zwang,  der  auf  das 
Tnlohen  dm  ausruht  wurde,  kann  gemessen  werden  durch 

dm  •  XQ  =  dm  •  f* 
ihW»  da 

f -:?AfA    sin  ■  «  irsin^, 

dun^h 

:idm    r*  ,  l  —  cos  M^^ 

und  naoh  iiKnohmv^  i^^ 

S\\wul  45^1  d^r  /.wmivr  dtx:^  Miiswrtxeilchens  in  der  Zeiteinheit 

9 
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and  der  Gesamizwang  der  strömenden  Flüssigkeit  in  der  Zeiteinheit 

n 

Z»  4  ^  V«  Al  -  COS  fi)  .  A  dq>. 

0 

Nun  ist 

cos  fA  »  cos  a  '  cos  9, 


also 


n  n 

Z  ^4  —  v^\    /  A  •  d(p  —  cos  a  I  A  -  cos  9?  •  dg) 


0  0 

und  da  nach  den  Gleichungen  2)  und  10) 

2)     .    .    .    F=2 1  A'dg)xmi  Faosa=^2 1  Acosg)  •  dg)    .     .     .  10) 

0  0 

so  folgt 


y 
9 

und  durch  Vergleich  mit  7) 


Z=  2^  Fv»  sin»  «  =  2^  Ü  v»  sin»  a 
9  9^ 


Z^2Pv 11) 

Nach  dieser  Auffassung  ist  der  Zwang  eine  Arbeit  in  der  Zeiteinheit, 
eine  Leistung. 

6.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  Bestimmung  der  Starke  der 
abfliessenden  Wasserfaden,  oder  da  wir 

gefunden  haben,  die  Bestimmung  der  Funktion 

A-J'Cfi,«) 3) 

Diese  Funktion  muss  derart  ermittelt  werden,  dass  sie  auch  die  Grenz- 
faHe  a  ==  90®  und  a  ==  0  einschliesst. 

Zunächst  muss  A  den  obenstehenden  Gleichungen  2)  und  10) 
genügen.  Überdies  hat  A  folgende  aus  der  Natur  des  Gegenstandes 
zu  entnehmende  Bedingungen  zu  erfüllen: 

1.  für  a  =  90®  muss  A  ^  ^  werden;  denn  bei  normalem  Stosse  ist 

d  konstant  und  Gleichung  2)  geht  in  r»  ;r  =  2^  A  über; 

2.  eine  Veränderung  von  a  m  —  a  darf  A  nicht  verändern; 

3.  eine  gleichzeitige  Veränderung  von  a  in  ;r  —  a  und  von  9  in 
X  —  q>  darf  A  nicht  ändern; 

4.  -j-  muss  Null  sein  für  9  =  0  und  9  =  sr,  da  im  Gegenfalle  die 

Flüssigkeit  nach  beiden  Seiten  der  Neigungslinie  der  Platte  mit 
scharfer  Kante  abfliessen  müsste; 
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5)  für  a  =  0  muss  A  =  0  sein  für  jeden  Wert  von  9,  der  von  0 
verschieden  ist; 

6)  für  a  ==^  0  und  9  =  0  muss  A  =  00  sein;  dann  fliesst  nämlich 
die  ganze  Flüssigkeit  in  der  Richtung  der  Neigungslinie  ab 
und  es  ist:  A  *  d(p  =  F, 

Trotz   dieser  vielen  Bedingungen   giebt  es   sehr  viele  Funktionen, 
welche  für  A  gewählt  werden  können.   Um  diese  Willkür  möglichst  ans- 

zuschliessen^  soll  der  früher  besprochene, 
auf  die  stossende  Flüssigkeit  ausgeübte 
Zwang  naher  untersucht  werden. 

Dieser  Zwang  lässt  sich  vorteilhaft 
in  folgender  Weise  darstellen.  Wählt  man 
als  Halbmesser  q  des  Flüssigkeitsringes 
die  Geschwindigkeit  v,  so  ist  wie  früher 
der  auf  die  Zeiteinheit  bezogene  Zwang 

eines  Massenteilchens  dZ  =  -jj  -  e',  worin 

(Fig.  7)   wieder  NQ  =  e  ist.     Projiziert   man  N  orthogonal  auf  die 
Neigungslinie  der  Platte  nach  P,  so  ist 


Jjre^ 


2 


und 


e'  =  NF'+  PQ 


ii 


2 


dZ^~'NP^  +^  .  PQ  =  dZ,  +  dZ,. 


Der  erste  Teil  dZ^  stellt  den  Zwang  des  Massenteilchens  normal  zur 
Platte,  der  zweite  Teil  dZ^  jenen  in  der  Richtung  der  Platte,  hervor- 
gerufen durch  den  Widerstand  des  Konoides,  dar.  Ebenso  kann  der 
Gesamtzwang  aller  Massenteilchen  dargestellt  werden  durch  Z^  Z^  -f  Z,, 
worin 

den  Zwang  normal  zur  Platte, 


'2 


den  Zwang  in  Richtung  der  Platte  darstellt.     Da  NP  =  v  •  sin  a  für 
alle  Massenteilchen  dieselbe  Grösse  besitzt,  so  ist 

dM 


Z^'^NF^f^^v' Bin' a 


dt 


und  da  nach  Gleichung  1)    dM  =^  —  Q  -  dt 

1        g  ^ 

und  somit  nach  Gleichung  7)    Z^  ^  Pv. 
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Ferner  ist  nach  Gleichung  11)  Z=  2Pv, 


somit  ist 


Z 


7.  Während  der  Normalzwang 

dtn     ^T  -rä       dm 


v'  sin*  a 


sich  nur  mit  dem  Massenteilchen  selbst  ändert,  ist  der  in  Richtung  der 
Platte  ausgeübte  Zwang 

anch  Ton  der  veränderlichen  Entfernung  PQ  abhängig.  Es  soll  nun 
die  (übrigens  sehr  wahrscheinliche)  Hypothese  eingeführt  werden,  dass 
die  Flüssigkeit  sich  auf  der  Platte  derart  verteilt,  dass  der  Zwang  in 
der  Richtung  der  Platte  nach  allen  Seiten  gleiche  Grösse  hat.  Dann 
müsste  dZ^  von  der  Stellung  des  Massenteilchens  d.  h.  vom  Winkel  <p 
TöUig  unabhängig  sein.    Nun  ist  nach  Gleichung  9) 

dm       y 


dt 


=  —  V  Adw. 
9  ^' 


Fig.  8. 


femer  aus  Fig.  8 : 

T^  =  WQ^  +  mT  -  2WQ  .  MP .  cos  9> 
und  da         MQ  =  v,  MP  =  v  cos  « 

PQ  =  V*  (1  +  cos*  a  —  2cos  a  cos  9)). 
Es  wäre  also 

dZj  =  —  v'  A  (1  +  cos*  a  —  2  cos  a  cos  9)  •  d(p 

und  es  müsste  somit 

A(l  +  COS*  a  —  2  cos  a  cos  9)  =  A(l  +  cos*a  —  2  cos  \i) 

Ton  9>   unabhängig    sein.     Vergleicht    man    damit 
Gleichung  3),  so  folgt 

A  =  2^  (tt,  a)  =  -T—i i r , 

worin  h  nur  mehr  eine  Funktion  von  a  ist,  welche  den  oben  an- 
gefahrten Bedingungen  zu  entsprechen  hätte. 

Um  diese  Funktion  zu  ermitteln,  benütze  man  eine  der  Gleichungen 
2)  oder  10);  beide  müssten,  falls  oben  benützte  Hypothese  gleichen 
Zwanges  richtig  ist,  für  Tc  denselben  Ausdruck  liefern. 

Gleichung  2)  geht  über  in: 


dfp 


k 


+  CO8*  a  —  2  C08  u  COP  qp         1  +  CDS 


•«y  1- 


d(p 


mco6  9 
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worin  2  cos  a 


1  +  C0ß*a' 

Nun  ist 


und 


/dtp  2  ^        fi  +  iw.         q>] 

1  — co8^-7r^^i"-<^t^gl7r^=^.**^«2l 


n 


dtp  n  1  +  cos*  a 


also 


und 


1  —  m  cos  qp       yi  m«  sin'  a 

0  '^ 


F       r^n         kn 


t «     j 


sin'  cc 


r* 
i  =  —  sin*  a. 


Gleichung  10)  geht  über  in: 


F 
-cos 


/\               1                  k           r  cos  op  dop 
A  cos  op  dop  «=  :p-i =—    1  :i — ^— . 
^     ^        1  +  cos'  a  y  1  —  m  cos  tp 


Nun  ist 


und 


/*  cos  qp  d<p     ^  _L  ^   /* 

.y  1  —  I»  cos  tp  m       ffiy  1  — 


mcos  9> 


also 


/cosydy     ^  ^  f        1 1 1  _       cos  g  (1  -f  cos»  a) 
1  —  m  cos  q?       w  Lyi  _-  w«  J  —  5r  sint^  > 


2^  r*  3r  fc  «  cos  a 

-  COS  a  =  -TT-  COS  a  = 


2  2  sin«  a 

und  für  i  folgt  wieder  der  Wert: 


r' 

—  •  sin'  a. 


2 
Man  erhält  also  für  A  folgende  Beziehung: 

y.  r*  sin'« 

2      1  +  cos*  a  —  2  cos  u  cos  qp / 

Sie    entspricht    thatsächlich    den    sechs    in   Art.   6    au%estellten     Be- 
dingungen^ wie  man  sich  überzeugen  kann. 

Damit  ist  auch  die  Stärke  der  abfliessenden  Flüssigkeitsfäden: 

A        r*  sin*  a 


Q        2^1-^  cos'  a  —  2  cos  a  cos  tp 

an  jeder  Stelle  tp  und  für  jede  Neigung  a  der  Platte  bekannt. 

r* 
Für  a  =  90°  ist  d  ==  --  an  allen  Stellen  dasselbe.    Den  gleichen 

r* 
Wert  --  für  d  erhält  man  aber  auch,   wenn  man  a?  =  ±  a  setzt.      Es 
2p  '  ' 
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giebt  also  stets  zwei  Flüssigkeitsfäden,  welche  bei  geneigter  Platte  (a) 
dieselbe  Starke  beibehalten  wie  bei  normal  gerichteter  Platte  (a  =  90); 
sie  fliessen  zu  beiden  Seiten  der  Neigungslinie  der  Platte  unter  den 
Winkeln  a  gegen  dieselbe  ab. 


n.  Stoss  auf  Bohiefe  Platte  mit  behindertem  Abfluss. 

8.  Während  bisher  angenommen  wurde^  dass  der  auf  die  Platte 
stossende  Strahl  nach  allen  Seiten  der  Platte  frei  abfliessen  kann^  soll 
jetzt  eine  beliebige  Bewegung  des  Fig.  9. 

Abflusses  Torausgesetzt  werden. 

Es  sei  wieder  0  der  Schnitt  der  A 

Axe  des   stossenden   Strahles   mit  ^^r 

der  Platte  (Fig.  9),  k  der  beliebige      , /^     \ 
auf  der  Platte  gezogene  Kreis  vom      7 

Halbmesser  q,   an  dessen  Umfang  ~t ^^ j — ^  ^^^ 

wir  die  Stärke  *   der  Flüssigkeit      \  / 

messen^  v,  die  Geschwindigkeit  des        \  y 

Schwerpunktes     des    Flüssigkeits-  

ringes  Tom  Halbmesser  q,  die  Masse  dieses  Ringes 

dM=-^Qdt 1) 

g 

Während  v,  bisher  in  die  Neigungslinie  der  Platte  fiel,  wird  ihre 
Richtung  jetzt  durch  das  EQndemis  N^N^  beeinflusst  und  es  ist  für 
die  Berechnung  des  Stosses  nur  mehr  jener  Teil  v,  ^  von  Vg  massgebend 
der  in  die  Neigungslinie  der  Platte  fällt.  Die  Gleichung  4)  wird 
demnach  in  folgender  Form  zu  benützen  sein: 

P  =  l^(v-v.i.cosa) 13) 

Um  v«!  zu  finden,  bemerke  man,  dass  das  unter  dem  Winkel  9  ab- 
fliessende  Massenteilchen 

dm  =  ^  p  dw  '  d  '  V  dt  =  "  A  dq>  •  v  dt 
9  "^    ^  9         ^ 

in  A'  an  die  Begrenzung  stösst  und  daselbst  einen  normalen  Gegen« 
druck  dN  hervorruft,  der  mit  Anwendung  von  Gleichung  8) 

dN  =  dm  •  V  sin  A  =  -  A  v'  sin  A  •  dcp  df. 

9  ^ 

Bezeichnet  man  mit  ^  die  Neigung  der  Normale  in  iV^  gegen  die 
zm-  Neigungslinie  OY  der  Platte  senkrechte  Gerade  OX,   so  ist 


t 
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Von  diesem  Normaldruck  rJ^  beeinflusst  der  zu  OF  parallele  Teil 
dN 'Smi;  die  Schwerpunktsgeschwindigkeit  v,i  in  der  Richtung  der 
OY,  derart^  dass  Gleichung  5)  übergeht  in 

dM  (v,j  —  V  cos  a)  =J  dN  •  sin  ^, 

worin  (Piip^  die  den  Endpunkten  N^N^  der  Begrenzung  entsprechenden 
Werte  Ton  (p  sind.     Es  wird  also 

dM  (v,,  —  V  cos  a)  =  -  v^  /  A  sin  A  sin  ^  dy  dt, 

oder 

ö  (v«,  ""  V  cos  «)  =  v^  J  A  sin  A  sin  ^  d<p, 

Vi 

woraus  in  Verbindung  mit  13): 

P=  y-  Q  V  sin*  a  —  —  V*  cos  a  1  A  sin  A  sin  ^  •  rf^. 

Vi 
Setzt  man  wieder  ^  =  -Fv  =  r';r-v  und  nach  12) 

-         r"  flin" a 

2     1  +  coß'  a  —  2  cos  a  cos  <p ' 

SO  wird: 


P  =  J««Bm»«[l-il./] 14) 


worm 


Vi 


y        /'sin  1  •  sin  ^  •  d(p         ,  2  cos  a 

^       1  —  m  cos  <p  1  +  cos*  a 

9.  Ist  die  Gleichung  der  Begrenzung  der  abfliessenden  Flüssigkeit 

F(r,ip)^0 
^*«  10.  in  Polarkoordinaten,  so  ist  (Fig.  10) 

sm  A  =  -j-^,  cos  A  =  —  -j- 
ds  '  ds 


sin  ^  =  sin  (9  —  A) 
t 
ds 


—   T-  (sin  g)  '  dr  +  r  cos  g)  ^93), 


rfs  =  dr  +  r*  •  rfg> 


s 


und  somit 


j        f    rr' sin  (p  + r*  cos  qp       , 


dr 
worin  r'  =  .  -  bedeutet. 
(19 
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10.  Ist  die  Neignng  der  Platte  a  =  90®,  so  wird  m  =  0  und  nach 
Gleichung  14) 

9  ^  ' 

also  ganz  unabhängig  von  der  Art  der  Begrenzung.  Bei  normalem  Stosse 
hat  also  die  Begrenzung  der  abfliessenden  Flüssigkeit  keinerlei  Einfluss 
auf  die  Grösse  des  Stosses. 

Ist  a  nicht  90®,  so  wird  nach  14) 


Sr 


wenn 


f^  . 


j^ m    j cofl  OL  i   sin  1  •  sin  ^    , 

4?r  23r(l4-  coß*  ^)J    1  —  *»  co"  9 

die  durch  die  Begrenzung  hervorgerufene  Verminderung  des  Stosses^  be- 
zogen auf  die  Einheit,  bedeutet. 

11.  Es  sollen  nun  für  einige  einfache  Begrenzungsformen  die  Grössen 
der  Verminderung  K  bestimmt  werden.  Die  Begrenzung  sei  zunächst 
ein  mit  h  (Fig.  9)  konzentrischer  Kreisbogen  vom  Halbmesser  B.  Dann 
ist  r  =^  JRy  r'  =  0  und  15)  geht  über  in 

j r   coBipdtp 

J  1  —  mcosqp' 

dann  wird 

9* 

Hierin  sind 

2cofla  -r: i  sin" a  1  +  m  ,    •« 

Bezeichnet  man  den  wiederholt  vorkommenden  Ausdruck 

2  (1  +  C08*  a)  .  fi.Äaj.g>l         A 

SO  ist  die  Verminderung 

^-Ii[^^-9>i+\-\] 16) 

worin 

Ai  =  A  I      Ag  -  A 
bedeuten. 

Xst  ^  ^  X,  so  wird 

j  »  (1  +  cos*  a) 

*  sm*  a 

und 

Z«itacbrift  f.  Mathematik  a.  Physik.  46.  B»nd.   1901.   1.  u.  2.  Heft  13 
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Fig.  11. 


JT  =  j-  r  Aj  —  91  —  2ä  cotg*  a  J. 

Für  eine  Ereisbogenbegrenzong  von  nebenstehender  Form  (Fig.  U) 
wird  also 

JT  =  —  [Ai  —  9i  —  2«  cotg*  a\,     .     .  17 ) 
und  für  den  Halbkreis  up^  =  ä^)' 

Ist  91  =  0,   so  wird  A^  =  0  und  Gleichung  ID) 
geht  über  in 

und  für  eine  Kreisbogenbegrenzung  von  nebenstehender  Form  (Fig.  12) 

Für  den  Halbkreis  (9»,  =  ^)  wird  hier 


Fig.  IS. 
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Ist  das  Hindernis  ein  vollständig  geschlossener 
Kreis,  so  hat  man  die  Gleichungen  18)  und  20)  za 
addieren;  man  hat  dann  K=  —  cotg^  u  und  den  Stoss 

Hier  hat  abo   die  Stosskraft  dieselbe  Grösse    wie  bei  normalem 
Flg.  IS.  ^Ui^Be. 

12.  Die  B^renzung  sei  eine  Gerade 
von  der  Neigung  /J  gegen  die  Neigungs- 
linie der  Platte  und  von  beliebiger  Länge 
(Fig.  13). 

Hier  ist  ^  ==  ^,    A  =  9  —  /J 
9>  .       .  9%  , 

J  1  —  m  coB  <p     ^  ^ J  1  —  m  cos  q?     ^ 

und  die  Verminderung  des  Stosses 

worin  A  die  in  Art.  11  gegebene  Bedeutung  hat. 
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Im   besonderen   ist   für   ß^O:   K=0,     So    ist   also   bei   neben- 
stehender Begrenzung  (Fig.  14) 


9  ^  ' 


Fig.  14. 


1 

0 


wie  bei  anbehindertem  Abflüsse. 

Dieser  Ansdruch  für  den  St(^s  bei  zweiseitigem  Ab- 
flösse innerhalb  paralleler  Geraden  wurde  von  Weisbach 
auf  anderem  Wege  gefunden. 

Für  ^  =  ö"  ^^^  9,  =  3r  wird 

^^  4^  ['^i  "■  9^1  -  2ä  cotg«  «], 

somit  f&r  eine  gerade  Begrenzung  von  untenstehender  Anordnung 
(Fig.  15): 

Z"  =  ^  [Ai  —  91  —  23r  cotg*  «]. 

Dieser  Ansdruck  stimmt  mit  Gleichung  17)  überein-,  abo  haben  die 
Gerade  und  die  in  Fig.  15  punktierte  Kreislinie  als  Begrenzung  der 
abfliessenden  Flüssigkeit  dieselbe  Verminderung  des  Stosses  zur  Folge. 


Fi«.  15. 


Fig.  16. 


4'i 


Fig.  17. 


n 


\« 


.>» 


4- 


-. ,*' 


ö 


'i 


♦'i 


n 


0 


9, 


Für  ^  =  f  nnd  y^  =  0  wird  Z"  =  —  [9,  —  A,] 
und  für  obenstehende  Anordnung  (Fig.  16): 

übereinstimmend  mit  Gleichung  19).  Auch  hier  also  haben  die  Gerade 
tmd  der  in  Fig.  16  punktierte  Kreisbogen  den  gleichen  Einfluss  auf 
den  Stoss. 

Addiert  man  die  für  Fig.  15  und  16  geltenden  Werte  von  IT,  so 
erhalt  man  für  obenstehend  (Fig.  17)  gezeichnete  Begrenzung  die  Yer- 
mindenmg 

Z'=  —  [Ai  -  Ag  -  9)1  -t-  9?,  -  2ä  cotg*  a]. 

Sind    die   beiden  parallelen  Geraden  hinreichend  lang  und  ersetzt 

man  dieselben  nach  der  oben   gemachten  Bemerkung  durch  die  punk- 

13^ 
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Fig.  18. 


tirten  Kreisbögen   (Fig.  18),   so   kann   an  Stelle  der  letzteren  mit  An- 
näherung ein  Vollkreis  gesetzt  werden  und  es  wird  dann  K  ^  —  cotg*  «, 

P  =  1  Qv    wie  bei  normalem  Stosse. 

Ist  die  Begrenzung  ein  Rechteck  (Fig.  19), 
so  ist  K  dassell^  wie  für  Fig.  17: 

^^  Ä  ^  "  ^  "  9^1  +  9j  -  23r  cotg«  a]. 

Für  eine   geradlinige  Begrenzung  nach  Fig.  20 
wird 


9 

«5r 

\ 
\ 
\ 

1 
$ 

\ 

t 

V 

o 

; 

* 

/ 


K^  —  ^^  { cos  /J  •  log  (1  —  1»  cos  9)i)    (1  —  m  cos  9,) 

+  sin/J  (Ag  -  Ai  +  9)1  - 9>j,)}  • 

13.  Die  Begrenzung  sei  parabolisch,  0  der  Brennpunkt  der  Parabel 
(Fig.  21).    Dann  ist 


Fig.  19 


und  nach  Gleichung  15)  f&r  untenstehende  Anordnung  der 
Begrenzung 

"oosqp 
mcos 
«  9y 


y      Q  /*    rr'  sin  9  -j-  r"  cos  g>       ,           /*  1  —  cos  9      , 
«^  =  V  (r'+r»)  (1-MC089)  ''9'  =y  1 ^  — »  *'*'' 


mcos  9 


woraus  die  Verminderung  des  Stosses 


4x 


-j-r<;-'^,")\-y,-2»cotg'«(l ^)] 

4«  L   l  +  cos*a     1        T^l  ^        \  cos  a/ J 


Fig  SO. 


.*^ 


>. 


f*** 


Fig.  ti. 


V, -^. 


PüT   «u^^$>^tt$e«^mi^   Anordnang   der  parabolisehen   Begrenzimg 


vFig.  Ä?^  winl 
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1  +  cos  qp  '  p  ^ ' 


-^  COBqp 


mcosqp 


d^> 


und 


'f« 


^        1   r  (1  +  coB  g)«     .   "] 

Für  seitliche  SteUimg  der  Parabel  (Fig.  23)  ist 


Fig.  S3. 


r  = 


r  = cos  o), 


COB  qp 


1  +  sin  g>' 

und 

^^  8i^  -  9i  +  Ai  -  A,]. 

Ein  Vergleich  mit  Gleichung  16)  lehrt,  dass  in  diesem  Falle  die 
Vermindemng  des  Stosses  halb  so  gross  ist  als  bei  kreisförmiger  Be- 
grenzung innerhalb  derselben  Gh-enzwinkel  (punktierte  Linie). 

Fig.  S5. 


14.  Die  Begrenzung  sei  eine  gleichseitige  Hyperbel  (Fig.  24). 
Hier  ist 


H=- 


COB  29' 


rr  = 


a'  Bin  2  9 

C08'2qp 


r  „  2  /      »•>"  sin  y  +  r«  COB  y      dw  =^  2  I  ^^  ^  ^^^^V  ^^ 

Für  7s  "^  ^  —  ^1  ^^^  dann  die  Verminderung  des  Stosses 

ü:  =  Ä[^-A.)(|,-l)-8h,2^,-l,(2^^_,)], 

worin  wie  bisher 


21) 


2c08a 


m  = 


1  +  COB*  a  * 

Für  eine  Begrenzung  nach  Fig.  25  ist 
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cos  2qp^ 

0 


TT    = 


a'  sin  2  qp 
COß*  2qp  ' 


J    1  —  m  cos  g>      ^ 


und 


Vi 


ÜT-  ^  [-  Ai(|-.  -  l)  +  1-  sin  29i  +  A,  ^^  +  i  «üi  ^^ 
EbenBO  wird  fQr  die  Anordnimg  nach  Fig.  26 

y    1  —  m  COS  9    ^ 


und 


^^  Ä  [^  (i  ~  0 ""  i"  ^''^  ^^»  "  i  ^« -  i  siny,-  Jcotg«a(l  +C08M ]. 

Setzt  man  ^>^^7t  —  ^>^  und  addiert  die  für  Fig.  25  und  26  gel- 
tenden Ausdrücke  für  Ky  so  erhält  man  für  eine  Begrenzung  nach 
Fig.  27 

22)  ^-^:^\^-f^^{^^-'^^ 

Fig.  27. 


Fig.  86. 


♦  f^ 


0 


Fig.  ». 


Addiert  man  die  Ausdrücke  21)  und  22)^  so  wird   ffir  die   durch 
Fig.  28  dargestellte  Begrenzung 

K=  —  {-  cotg'  a  (1  +  cos*  a) 

und  der  Stoss  auf  die  so  begrenzte  Platte: 

P=  'Lqv^m^  a{y-K)^'^qv  [sin*  a  +  |cos«  a  (1  +  cos«  c)l. 
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über  einige  Anwendniigeii  der  Kinematik  veränderlicher 

Systeme  anf  Gelenkmechanismen. 

Von  P.  Somoff  in  Warscliaa. 

l.Es  werde  die  Bewegung  eines  gesetzmässig-yeranderlichen  Systems 
durch  n  zu  diesem  Systeme  gehörende  Punkte  bestimmt.  Wir  wollen 
diese  Punkte  die  Grundpunkte  des  Systems  nennen.  Dieselben  können 
entweder  alle  voneinander  unabhängige  Bewegungen  ausfahren^  oder 
smd  diese  Bewegungen  durch  gewisse  Bedingungen  yerbunden^  wie 
z.  B.  beim  festen  Körper  die  Bedingung  der  ünveränderlichkeit  der 
Entfernungen  zwischen  seinen  drei  Grundpunkten.  In  beiden  FäUen 
können  wir  uns  einen  Gelenkmechanismus  yorstellen^  in  welchem  n 
IHinkte  im  Stande  sind^  beliebige  für  die  Grundpunkte  des  gegebenen 
veränderlichen  Systems  mögliche  Bewegungen  auszufahren^  und  noch 
ein  neuer^  (»  + 1)  -ter  Punkt  sich  so  bewegt,  als  ob  er  demselben  ver- 
änderlichen Systeme  angehörte.  Wir  können  sagen,  dass  ein  solcher 
Mechanismus  die  Bewegung  des  gegebenenen  veranderlichen  Systems 
darstellt. 

Es  werden  hier  nur  ebene  veränderliche  Systeme  und  dement- 
sprechend solche  Gelenkmechanismen  betrachtet  werden,  deren  sämt- 
liche Glieder  parallel  einer  und  derselben  Ebene  sich  bewegen  können. 

Solche  Gelenksysteme  können  Anwendung  auf  verschiedene  Be- 
wegungstransformationen  finden.  Wir  beschränken  uns  jetzt  auf  die  Be- 
trachtung solcher  Mechanismen,  welchen  das  ähnlich-veränderliche  und 
das  afifin-veränderliche  System  zu  Grunde  liegt. 

2.  Es  sind  verschiedene  Gelenksysteme  bekannt,  welche  die  Be- 
wegung eines  ähnlich-veränderlichen  Systems  darstellen.  Wir  erwähnen 
nur  das  einfachste  derselben,  welches  unten  mehrere  Anwendungen 
finden  wird:  den  verallgemeinerten  Pantograph  (Plagiograph)  von  Syl- 
vester.*) Zwei  ähnliche  unveränderliche  Dreiecke  ABC  und  Ä' B' C 
(Fig.  1)  sind   in  den  Ecken  B  und  A'  durch  eine  Drehpaarung  ver- 

1)  Natnre,  1875,  S.  168.    Burmester,  Lehrbuch  c^er  Kinematik,  S.  662. 
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Fig.  1. 


bunden  und  es  ist  durch  die  Seiten  BC,  Ä'C  und  zwei  neue  Glieder 
CD   und   CD   ein   gelenkiges   Parallelogramni   gebildet;    dann  bleibt 

das  Dreieck  ÄB'D  bei  jeder  Be- 
wegung des  Systems  sich  selbst 
ähnlich.  Zwei  von  den  Ecken 
dieses  Dreiecks  können  als  Gnmd- 
punkte  des  System  betracbtet 
werden. 

Wir  wollen  weiterhin  dieses 
System^  der  Kürze  wegen,  das 
System  A  nennen. 
3.  Um  einen  Gelenkmechanismus  zu  bilden,  welcher  die  Bewegung 
eines  ebenen  affin-veränderlichen  Systems  darstellt,  muss  man  folgende 
Eigenschaften  dieses  Systems  beachten:  1.  seine  Bewegung  wird  durch 
drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Punkte  bestimmt;  2.  jede  Gerade 
des  Systems  bleibt  eine  Gerade  während  der  Bewegung  desselben; 
3.  parallele  Gerade  bleiben  immer  parallel;  4.  die  Verhältnisse  gerad- 
liniger paralleler  Strecken  bleiben  bei  jeder  Deformation  des  Systems 
konstant;  5.  insbesondere  findet  das  letztere  auch  bei  Strecken  einer 
und  derselben  Geraden  statt.  Auf  Grund  der  ersten  drei  von  den  ge- 
nannten Eigenschaften  erhalten  wir  zuerst  eine  spezielle  Art  des  ge- 
suchten Gelenksystems,  wenn  wir  vier  Punkte  auf  solche  Weise  mit- 
einander verbinden,  dass  dieselben  beständig  die  Ecken  eines  Parallelo- 
granmis    bilden,   im  übrigen   aber  freie  Bewegung  behalten.     Es  sei 

M^M^MM^  (Fig.  2)  irgend  ein  Parallelo- 
gramm; durch  einen  im  Innern  desselben  will- 
kürlich angenommenen  Punkt  A  ziehe  man 
die  den  Seiten  des  Parallelogramms  parallelen 
Geraden  BC  und  DE  und  verbinde  die  Schnitt- 
punkte Bj  Cf  D,  E  mit  den  Ecken  und  mit 
dem  Punkte  A  durch  starre  Gelenke.  Wenn 
man  dann  in  allen  9  Punkten  Drehpaamngen 
einführt,  so  bekommt  man  ein  Gelenksystem  (Fig.  3),  in  welchem  die 
Punkte  Jtfi,  iüfj,  M^j  M  der  gestellten  Forderung  genügen. 

Wir  werden  weiterhin  dieses  Gelenksystem  das  System  B  nennen, 
um  von  diesem  Systeme  zu  einem  allgemeineren  überzugehen,  in 
welchem  der  vierte  Punkt  M  des  affin-veranderlichen  Systems  nicht  in 
der  Ecke  des  durch  die  drei  Grundpunkte  bestimmten  Parallelogramms 
liegt,  brauchen  wir  nur  noch  zwei  pantographische  Elemente  hinzuzu- 
fügen. Wir  bilden  nämlich  (Fig.  4)  zuerst  das  Parallelogramm 
M^  3f ,'  M  Ml ,  in  welchem  die  Ecken  M^  und  M^  den  Geraden  M^  K, 
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Fig.  4. 


nnd  M^M^  angehören  und  verbinden  die  Punkte  M^,  M^,  M^,  M  durch 

ein  Gelenksystem  B.    Damit  die  Punkte  M^  und  M^  demselben  affin- 

Teranderlichen    Systeme    angehören;    welches 

durch  die  Punkte  M^,  M^,  M^  bestimmt  wird, 

müssen   sie    durch   zwei   gewöhnliche   Panto- 

graphen  mit  den  Punkten  üf^,  M^  und  M^,  M^ 

verbunden    werden,    damit    die    Verhältnisse 

Jf j  M^ :  M^  üf 2   und  M^  M^ :  M^  M^  konstant 

bleiben. 

In  den  Figuren  4,  5  und  6  sind  solche 
Gelenksysteme  dargestellt;  sie  unterscheiden 
sich  nur  durch  verschiedene  Lagen  des  Punktes  M  gegen  die  drei 
Grundpunkt«,  wodurch  eine  verschiedene  Anordnung  der  Pantographen 
erforderlich  wird.  Jedes  dieser  Systeme,  welche  wir  weiter  als  Systeme  C 
bezeichen  werden,  besteht  aus  16  Gliedern.' 

4.  Alle  Mechanismen,  in  welchen  das  System  A  oder  B  oder  C 
die  Grundlage  bildet,  köimen  in  Gruppen  zusammengestellt  werden,  je 
nach  der  Art  und  Weise,  auf  welche  ein 
solches  System  zwangläufig  gemacht  wird. 
Indem  man  beachtet,  dass  ein  ebenes  ähnlich- 
reranderliches  System  4  und  ein  ebenes  affin- 
Teränderliches  System  6  Freiheitsgrade  be- 
sitzt und  dass  in  unserem  Falle,  wo  nur 
isoUerte  Punkte  dieser  Systeme  gegeben 
sind,  die  Verminderung  der  Freiheitsgrade 
nur  dadurch  erreicht  werden  kann,  dass  diese 
Punkte  bestimmte  Linien  zu  beschreiben  ge- 
zwungen oder  festgehalten  werden,  kann 
man  folgende  Gruppen  von  Mechanismen 
aufstellen. 

L  Ahnlich-veränderliches  System. 

a)  Ein  Punkt  wird  festgehalten   und 

der  andere  Grundpunkt  beschreibt  eine  gegebene  Bahn. 

b)  Es  sind  die  Bahnen  zweier  Punkte  und  das  im  allgemeinen 
veränderliche  Verhältnis  ihrer  Geschwindigkeiten  gegeben. 

c)  Drei  Punkte  werden  gezwungen,  bestimmte  Bahnen  zu  be- 
schreiben. 

IL  Affin-veränderliches  System. 

a)  Zwei  Punkte  werden  festgehalten  und  der  dritte  Grundpunkt 
beschreibt  eine  gegebene  Bahn. 
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Fig.  5 


b)  Ein  Punkt  bleibt  unbeweglicb  und  es  sind  die  Bahnen  zweier 
anderen  ßrundpunkte  sowie  ihr  Geschwindigkeitsverhaltnis 
gegeben. 

c)  Ein  Punkt  bleibt  fest,  drei  andere  Punkte  beschreiben  ge- 
gebene Bahnen. 

d)  Es  sind  die  Bahnen  dreier  Punkte  und  die  Oeschwindigkeits- 
verhältnisse  derselben  gegeben. 

e)  Es  sind  die  Bahnen  von  vier  Punkten  und  das  Geschwindig- 
keitsverhältnis  von  zweien  derselben  gegeben. 

f)  Fünf  Punkte  werden  gezwungen,  gegebene  Bahnen  zu  be- 
schreiben. 

5.  Der  Beschreibung  einiger, 
diesen  verschiedenen  Fällen  ent- 
sprechender Mechanismen  sollen 
noch  folgende  Bemerkungen  yor- 
angehen.  Wenn  man,  was  weiter 
hin  vorausgesetzt  werden  soll,  bei 
der  Konstruktion  der  Mechanismen 
nur  Drehpaarungen  gebraucht^  so 
hängt  die  praktische  Anwendbar- 
ilf|  keit  des  oben  Gesagten  davon  ab, 
ob  es  mit  Hilfe  genügend  ein- 
facher mechanischer  Mittel  mög- 
und  bequem  ist,  die  Gnmdpunkte  gegebene  Linien  beschreiben 
zu  lassen.  Es  ist  daher  begreiflich,  dass  unter  diesen  Linien  der  Kreis, 
die  Koppelkurve  und  die  gerade  Linie  die  Hauptrolle  spielen. 

Was  besonders  die  Gerad- 
fuhrung  betrifft,  so  ist  es  rat- 
sam, anstatt  der  sogenannten 
„genauen"  Geradfährungen  die 
theoretisch  nur  angenäherten, 
aber  einfacheren  und  praktisch 
ebenso  genauen  viergliedrigen 
Geradführungen  (das  unbeweg- 
liche Glied  mitgerechnet)  zu 
gebrauchen.  Denn  die  theo- 
retische Genauigkeit  der  Ge- 
radführungen vonHart,  Peau- 
cellier  und  anderen  wird  durch  die  grosse  Zahl  der  Glieder  und  der 
Drehpaarungen  oder  durch  ungünstige  Lage  derselben  aufgehoben. 
Unter  den  viergliedrigen  Geradfiihrungen  machen  wir  besonders  auf  die 


lieh 
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^A-GeradfÜhnmg^   von   TschebyschefiP*),   welche   in   der   Figur  7  dar- 
gestellt ist,  aufmerksam.    Folgende  Zahlenverhältnisse  entsprechen  da- 
bei einer  ganz  genügenden  praktischen  Genauigkeit:  AB  ==  11,  AD  =^  26, 
CD  =  32,  BM  =  64,  wobei  der  Punkt  C  in  der 
Mitte  von  BM  liegt.    Der  Pimkt  M  beschreibt 
eine  im  praktischen  Sinne  gerade  Linie  ungefähr 

von   der    Lange  —  BM.     Diese  Gerade  ist  der 

Geraden  AD  parallel,  was  für  die  Anwendungen 
sehr  günstig  ist.  Ein  anderer  Vorteil  dieser  Ge- 
radfohrung,  welcher  bei  der  Verbindung  der- 
selben mit  anderen  Elementarmechanismen  eines 
Gelenksystems  von  Wichtigkeit  ist,  besteht  darin, 
dass  der  Punkt  M  am  freien  Ende  des  Gliedes 
liegt,  also  nicht  mit  einer  Drehpaarung  zusammenfällt. 

Die  bei  Konstruktion  der  Mechanismen  nötigen  Ausrechnungen, 
welche  übrigens  keine  Schwierigkeiten  darbieten,  werden  wir  hier  der 
Kürze  wegen  auslassen.^) 

6.  Mechanismen  der  Gruppe  I,  a.  Es  seien  Mi,  M^,  M^  die 
£cken  des  ähnlich-veränderlichen  Dreiecks  im  Systeme  A.  Wenn  ein 
Ponkt  M^  des  ähnlich-veränderlichen  Systems  fest  ist,  so  beschreiben 
bekanntlich  alle  Punkte  ähnliche  Linien  und  bilden  auf  denselben 
älmliche  Punktreihen  mit  dem  Ähnlichkeitspole  im  Punkte  M^  {jfi^- 
formige"  Bewegung  des  ähnlich-veränderlichen  Systems).  Das  Gelenk- 
system A  stellt  dann  den  bekannten  Plagiograph  von  Sylvester  dar. 
Wir  bekommen  aber  neue  Mechanismen,  wenn  wir  die  Aufstellung  des 
Systems  A  so*  einrichten,  dass  der  Ahnlichkeitspol  sprungweise  seinen 
Ort  ändert. 

Es  werde  an&ngs  der  Grundpunkt  M^  des  Systems  A  festgehalten 
tmd  der  Punkt  M^  auf  einer  geschlossenen  Kurve  <y,  geführt,  sodass 
der  Punkt  M^  eine  dieser  Kurve  ähnliche  Linie  6^  beschreibt.  Die 
beiden  Kurven  haben  den  Punkt  M^  zu  ihrem  gemeinschaftlichen  Ahn- 
lichkeitspole  und  ihre  Tangenten  bilden  in  den  entsprechenden  Lagen 
bestandig  denselben  Winkel.  Durch  den  Punkt  M^  ziehe  man  eine 
den  Kurven  6^  und  6^  ähnliche  Linie  6^  von  solcher  Lage  und  von 
solchen  Dimensionen,  dass  der  Punkt  M^  in  einer  bestimmten  Lage  M^ 

1)  Memoiren  der  Akademie  der  Wiss.  in  St.  Petersburg,  B.  XIY. 

Siehe  auch:    P.  L.  Tschebyschef  und  seine  wissenschaftlichen  Leistungen, 
von  Wassilief  und  Delaunay,  Leipzig,  B.  G.  Teubner,  1900. 

2)  Ausführlicher   behandelt   in   meiner  Arbeit   mit   demselben   Titel    in  den 
Wanchauer  Üniversitäts-Nachrichten  1900. 
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zum  Ahnlichkeitspole  der  Kurven  6^  und  6^  genommen  werden  könnte 
(Fig.  8).  Wenn  der  Punkt  M^  in  die  Lage  M^  kommt^  so  erhalt  man 
eine  Verzweigung  der  Bewegung:  entweder  setzt  der  Punkt  M^^  yom 
Punkte  M^  gefuhrt,  seine  Bewegung  fort  oder  er  kann  festgehalten 
werden,  und  der  Punkt  M^  wird  dann,  wenn  er  freigelassen  wird,  sich 
auf  der  Kurre  6^  zu  bewegen  anfangen.     Wenn  der  Punkt  M^  nach 

^g  ^  einem  umlaufe  wieder  in 

seine  Anfangslage  gelangt, 
der  Punkt  M^  aber  frei- 
gelassen wird,  so  kann  der 
Punkt  üfj  wieder  stehen 
bleiben  und  es  fängt  die 
frühere  Bewegung  an.  Es 
ist  bemerkenswert,  dass  das 
mechanische  Festhalten 
der  Punkte  M^  und  M^ 
nicht  während  der  ganzen 

""^.\        \ Umdrehungsperiode  nötig 

/"lA^     ^'""N.         ist,  wenn  nur  Mechanismen 

(       ^ -^^^  hinzugefugt  werden,  welche 

die  Punkte  üf^,  J^,  ^% 
zwangläuiig  auf  den  Linien  6^^  6^,  tf,  fuhren.  Es  ist  dann  genügend, 
dass  die  Punkte  JIT,,  JU,  wechselweise  nur  auf  ganz  kurze  Zeit  fest- 
gehalten werden;  denn  sie  bleiben  dann  von  selbst  stehen,  indem  sie 
mit  den  entsprechenden  Ahnlichkeitspolen  der  Kmren  6^,  6^  oder  tfj,  (f, 
znsammenfaUen. 

Es  giebt  ein  einfaches  Mittel,  die  Punkte  M^,  Jf,  automatisch 
wechselweise  festzuhalten,  ohne  irgend  eine  mechanische  Vor- 
richtung. Wir  wollen  wieder  voraussetzen,  dass  der  Mechanismus  dnrch 
den  Punkt  JV^  geführt  wird.  Wären  die  Linien  6^  und  6^  anders  ge- 
legen, als  es  oben  angegeben  wurde,  so  wäre  es  unmöglich,  dass  einer 
von  den  Punkten  Jf,,  M^  während  einer  endlichen  Verschiebung  des 
Gelenksystems  fest  bliebe,  und  die  Bewegung  würde  dann  dem  Falle  1^  c 
entsprechen.  Es  mögen  aber  die  Linien  tf,  und  tf,  (oder  nur  eine  der- 
selben'i  nur  sehr  wenig  von  ihren  NormaUi^n  abgelenkt  sein;  dann 
wird  einer  von  den  Punkten  Jf,,  lfj>,  z.  B.  Jlf|,  auf  der  entsprechenden 
Kurve  solche  Li^en  einnehmen,  die  nur  sehr  wenig  von  den  ent- 
sprecbenden  normalen  Lagen  abweichen,  während  der  andere  Punkt, 
3/j(,  nur  sehr  wenig  von  seiner  Ruhelage  abgelenkt  wird.  Diese  kleine 
Ablenkung  ist  aber  genügend,  lun  die  Bewegung  des  Punktes  M^  zu 
hemmen«  wenn  derselbe  seineu  Umlauf  vollendet  hat;  so  dass  dann  der 
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Punkt  M^  seinen  Umlauf  beginnt^  während  der  Punkt  31^  nur  eine 
sehr  kleine  Ablenkung  von  seiner  Ruhelage  erhält.  Somit  werden  die 
Pankte  automatisch  wechselweise  aufgehalten.  Der  Versuch  zeigt^  dass 
eine  sehr  kleine  Verschiebung  einer  der  gegebenen  Kurven  aus  ihrer 
Normallage  genügt  und  dass  dabei^  wegen  einer  gewissen  Nachgiebig- 
keit der  Glieder  und  unum^Lnglicher^  wenn  auch  sehr  kleiner  Schwan- 
kung der  Drehpaarungen  in  ihren  Axen,  die  Punkte  Jfg  und  M^  in 
Wirklichkeit  den  grössten  Teil  jeder  Periode  fest  bleiben  und  nur  kurz 
Yor  dem  Anfange  der  nächsten  Periode  in  Bewegung  kommen. 

In  Figur  9  ist  die  Fig.  9. 

Anwendung  des  Gesi^- 
ten  auf  den  Fall  dar- 
gestellty  wo  die  Kurven 
^i;  ^89  ^3  Kreislinien 
sind.  Das  ähnlich-ver- 
änderliche Dreieck  ist 
gleichseitig  genommen, 
wodurch  erzielt  wird, 
dass  die  Rollen  aller 
dreier  Punkte  vertauscht 
werden  können. 

In  demselben  Me- 
chanismus ist  auch  die 
Bewegung  der  Punkte 
AjBjC  bemerkenswert. 
Weim  man  alle  drei 
Punkte  M^,  Jfg,  -M, 
nacheinander  als  Fühmngspunkte  annimmt,  so  setzt  sich  die  Bahn 
jedes  dieser  Punkte  aus  zwei  sich  unter  einem  Winkel  schneidenden 
Kreisbögen  und  einer  Kurve  höherer  Ordnung  zusammen.  Somit  kann 
mit  Hilfe  dieses  Mechanismus  eine  kontinuierliche  Kreis- 
bewegung in  eine  hin-  und  hergehende  Bewegung  auf  zwei 
sich  unter  einem  gegebenen  Winkel  schneidenden  Kreis- 
bögen transformiert  werden. 

7.  Mechanismen  der  Gruppe  I,  b.  Es  seien  die  Bahnen  der 
Punkte  Jfj,  JK,  Kreislinien  und  die  Winkelgeschwindigkeit  des 
Punktes  M^  doppelt  so  gross  wie  diejenigö  des  Punktes  M^,  Wenn 
man  diese  Grundpunkte  des  Systems  A  durch  ein  Gelenksystem  auf 
solche  Weise  miteinander  verbindet,  dass  beständig  dieses  Verhältnis 
der  Winkelgeschwindigkeiten  festgehalten  wird,  so  bekommt  man  einen 
Gelenkmechanismus  zur  genauen  Verdoppelung  der  Winkel- 
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geschwindigkeit.^)  Es  ist  leicht  einzusehen^  dass,  wenn  zwei  Pmikte 
eines  ähnlich-veränderlichen  Systems  der  eben  genannten  Bew^ang 
folgen,  alle  Punkte  des  Systems  Pascalsche  Schneckenlinien  beschreiben. 
£s  ist  aber  möglich,  vermittelst  eines  Gelenkmechanismus  diese  Koo- 
choide  zu  beschreiben;  dazu  kann  man  mit  Hilfe  zweier  Qeradfuhrungen 
einen  Eilipsograph  bilden  und  denselben  in  der  ümkehrung  auMellen. 
Die  Figur  10  stellt  einen  solchen  ,,Drehungsverdoppler^  dar,  mit 
der  Annahme,   dass  das  Dreieck  M^MM^  gleichschenklig  und  recht- 


Fig.  10. 


winklig  ist.  Der  Mechanismus  für  die  Pascalsche  Linie  ist  nicht  ab- 
gebildet Ebenso  wird  hier  der  Kurse  wegen  die  notige  Rechnixiig 
nicht  au^reführt. 

Ein  anderes  Beispiel  für  den  Fall  I,  b,  welches  vielleicht  auch 
eine  Anwendung  finden  konnte,  steUt  einen  Mechanismus  zur 
Transformation  der  Phase  und  der  Amplitude  einer  gerad> 
linigen  harmonischen  Bewegung  dar.    Wenn  zwei  Punkte  eines 

1)  I>er  erste  Meclianxsmas  dieser  Art  wurde  ron  Delaanay  angegeben,  "vrobei 
er  die  Umkelirang  «eines  gelenkigen  Revexsors  benntxt:  Transformation  der 
Orehungen  und  Zeichnen  von  Kurven  mittelst  Gelenkmechanismen.  Di^sert. 
vras&isoh^  l?i\U,    S.  34. 
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ebenen  ähnlich -TeräBderlichen  Systems  geradlinige  harmonische  Be- 
vegnngen  tod  einer  und  derselben  Periode,  aber  Ton  beliebigen  Am- 
pHtnden  and  behebigem  Phasenunterschiede  ausfahren,  so  sind  die 
Bahnen  aller  Punkte  EUipsen.')  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte, 
deren  Bahnen  gleiche  Exzentrizität  besitzen,  besteht  aus  zwei  Ereieen'), 
was  auch  speziell  fOr  die  Exzentrizitöb  Null  richtig  ist.  Somit  erhalten 
wir  die  genannte  Transformation,  wenn  wir  die  Grundpunkte  des  Qe- 
lenksystems  A  mit  zwei  GeradfUhrungen  verbinden,  den  dritten  Punkt  M 
auf  dem  erwähnten  geometrischen  Orte  nehmen  und  ihn  durch  eine 
Kurbel  anf  einem  Kreise  führen,  dessen  Li^  jedesmal  je  nach  den  ge- 
gebenen Elementen  der  harmonischen  Bewegungen  durch  eine  einfache 
Rechnung  gefanden  werden   kann.     Die  Figur  11   stellt  einen  solchen 


Transformator  dar,  wobei  angenommen  ist,  dass  das  Dreieck  M^  MM^ 
gleichschenklig  und  rechtwinkhg  ist,  dass  die  beiden  harmonischeD 
Bew^ungen  auf  einer  und  derselben  Geraden  mit  gleicher  Amplitude 
2  a  erfolgen  und  dase  der  Phasenunterschied  durch  einen  rechten 
Winkel  bestimmt  wird.  Der  Radius  des  Kreises  muss  dann  r  =  €^y2 
genommen  werden. 

8.   Mechanismen    der  Gruppe  I,  c.     Als  Anwendungen  dieses 
Falles  mögen  folgende  drei  Mechanismen  dienen. 

1)  Bunnegter,  ZeiUchrift  Kr  Mathemfitik  oud  Phjrik,  Bd.  SXIII  (IdTS),  S.  121. 
t)   P.  Somoff.  Ritiemutik  ebeaet  ähnlich- veränderlicher  Systeme.    1885,    Inaug.- 
Diaa.  (mssiich). 
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Oelenksyetem,  in  welchem  eine  beliebige  Zahl  von 
Punkten  gerade  Linien  mit  proportionalen  QeschwintiigkeiteD 
beschreiben.  Wenn  drei  Fnnkt«  eines  ebenen  ähnlicb-veräuderlichen 
Systems  gerade  Linien  beschreiben,  so  bewegen  steh  bekanntlich  tut 
Punkte  auf  Geraden  mit  proportionalen  Geschwindigkeiten.  Wenn  mui 
also  drei  Hauptpunkte  M,,  M^,  M^  des  Gelenksystems  Ä  mit  drei 
Geradföhrungen  verbindet  und  mittelst  eines  nenen  GelenksysteniB  Ä 
einen  vierten  Punkt  M  deaselben  ähnlich-veränderlichen  Systems  hin- 
zuzieht (Fig.  12),  ao  wird  auch  dieser  Ponkt  eine  Gerade  beschreiben. 


Auf  diese  Weise  ^kann  man  ein  beliebiges  Netz  von  Punkten  koD- 
stmieren,  welche  alle  demselben  ähnlich-veränderlichen  Systeme  angehören 
und  gerade  Linien  mit  proportionalen  Geschwindigkeiten  beschreiben. 

Mechanismus,  durch  welchen  eine  kontinuierliche  gleich- 
massige  Kreisbewegung  gleichzeitig  in  zwei  der  folgenden 
Bewegungen  verwandelt  wird:  1.  in  eine  gleichmässige  Be- 
wegung anf  einem  Halbkreis  hin  und  zurück  und  2.  in  ein? 
Hälfte  einer  geradlinigen  harmonischen  Bewegung,  wobei 
statt  der  anderen  Hälfte  derselben  der  Punkt  stehen  bleibt 


Von  P.  SoMOFP.  20Ö 

Es  sollen  die  Punkte  M^j  M^  des  ßelenksystems  A  auf  Ereifilinien 
ond  der  Punkt  üf,  auf  einer  Geraden  geführt  werden.  Diese  Gerade 
ziehen  wir  so,  dass  ein  Punkt  C  derselben  zum  festen  Ahnlichkeitspole 
einer  solchen  „einförmigen''  (§  6)  Bewegung  des  ähnlich-veränderlichen 
Systems  genommen  werden  könnte,  welche  durch  die  Kreisbewegung 
des  Punktes  M^  bestimmt  wird  und  in  welcher  der  Winkel  O^CO^ 
zwischen  den  Geraden,  die  den  Punkt  C  mit  den  Mittelpunkten  der 
beiden  Kreisbahnen  verbinden  (Fig.  13),  dem  Winkel  M^M^M^  gleich 
ist.  Dann  kann  der  Punkt  Jtfj,  wenn  er  in  die  Lage  C  kommt,  ent- 
weder stehen  bleiben  oder  seine  geradlinige  Bewegung  fortsetzen.  Im 
ersteren  Fall  wird  die  Bewegung  des  Systems  eine  einformig-kreislinige; 
dazn  muss  aber,  wenn  der  Mechanismus 
ganz  genau  konstruiert  ist,  der  Punkt  M^ 
wenigstens  wahrend  einer  kurzen  Zeit 
festgehalten  werden.  Wenn  wir  aber 
absichtlich  eine  kleine  üngenauigkeit 
zulassen,  indem  wir  z.  B.  die  Lage  des 
Mittelpunktes  Og  etwas  ändern,  so  wird 
der  Pmikt  Jf,,  nachdem  er  in  die  Lage 
C  gekommen  ist,  von  selbst  in  dieser 
Lage  stehen  bleiben,  während  die  Punkte 
J/j  und  M^  einen  Halbkreis  beschreiben 
werden.  Genauer  gesagt,  wird  der 
Punkt  M^  während  dieser  Zeit  um  die  Lage  C  eine  kleine  Schwankung 
machen,  die  aber  praktisch  unbemerkbar  sein  wird.  Nach  einem  halben 
Umlaufe  der  Punkte  M^  und  M^  löst  sich  der  Punkt  M^  von  selbst 
Ton  der  Lage  C  los,  macht  eine  geradlinige  Bewegung  hin  und  zurück 
und  kommt  wieder  in  die  Lage  (7,  wonach  sich  die  vorige  Bewegung 
des  Systems  wiederholt  u.  s.  w.  Was  den  Punkt  M^  betriflPt,  so  be- 
w^  er  sidi  während  des  Stillstandes  des  Punktes  M^  auf  seinem 
Kreise  in  demselben  Sinne  und  mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit 
wie  der  Punkt  -Mj,  während  der  anderen  Hälfte  der  Bewegung  des 
letzteren  geht  er  aber  auf  demselben  Halbkreise  zurück,  übrigens  im 
allgemeinen  mit  einer  anderen,  veränderlichen  Winkelgeschwindigkeit. 
Der  Versuch  zeigt,  dass  durch  eine  ganz  kleine,  obengenannte  Ünge- 
nauigkeit eine  automatische  Abwechslung  der  Bewegungen  leicht  er- 
reicht werden  kann.  Der  Punkt  M^  beschreibt  übrigens  wegen  einer 
gewissen  Nachgiebigkeit  der  Glieder  und  der  Drehpaarungen  etwas 
weniger  als  einen  Halbkreis  und  an  den  Endpunkten  seiner  Bahn  ver- 
liert die  Geschwindigkeit  die  Gleichmässigkeit.  In  Figur  14  ist  ein 
solcher  Mechanismus  unter  folgenden  vereinfachenden  Voraussetzimgen 

Zeiuchrin  t.  Mathematik  u.  Physik.  46.  Band.  1901.   1.  u.  2.  Heft.  14 
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dai^estellt;  das  Dreieck  M^M^M^  Ut  ein  gleichseitigeB  ond  die  lUdiea 
beider  Kreise  sind  einander  gleich.  Dann  ist  bei  gleichmässiger  Be- 
wegung des  Punktes  M^  aucb  die  RUckbewegung  des  Punktes  M. 
gleicbmässig  und  die  Bewegung  des  Punktes  Jlf,  eine  einlache  bar- 
^_  ^^  monische,   von   der  aber,   dem  oben 

Gesagten  gemäss,  unr  eine  Hälft« 
zwischen  der  mittleren  und  einer  der 
äusseren  Lagen  erfolgt. 

Unter  den  besonderen  Arten  der 
Bewegung  eines  ebenen   ähnlich-ver 
änderlichen   Systems,    welche   zuerst 
untersucht  wurden,  befindet  sich  die 
Kreisbewegung,  bei  welcher  die  Bahnen 
aller  Punkt«  Kreise  sind.     Eis  dem- 
entsprechender  Mechanismus  ist  in  der 
Figur  15  dargestellt,  wobei  das  Dreieck  JEf,^,J(f,  wieder  gleichseitig 
genommen  ist.     Damit  alle  drei  Punkte  volle  Umdrehungen  vollfOhrea 
können,  darf  der  Radius  eines  j^en  Kreises  nicht  grösser  als  die  Summe 
der  Radieu   der  beiden  andeni 
^^^  '^  und  nicht  kleiner  als  ihre  Diffe- 

renz sein.  Diese  Bewegung  ist 
zwar  eine  „einförmige";  aber  der 
feste  Ähnlichkeitspol  wird  durch 
keinen  Punkt  des  Mechmismus 
dargestellt. 

9.  Mechanismen  der 
Gruppe  II,  a.  Wann  zwei 
Punkte  M^  und  M^  eines  ebenen 
affin  -  veränderlichen  Sy- 
stems fest  bleiben,  so  bleibt 
die  ganze  Gerade  M^M^  nnbe- 
w^lich,  and  die  Bewegung  des 
Systems  besteht  aus  einer  ein- 
"^■''  fachen  Schiebung.  Alle  Punkte 
beschreiben  dann  ähnliche  Bahnen  und  bilden  auf  denselben  ähnUcbe 
Punktreihen  Das  Gelenksjstem  B  oder  C  stellt  also  dann  einen  ge- 
wöhnlichen Pantograph  dar;  es  kann  aber,  ähnlich  wie  in  dem  eut 
sprechenden  Falle  das  System  A,  andere  Anwendungen  finden,  wenn 
die  feste  Gerade  der  Schiebung  sprungweise  ihre  Lage  ändert,  wie  es 
m  folgenden  Beispielen  gezeigt  werden  soll. 

Man   verbinde   die   vier  Hauptpunkte   eines  Systems   B,   nämlich 
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Flg.  16. 


Jfj,  Mf,  Jfj  und  Mf  durch^vier  Kurbeln  von  gleicher  Länge  r  mit 
festen  Drehpaarungen  0^;  0^,  0^,  0,  welche  in  den  Ecken  eines 
Parallelogramms  liegen,  und  gebe  dem  Systeme  eine  solche  L^e^  dass 
die  Kurbeln  parallel  und  gleichgerichtet  sind  (Fig.  16).  Indem  wir 
Ton  dieser  Lage  ausgehen,  den  Punkt  M^  festhalten  und  den  Punkt  M 
auf  dem  entsprechenden  Kreise  herumführen,  können  wir  offenbar  nur 
einen  der  Punkte  M^,  M^  in  Bewegung  bringen.  Wenn  der  Punkt  M^ 
in  Bewegung  kommt,  so  bleibt  M^  von  selbst  fest  und  kann  nur  dann 
sich  zu  bewegen  anfangen,  wenn  die  Kurbel  O^M^  eine  volle  Um- 
drehung ausgeführt 
hat.  Durch  eine  ganz 
kkineAbweichung  von 
der  normalen  Form  des 
Mechaniamus ,    z.    B. 

durch  eine  kleine  Ver-         ^i^        '*•• •'*     \        >v-M 

rückung  der  Axe  0  in  / 
der  Richtung  der  Dia-  1^     ^ 
gonale  0^  0  wird  sehr   \     ^ 
leicht    eine     automa- 
tische   Abwechselung 
der    Drehungen     der 
Punkte  M^,    M^    er- 
reicht, ähnlich,  wie  es 
im  §  6  beim  Systeme 
A  gezeigt  wurde,  mit 
dem  Unterschiede  aber,  f 
1.  dass  jetzt  die  An-  \ 

fanggrichtung  der  vier    V .^.^ 

Kurbeln      willkürlich 

genommen  werden  kann,  2.  dass  während  der  Bewegung  selbst  die 
Richtung  der  festgehaltenen  Kurbel  0^  M^  um  einen  beliebigen  Winkel 
ventellt  werden  kann,  und  3.  dass  wir  jetzt  vier  Punkte  haben,  von 
denen  jeder  als  fester  oder  als  Führungspunkt  genommen  werden  kann. 
In  demselben  Mechanismus  (Fig.  16)  ist  die  Bewegung  der  Punkte 
A,  By  Cy  D  und  E  bemerkenswert.  Wenn  wieder  der  Punkt  M^  fest- 
gehalten  und  M  gefuhrt  wird,  so  beschreibt  der  Punkt  A  abwechselnd 
einen  Kreisbogen  vom  Radius  M^A  und  einen  ganzen  £[reis  vom 
Radius  r;  dasselbe  findet  auch  beim  Punkte  B  statt.  Die  Punkte  C 
und  D  beschreiben  abwechselnd  Kreisbögen,  die  den  Punkt  M^  zum 
Mittelpunkte  haben,  und  bleiben  abwechselnd  stehen.  Die  Bahn  des 
Punktes  E  setzt  sich  aus  zwei  sich  unter  einem  Winkel  schneidenden 

14* 


är  emigeinwenoT 

Kreisbögen  zusammen,  für  welche  die  Punkte  C  und  D  während  des 
Stillstandes  derselben  als  Mittelpunkte  dienen. 

Derselbe  Mechanismus  kann  auch  dazu  dienen,  um  die  kontinuiei^ 
liehe  Bewegung  des  Punktes  M  ia  intermittierende  Halbkreisbewegungen 
der  drei  übrigen  Punkte  zu  traiiBformieren,  Die  automatische  Ab- 
wechslung dieser  Bewegimgeu  wird  aber  nicht  mit  demselben  Erfolge 
erreicht,  wie  es  oben  gezeigt  wurde. 

Das    Gelenkavstem   B  oder  C  kann  dazu  dienen,  um   eine  Linie 


zu  zeichnen,   welche  aus   Abschnitten  z\ 
gebener  Linien  sich  zusammensetzt.    Es 

und  Mj  durch  hiuxugettigte  zwangläufige  Mechani 


oder  dreier  ge- 
ien  die  Punkte  M^,  M. 
smen  gezwungeu.  auf 


drei  Linieu  öj,  a^,  a^  zu  bleiben.  Weim  wir  die  Punkte  M^  und  Jf, 
festhalten,  so  beschreibt  der  Punkt  M  eine  mit  der  Linie  e,  identische 
(im  Falle  des  Sj'stems  B)  oder  derselben  ähnliche  (im  Falle  des 
Systems  C)  Linie.  In  der  Figur  17  wird  da«  System  B  benutzt.  Da 
übrigens  die  fest«  Scbiebungsgerade  M^M^  jetzt  zwischen  den 
Punkten  M,  imd  M  liegt,  so  erscheint  diese  Linie  in  einer  zur 
Linie  a^  symmetrischen  Lage,  Wenn  wir  weiter  anstatt  des  Punktes 
Mf  den  Punkt  Jtfj  in  eiuer  neuen  Lage  Mj  testhalten,  so  setzt  der 
Pimkt  M  seine  Bewegung  in  einer  mit  der  Linie  «,  identischen  Linie 
fort;   ebenso   durch   das   Festhalten    der  Punkte  M^  und  3/,  und  dai 


und  dM^[ 
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Freilassen  des  Punktes  M^  kann  man  den  Punkt  M  eine  mit  der  Linie  0^ 
identische  Linie  besehreiben  lassen.  Die  einzebien  Abschnitte  der 
drei  Linien  (f^^  6^,  6^  können  von  beliebiger  Grösse  sein  und  in  be- 
liebiger Ordnung  folgen. 

10.  Mechanismen  der  Gruppe  II,  b.  Diesem  Falle  entspricht 
IL  a.  ein  zweiter  Mechanismus  zur  Verdoppelung  der  Drehungen,  welcher 
dem  Mechanismus  von  §  7  analog  ist.  Wenn  der  Punkt  M^^  fest- 
gehalten wird,  die  Punkte  M^  und  M^  sich  auf  Kreisen  zwangläufig 
bewegen  und  die  Winkelgeschwindigkeit  eines  dieser  Punkte  doppelt 
so  gross  ist  wie  diejenige  des  anderen,  so  beschreiben  alle  Punkte  des 
affiB-veränderlichen  Systems  Pascalsche  Schneckenlinien.  Wird  also  der 
Punkt  M  auf  der  ent- 
sprechenden Pascalschen  *^**"  ^®* 
Linie  gefuhrt,  so  bleibt 
das  Verhältnis  der  Win- 
kelgeschwindigkeiten der 
Punkte  Jlf,,  M^  beständig 
gleich  zweL  Ein  ent- 
sprechender Mechanismus 
ist  in  der  Figur  18  dar- 
gestellt, wobei  der  Ein- 
fachheit wegen  der  Mecha- 
nismus zur  Führung  des 
Punktes  M  (§  7)  ausge- 
lassen ist. 

Wenn  die  Punkte  M^ 
und  Jfj  durch  ein  Paar 
von  Zahnrädern,  welches  einem  gegebenen  Oeschwindigkeitsverhältnisse 
entspricht^  Terbunden  werden,  so  beschreibt  der  Punkt  M  eine  cyklische 
Kurve. 

Wenn  die  Punkte  M^  und  M^  durch  Zahnräder  und  Prismenpaare 
gezwungen  werden,  geradlinige  harmonische  Bewegungen  von  ver- 
schiedenen  Perioden  und  verschiedener  relativer  Phase  zu  vollführen, 
so  bekommt  man  ein  bequemes  Mittel,  die  Kurven  von  Lissajous  zu 
zeichnen. 

11.  Mechanismen  der  Gruppe  II,  c.  Ein  Gelenksystem,  welches 
zu  dieser  Gruppe  gehört,  kann  dazu  dienen,  um  die  Bewegung  eines 
Punktes  auf  irgend  einer  Linie  in  die  Bewegungen  auf  zwei 
anderen  gegebenen  Linien  zu  zerlegen.  Dazu  müssen  der  Pimkt 
Jfj  eines  Systems  B  festgehalten  und  zwangläufige  Mechanismen  fttr  die 
Bewegung  der  Punkte  Jtf,  und  M^  in  gegebenen  Linien  hinzugefügt  werden. 
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Wenn  diese  letzteren  Mechanismen  Geradfuhningen  sind^  so  wird 
die  Bewegung  des  Punktes  M  derart  in  zwei  geradlinige  zerlegt,  im 
die  Punkte  M^  und  M^  unmittelbar  die  geradlinigen  Koordinaten  des 
Punktes  M  bestimmen.  Als  spezielle  Anwendungen  des  Gesagten  fuhren 
wir  noch  folgende  Mechanismen  an. 

Wenn  der  Punkt  M  mittelst  einer  Kurbel  auf  einem  Kreise  gleich- 
massig  geführt  wird^  so  sind  die  Bewegungen  der  Punkte  M^  und  If, 
einfache  harmonische,  aber  von  yerschiedener  relativer  Phase,  welche 

von   dem   Winkel 

hängt.  ^) 

Wenn  die  ge- 
radlinigen Bahnen 
der  Pimkte  Jlf,  und 
M^  aufeinander 

senkrecht    stehen, 

der  Punkt  3f  aher 

mittelst  eines  Anti- 

parallelogramms 

auf  einer  Lemnis- 

kate')  geführt 
wird,  deren  Aien 
den    Bahnen    der 
Punkte  Jtf,  und  M^ 

parallel  sind 
(Fig.  19),  so  macht 
einer  dieser  Punkte 
zweimal     so    viel 

Schwingungen  als  der  andere.    Übrigens,  wenn  eine  dieser  Schwingungen 
eine  harmonische  ist,  so  ist  die  andere  keine  genaue  harmonische. 

Wenn  die  Axen  der  Lemniskate  um  den  Winkel  x/i  gedreht 
werden  (Fig.  20),  so  erfolgt  die  schwingende  Bewegung  der  Punkte  M^ 
und  M^  derart,  dass  sie  abwechselnd  in  ihren  mittleren  Lagen  stehen 
bleiben. 

12.  Mechanismen  der  Gruppe  II,  d.  Dieser  Fall  kommt  dar- 
auf  hinaus,  dass  die  Descartes'schen  Koordinaten  dreier  Grundpunkte 
als  Funktionen  von  einer  derselben  oder  dass  alle  sechs  Koordinaten 
als   Funktionen   der  Zeit  gegeben  sind.     Wenn  man   die   Bewegungs- 


1)  Man  vergl.  §  7. 

2)  Burmester,  Lehrbuch  der  Kinematik,  S.  306. 
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gleichungen  für  einen  vierten  Punkt  M  des  affin- veränderlichen  Systems 
aufstellt^  so  erkennt  man  die  Möglichkeit,  einen  Grelenkmechanismus 
iiir  eine  solche  Bewegung  des  Punktes  M  zu  bilden,  in  welcher  seine 
Koordinaten  als  dreigliedrige  Funk- 
tionen der  Zeit  gegeben  sind.  Es 
wird  natürlich  vorausgesetzt,  dass 
durch  ergänzende  Oelenkmechanis- 
men  die  Bewegung  der  drei  Grund- 
punkte mit  den  für  sie  gegebenen 
Geschwindigkeitsverhältnissen  erzielt 
werden  kann«  Wenn  aber  dieses 
nicht  der  Fall  ist,  so  besitzen  wir. 
doch  ein  bequemes  Mittel,  um  ver- 
möge des  Systems  B  oder  G  punkt- 
weise eine  Kurve  zu  bestimmen, 
deren  Koordinaten  dreigliedrige 
Funktionen  der  Zeit  sind. 

13.  Mechanismen  der  Gruppe  II,  e.  Für  diesen  Fall  wollen 
wir  nur  folgendes  Beispiel  anführen.  Im  Gelenksysteme  B  sollen  die 
Punkte  Jfi,  M^y  M^,  M  Kreise  beschreiben,  deren  Radien  gleich  sind 
und  deren  Mittelpunkte 
Oj,  0,,  Oj,  0  in  den 
Ecken  eines  Rechtecks 
liegen.  Die  Anfangs- 
lagen der  vier  Kurbeln 
0,M,,  0,M,,  0,M,, 
OM  können  einander 
parallel  genommen  wer- 
den, wie  es  in  Fig.  21 
dargestellt  ist  Wenn 
die  Kurbeln  O^M^  und 
9^  3f}  mit  gleicher 
Winkelgeschwindigkeit, 
aber  in  entgegenge- 
setzten Richtungen  ge- 
dreht werden,  so  werden 

sich  auch  die  zwei  anderen  Kurbeln  ebenso  drehen,  wobei  die  Be- 
wegnngsrichtungen  der  Punkte  Jfj,  Jfj  und  diejenigen  der  Punkte  ilf^,  M 
entweder  zusammenfallen  oder  entgegengesetzt  sein  können.  Wenn  der 
erstere  Fall  eintritt,  so  werden  die  vier  Punkte  nach  einer  halben  Um- 
drehung die  Lagen  M^j  M^,  M^,  M  einnehmen.    Bei  der  weiteren  Be- 


ug. 21. 
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wegong   der   Punkte  M^y  M^   können   die  zwei  anderen  Punkte  ihre 
Bewegungsrichtungen  entweder  behalten  oder  umkehren.    Im  letzteren 
Falle  wird  die  kontinuierliche  Kreisbewegung  der  Punkte  itf^,  Jf,  in 
eine  hin-  und  hergehende  Halbkreisbewegung  der  Punkte  M^,  M  trans- 
formiert.    Um  diese  Bewegung  zu  bekommen,  kann  man  in  den  End- 
lagen  der   Punkte    M^  und   M  Stifte  mit  Federn  anbringen,  um  das 
Umschlagen  des  Mechanismus  zu  yerhindem.    Das  kann  übrigens  auch 
vermieden  werden,  da  wegen  der  Nachgiebigkeit  der  Olieder,  der  Reibung 
und   der,   wenn   auch   noch  so    kleinen  Schwankungen   an  den  Dreh- 
paarungen  die  Punkte    M^  und  M  nicht  vollkommen  ihre  Endlagen 
M^  und  M'  erreichen  und  daher  von  selbst  ihre  Bewegungsrichtungen 
umkehren.     Zur   Verwirklichung    4er    beschriebenen    Bewegung   muss 
noch  an  den  Punkten  M^,  üf,,  um  ihre  Gegenläufigkeit  zu  erhalten, 
ein  „Reyersor''  angebracht  werden,  wozu  auch  ein  Gelenksystem,  z.  B. 
der  Reversor  von  Delaunay^),  benutzt  werden  kann. 

Fig.  88. 


14.  Mechanismen  der  Gruppe  II,  f.  Um  einen  fünften  Pun^ 
des  affin-yeranderlichen  Systems  in  Betracht  zu  ziehen,  muss  man  das 
System  C  mit  einem  anderen,  eben  solchen  Systeme  auf  solche  Weise 
verbinden,  dass  die  beiden  Systeme  drei  Grundpunkte  gemeinsam  haben. 
Das  ganze  Gelenksystem  enthält  dann  im  allgemeinsten  Falle  32  Glieder 
(Fig.  22).  Diese  Zahl  vermindert  sich  aber,  wenn  anstatt  eines  oder 
beider  der  Systeme  G  das  System  B  benutzt  werden  kann.     Als  An- 

1)  Delauuay:  Transformation  derDrehimgen  und  Zeichnen  von  Kurven  mittelst 
Qelenkmechanismen.    Dissert.  (russisch)  1894.    S.  30. 
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wendang    des    betrachteten  Falles    erwähnen'  wir  die  Zerlegung  einer 
gegebenen  Bewegung  in  vier  Bewegungen  auf  vier  gegebenen  Linien. 

Wenn  die  fQnf  Punkte  mit  fünf  Geradfuhrungen  verbunden  werden, 
so  stellt  das  Gelenksystem  die  einfachste  Bewegung  des  affin-verander- 
liehen  Systems,  die  einförmig-geradlinige  Bewegung  dar. 

Wenn  einer  von  den  fünf  Punkten  statt  der  geraden  Linie  einen 
Kreis  gleichmassig  zu  beschreiben  genötigt  wird,  so  sind  die  Bewegungen 
der  vier  übrigen  Punkte  einfache  harmonische,  von  gleicher  Periode, 
aber  von  verschiedenen  Phasen  und  Amplituden.  Somit  ist  das  Mittel 
gegeben  y  eine  harmonische  Bewegung  in  drei  andere  von  derselben 
Periode^  aber  von  verschiedenen  Phasen  und  Amplituden  auf  gegebenen 
Geraden  zu  verwandeln. 

Die  Fälle,  wo  zwei,  drei  oder  vier  geradlinige  Bewegungen  durch 
Kreisbewegungen  ersetzt  werden,  führen  zu  Mechanismen,  welche  dem 
Mechanismus  von  §  8  (Fig.  13)  analog  sind. 

Wenn  alle  fünf  Punkte  durch  Kurbeln  auf  Kreisen  zu  bleiben  ge- 
nötigt werden,  so  können  u.  a.  die  Mittelpunkte  und  die  Badien  dieser 
Kreise  auf  unendlidi  viele  Arten  so  genommen  werden,  dass  alle  fünf 
Kurbeln  sich  mit  gleicher  Winkelgeschwindigkeit  drehen. 


218  ^eue  Logarithmische  Rechentafel. 


Nene  Logarithmisclie  Rechentafel. 

Von  Reiwhold  Proell  in  Dresden. 

Jedermann  kennt  den  unschätzbaren  Vorteil^  welchen  die  Loga- 
rithmen bei  numerischen  Rechnungen  bieten,  zumal  wenn  sie,  wie  bei 
dem  bekannten  Rechenstab,  durch  eine  Skala  dargestellt  sind,  die  un- 
mittelbar das  Aneinandersetzen  der  Logarithmenwerte  gestattet.  Da  die 
Genauigkeit  solchen  Rechnens  mit  wachsender  Skalenlänge  steigt,  so 
hat  man  vielfach  versucht,  eine  fortlaufende,  sehr  grosse  Skala,  aber  in 
eine  Anzahl  gleich  langer  Stücke  zerschnitten,  zu  verwenden  und  diese 
Stücke  reihenformig  in  gleichen  Abständen  von  einander  auf  einer 
Untertafel  angeordnet.  Eine  durchsichtige,  kongruente  Obertafel,  welche 
beim  Rechnen  auf  jene  gelegt  wird,  dient  dazu,  die  Logarithmen  nach 
Belieben  zu  addieren  und  zu  subtrahieren.  Hierbei  ist  jedoch  eins  zu 
beachten.  Bei  obiger  einfacher  Anordnung  fSüt  nämlich  das  Resultat 
in  der  Mehrzahl  der  Fälle  beim  Aneinandersetzen  der  Logarithmenwerte 
ausserhalb  des  Rahmens  der  Tafeln,  kann  also  nicht  abgelesen  werden: 
man  hat  sich  daher  genötigt  gesehen,  auf  der  Untertafel  jede  Teilskala 
nicht  weniger  als  viermal  zu  wiederholen,  ihr  selbst  damit  vierfeches 
Format  zu  geben.  Tafeln,  welche  auf  diesem  Gedanken  beruhen,  sind 
z.  B.  die  von  Scherer  und  Hannyngton.^)  Leider  giebt  man  damit 
je<loch  einen  grossen  Teil  des  errungenen  Vorteils  wieder  preis;  denn 
jene  Wiederholung  der  Einzelskalen  lässt  die  Tafel  nur  ein  Viertel  der- 
jenigen Genauigkeit  erlangen,  welche  bei  gleichem  Format  sich  wohl 
erreichen  liesse,  wäre  ein  Rechnen  ohne  jene  Wiederholung  möglich. 

Dass  letzteres  aber  in  der  That  der  Fall  ist,  und  sogar  auf  eine 
überraschend  einfache  Weise  geschehen  kann,  erkennt  man  durch 
folgende  Überlegung: 

Man  denke  sich  eine  fortlaufende,  sich  nicht  wiederholende  loga- 
rithmische Skala  als  Schraubenlinie  auf  einen  geraden  Kreiscylinder  so 

1)  Ver^l  Dyck'i  Katalog  mathematischer  Instrumente,  München  1892.  S.  Ult 
Nr.  8  u.  S.  UO,  Nr.  6. 
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aufgewickelt,  dass  Aufuigs-  und  Endpunkt,  die  beiden  ,,Einspunkte'' 
AB  der  Skala,  senkrecht  untereinander  zu  liegen  kommen.  (S.  Fig.  1.) 
Ein  zweiter,  durchsichtiger  und  reiBchieblicher  Cylinder,  der  jenen 
dicht  umschliesst  und  die  gleiche  schraubenlinienformig 
angeordnete  Skala  tragt,  ermöglicht  das  AneinanderBelsen 
der  Logarithmenwerte  und  damit  dieselben  Rechenopera- 
tionen, die  mit  einem  gewöhnlichen  Rechenstab  ausge- 
führt werden  können,  wie  es  ja  auch  bereits  Apparate 
giebt,  die  hierauf  beruhen.  ^)  Nun  denke  man  sich  inneren 
nnd  äuiseren  Cylinder  längs  der,  Anfangs-  und  Endpunkt 
der  Skala  verbindenden  Mantellinie  AB  aufgeschnitten 
und  in  die  Ebene  gerollt.  Dann  wird  aus  dem  äusseren 
Cylinder  eine  Obertafel,  aus  dem  inneren  eine  unter- 
tafel,  die  einzelnen  Gänge  der  Schraubenlinie  werden 
parallele  Zeilen,  d.  h.  wir  erhalten  zwei  Tafeln,  bei 
welchen  eine  fortlaufende  grosse  logarithmische  Skala 
in  eine  ATi7Ahl  gleich  langer,  reihenformig  angeordneter, 
aber  sich  nicht  wiederholender  Einzelskalen  zerlegt  ist. 
Dass  man  mit  einer  solchen  Tafel  in  der  Ebene  dieselben 
Rechenoperationen  ausführen  kann,  wie  mit  der  schrauben- 
linienformigen  Skala  im  Räume,  erkennt  man  jetzt  nach 
obigem  unschwer.  Man  muss  sich  nur  eins  vergegen- 
wärtigen, dass  nämlich  beim  Aufschneiden  des  Cylinders 
gewissermassen  eine  Teilung  der  Einspunkte  Ä  und  B 
in  je  zwei  völlig  gleichberechtigte  Punkte  Ä^  A^  und  B^  B^ 
vor  sich  geht,  die  bei  einer  Afi&nverwandlung  der  ein- 
zelnen Zeilen  in  eine  zu  den  Schlusslinien  ^.^^2  und  A^By^ 
senkrechte  Richtung  ihre  Lage  auf  diesen  Schlusslinien  nicht  ändern. 
(S.  Fig.  3.)  Diese  vier  „Einspunkte"  sind  charakteristisch  fÖr  die  Tafel 
nnd  spielen  fOr  sie  dieselbe  Rolle  wie  Anfangs-  und  Endpunkt  der 
Skala  eines  einfachen  Rechenstabes  fär  diesen.  So  erfolgt  z.  B.  die 
Diyision  dadurch,  dass  man  den  Dividenden  auf  der  Obertafel  aufsucht, 
ihn  mit  dem  auf  der  üntertafel  aufgesuchten  Divisor  zur  Deckung 
bringt  und  das  Resultat  auf  der  Obertafel  an  derjenigen  Stelle  abliest, 
aaf  welche  ein  Einspunkt  der  üntertafel  zeigt.  Praktisch  ist  es  von 
grossem  Vorteil,  wenn  man  auf  der  Obertafel  den  Sinn  umkehrt  (s.  Fig.  4), 
i  h.  dieselbe  aus  der  Untertafel  durch  Drehung  um  180®  entstehen 
lägst,  sodass  sich  bei  völliger  Deckung  beider  Tafeln  immer  je  zwei 
reciproke  Werte  gegenüberstehen.    Dann  erfolgt  das  Multiplizieren,  wie 


1)  Vergl.  Füller' s  Apparat,  Dyck's  Katalog  S.  142,  Nr.  9. 
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Fig.  i. 
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das  oben  beschriebene  Dividieren;  d.  h.  indem  man  beide  Faktoren  zur 
Deckung  bringt   und   das   Resultat   auf  der  Obertafel   an  demjenigen 

Einspunkt  der  üntertafel  abliest, 
der  bei  dieser  Einstellung  inner- 
halb des  Rahmens  der  Obertafel 
fallt  Dagegen  dividiert  man 
zwei  Zahlen  durcheinander^  in- 
™  dem  man  den  Dividenden  auf 
der  Obertafel  aufsucht^  ihn  auf 
^^^  einen  Einspunkt  der  üntertafel 
^  stellt  und  das  Resultat  auf  der 
Obertafel  an  der  von  dem  Divisor 
der  Untertafel  angezeigten  Stelle 
abliest.  Welchen  von  den  vier 
Einspunkten  man  hierbei  za 
wählen  hai^  geht  aus  der  Lage 
des  Divisors  auf  der  Untertafel 
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hervor;  da  derselbe  das  Resultat  anzeigt^  muss  er  innerhalb  des  Rahmens 
der   Obertafel   fallen.     Dieses   infolge   der  Auswahl   unter   vier  Eins- 
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punkten  auf  den  ersten  Blick  vielleicht  nicht  einfach  genug  scheinende 
Verfahren  kann  auch  dadurch  ersetzt  werden,   dass  man  zuerst  beide 


Von  Reimhold  Proell. 


221 


Tafeln  zu  völliger  Deckung  bringt,  auf  der  Untertafel  den  Divisor 
auäncht,  dadurch  auf  der  Obertafel  den  reciproken  Wert  desselben 
findet  and  auf  diese  Weise  die  Division  unmittelbar  in  die  so  überaus 
bequeme  Multiplikation  überfuhrt 

Aber  die  Tafeln  erfüllen  neben  bedeutender  Raumersparnis  noch 
einen  weiteren  Zweck.  Sie  gestatten  nämlich,  Quadrat-  und  Eubik- 
wuizehi  auf  eine  Weise  zu  ziehen,  die  fast  noch  einfacher  genannt 
werden  darf,  als  das  für  Multiplikation  und  Division  angegebene  Yer- 


Fig.  4. 
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fahren.  Beide  Rechenoperationen  erfolgen  nur  mit  Hilfe  einer  Tafel, 
z.  B.  der  Untertafel,  und  geschehen,  ähnlich  wie  das  Rechnen  mit 
d'Ocagne's  „abaques  ä  alignement^^  mittels  geradliniger  Verbindung 
entsprechender  Punkte  (z.  B.  durch  Anlegen  einer  Kante  der  durch- 
sichtigen Obertafel).  Wünscht  man  die  Quadratwurzel  aus  einer  Zahl  a 
zu  ziehen,  so  hat  man  a  nur  mit  einem  Einspunkt  zu  verbinden  und 
den  Schnittpunkt  mit  der  die  Verbindungslinie  halbierenden  Zeile  zu 

suchen.  Dieser  giebt  unmittelbar  "j/a  an.  Welchen  der  vier  Einspunkte 
man  hierbei  wählt,  sagt  folgende  Regel:  Ä^  und  A^  entsprechen  den 
einstelligen,  B^  und  B^  den  zweistelligen  Zahlen.  Ist  die  Zeile,  auf 
welcher  A  steht,  links  durch  einen  Halbkreis  markiert,  so  muss  ein 
linker  Einspunkt,  ist  der  Halbkreis  rechts,  so  muss  ein  rechter  Eins- 
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punkt  gewählt  werden.     Damit  entspricht  jedem  bestimmten  Falle  ein 

bestimmter  Einspunkt^  z.  B.  Ylfi  (7,0  ist  mit  A^  zu  verbinden)  =  2,646, 

yiÖ  (7,0  mit  B^  zu  verbinden)  =  8,37.     /ö  =  2,449;  ]/6Ö  =  7,75. 

Auf  ähnliche  Weise  erfolgt  auch  das  Kubikwurzelziehen.  Zu  dieMDi 
Zwecke  sind  auf  der  Untertafel  neun  durch  Kreise  markierte  Punkte 
angegeben,  welche  in  gleicher  Weise  wie  die  Zeilen  durch  römische 
Zahlen  cyklisch  numeriert  sind.  Von  ihnen  sind  die  ersten  drei  auf 
der  Geraden  A^A^  gelegen  und  entsprechen  den  einstelligen  Zahlen 
Die  zweiten  drei  Punkte  liegen  auf  einer  Parallelen  zu  A^A^  dnrch 
den  Mittelpunkt  der  Tafel  und  entsprechen  den  zweistelligen  Zahlen. 
Die  letzten  drei  Punkte  sind  auf  B^B^  gelegen  und  gelten  für  die  drei- 
stelligen  Zahlen.  Man  zieht  nun  die  Kubikwurzel  aus  einer  Zahl  a, 
indem  man  a  mit  demjenigen  der  drei  in  Frage  kommenden  Punkte 
verbindet,  der  die  gleiche  römische  Nummer  trägt,  wie  die  Zeile,  auf 
der  a  steht.  Dann  liegt  die  gesuchte  Kubikwurzel  auf  der  Verbindungs- 
linie  im    ersten   Drittel   vom    markierten  Punkte  aus  gerechnet,  z.  B. 

Y^  =  1,300;  f/22  =  2,802;  \^220  =  6,04. 

Was  den  Beweis  für  beide  Verfahren  anlangt,  so  wird  es  genügen, 
die  Orundzüge  desselben  an  der  Hand  des  Kubikwurzelziehens  anzu- 
deuten. 

Wir  unterscheiden  hierbei  neun  Fälle,  je  nachdem  a  einstellig, 
zweistellig  oder  dreistellig  und  je  nachdem  es  auf  einer  (3n  —  2)ten, 
(3n — l)ten  oder  Snten  Zeile  gelegen  ist,  und  setzen  im  nachfolgenden 
2  (3m  —  1)  z.  B.  10  Zeilen  voraus.  Jede  Zeile  habe  die  Länge  z.  Die 
Zeilen  haben  gleichen  Abstand  von  einander. 

1.  Die  Zahl  a=^a^  ist  einstellig  und  auf  der  (3n  —  2)ten  Zeile 
gelegen,  a^  ist  nach  der  Regel  mit  A^  zu  verbinden  und  von  A^  aus 
das  Drittel  zu  nehmen  (S.  Fig.  2).  Dadurch  kommt  man  zu  einer 
Zahl  Xy  die  auf  der  nten  Zeile  gelegen  und  von  A^B^  um  q  entfernt 
ist,  wenn  ^iq  der  Abstand  der  Zahl  a  von  A^B^  ist     Es  ergiebt  sich 

dalier  die  Beziehung 

log  x  =  [n  —  \)z  +  q 

logq^  =  (3n- 3)ir  +  3g 

woraus  x  =  |^  a,  folgt 

2«  Die  Zahl  a  =  a^  ist  zweistellig,  also  o,  =  lOa^  und  auf  der 
(3  h  ~  2^ten  Zeile  gelegen,  a,  ist  mit  Punkt  I  der  zweiten  Punkt- 
grup^ie  KU  verbinden  und  von  I  aus  das  Drittel  zu  nehmen.  Dies 
tlUirt  XU  einer  Zahl  y,  die  zu  der  im  vorigen  Falle  gefundenen  Zahl 
»r  in  l>e8tinnwter  Beziehung  steht  y  liegt  auf  der  (^n  +  2w  —  l)ten 
Zoile.     Es  folgt  daher 
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logy  =  («  +  2»,-2)g  +  |  +  ^^  =  (n-l);g  +  g  +  '^""3~'^' 
oder,  da  2  (3ot  —  1)  g  =1  =log  10  ist, 

3.  Die  Zahl  a  =  a^  ist  dreistellig,  also  Og  =  lOOai  und  auf  der 
(3n  —  2)ten  Zeile  gelegen,  a^  ist  mit  B^  zu  verbinden  und  das  Drittel 
zu  nehmen.  Dadurch  erhält  man  eine  Zahl  js,  welche  auf  der  (»+ 4  w — 2)ten 

Zeile  gelegen  und  von  -4g -B^  um  — ~^  entfernt  ist  Man  hat  daher 
hgis^(n  +  4m-2)z-  '-^^  =^  {n  -  1)  z  +  q  + ^[2  (3m  -  l)  e] 

=  log  a;  +  3  log  10 

In  ähnlicher  Weise  ist  der  Beweis  für  die  übrigen  6  Fälle,  d.  h.  für 
die  Zahlen  der  (3n  —  l)ten  und  3nten  Zeile,  sowie  für  das  Quadrat- 
wnrzelziehen  zu  führen. 

Zum  Schlüsse  sei  noch  bemerkt,  dass  eine  Tafel,  welche  auf  den 
ang^ebenen  Grundsätzen  beruht,  demnächst  im  Handel  erscheinen  wird. 
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über  empirisclie  Funktionen  nnd  die  Interpolation 
zwischen  äqnidistanten  Ordinaten. 

Von  C.  Runge  in  Hannover. 

Die  Abhängigkeit  zwischen  zwei  messbaren  Grössen  kann,  strenge 
genommen,  durch  Beobachtung  überhaupt  nicht  gefunden  werden.  Denn 
selbst  wenn  man  von  den  Beobachtui^sfehlem  absehen  und  die  Be- 
obachtungen ab  absolut  genau  voraussetzen  wollte,  so  bliebe  doch 
immer  der  Umstand,  dass  durch  Beobachtung  immer  nur  eine  diskrete 
Reihe  einander  entsprechender  Wertepaare  der  beiden  Grössen  gefanden 
werden  könnte.  Selbst  wenn  wir  die  Reihe  als  unendlich  voraus- 
setzten, so  würde  nicht  einmal  eine  „analytische''^)  Funktion  dadurch 
bestimmt  sein.  Gesetzt  z.  B.,  es  seien  für  eine  unendliche  Reihe  von 
äqnidistanten  Werten  der  einen  Grösse  die  Werte  der  andern  Grosse 
absolut  genau  bekannt,  so  wäre  das  Abhängigkeitsverhältnis  damit 
noch  nicht  gegeben,  selbst  dann  nicht,  wenn  wir  nur  nach  der  „analy- 
tischen'' Funktion  fragen,  die  das  Abhängigkeitsverhältnis  darstellen 
soll.  Denn  es  ist  klar,  dass  man  auf  mannigfache  Weise  eine  perio- 
dische Funktion  bilden  kann,  die  für  aUe  jene  äqnidistanten  Werte 
verschwindet  und  daher,  zu  einer  Funktion  addiert,  ihre  Werte  an  jenen 
Stellen  nicht  ändert.  Dennoch  betrachtet  man  in  den  beobachtenden 
Wissenschaften  eine  Funktion  durch  eine  solche  Tabelle  ihrer  Werte 
als  wohl  definiert,  sobald  die  Argumente  nur  hinreichend  nahe  anein- 
ander liegen.  Wie  dicht  sie  liegen  müssen,  darüber  werden  meines 
Wissens  klare  Kriterien  nicht  aufgestellt.  Man  beschränkt  sich  darauf 
zu  verlangen,  dass  die  beobachteten  Werte  graphisch  aufgetragen  eine 
„glatte  Kurve"  geben.  Eine  Wellenlinie,  die  zwischen  je  zwei  auf- 
einanderfolgenden beobachteten  Punkten  ein  Maximum  oder  Minimum 
hätte,  würde  man  stillschweigend  ausschliessen. 

Dieses  übliche  Verfahren  kann  in  der  That  auch  mathematisch  ge- 
rechtfertigt werden. 

Man  kann  nämlich  auch  durch  eine  Tabelle  eine  Funktion  wohl 
definieren,  wenn  man  zugleich  ein  Interpolationsverfahren  vorschreibt, 


1)  Im  Sinne  von  Weierstrass. 
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mit  Hülfe  dessen  die  zwischenliegenden  Werte  gefunden  werden  sollen. 
Allerdings  liegt  eine  gewisse  Willkür  in  der  Wahl  des  Interpolations- 
rerfahrens.  Vor  allem  bieten  sich  zwei  Möglichkeiten  dar^  die  wir 
beide  einer  näheren  Betrachtung  unterziehen  wollen. 

Erstes  Verfahren.  Es  sei  x  die  unabhängige  Veränderliche  und 
es  seien  die  Werte  der  Funktion  ^  x  =  Oy  h,  2hy . . .  gegeben.  Man 
bilde  dann  eine  ganze  Funktion  ersten  Grades  gi{x)j  die  für  x  >=  0  und 
x^h  die  gegebenen  Werte  annimmt,  eine  ganze  Funktion  zweiten 
(rrades  p's(x),  die  für  :t;  =^  0,  /i^  2A  die  gegebenen  Werte  annimmt  u.  s.  f. 
eine  ganze  Funktion  nten  Grades  g^i^),  die  ftLr  o; «  0,  h,  2hj  , ,  ,nh 
die  gegebenen  Werte  anninmit.  Dann  fragt  es  sich,  ob  lim  ^„(x)  kon- 
rergent  ist.  So  weit  die  Eonrergenz  reicht,  so  weit  lässt  sich  dann 
die  Funktion  durch  lim  g^{x)  definieren. 

Zweites  Verfahren.  Die  Werte  der  iFunktion  seien  für  a:  «=  o, 
+  &,  +  ^^7  '  '  '  gegeben.  Man  bilde  eine  ganze  Funktion  ersten 
Grades  Gi{x\  die  für  a;  =  0  und  a:  =  A  die  yorgeschriebenen  Werte 
anninmit^  eine  ganze  Funktion  zweiten  Grades  G^{x)y  die  für  a;  =  —  A, 
X  =  0,  a:  =  +  A  die  yorgeschriebenen  Werte  annimmt  u.  s.  f.,  eine 
ganze  Funktion  (2w  —  l)ten  Grades  Gj„-i(a?),  die  für  a;  =  —  (n  —  1)A, 
—  (n  —  2)A,  . . . ,  0,  A, . . . ,  +  nA  die  yorgeschriebenen  Werte  an- 
nimmt und  eine  ganze  Funktion  2 nten  Grades  G^^(x) ,  die  für 
X  —  —  nA,  . . . ,  0,  .  . . ,  +  «A  die  yorgeschriebenen  Werte  annimmt. 
Dann  fragt  es  sich,  ob  lim  Gi{it)  konyergent  ist.  So  weit  die  Eon- 
Tergenz  reicht,  ist  dann  die  Funktion  durch  lim    Gi{x)  zu  definieren. 

Es  ist  lehrreich,  einige  einfache  Beispiele  nach  diesen  beiden  Ver- 
fahren durchzuführen  und  zu  sehen,  an  welche  Bedingungen  die  Eon- 
Teigenz  geknüpft  ist. 

Erstes  Verfahren.  Die  für  o?  ==  0,  A,  2A,  .  .  .  yorgeschriebenen 
Werte  seien:  1,  e*,  e**, .  . . 

Schreibt  man: 

„  fs                I              ,           x(x-~h)    .             ,          x(x  —  Ä)  .  .  (x  —  (n  —  1)  Ä) 
9M  =  Oo  +  »1^  +  ««  -TTa       +"'+^n  — 1.2.3. ..n ' 

90  ergiebt  die  Differenzenrechnung  bekanntlich  a»A*  «=  z/"^^  (für  x  «=  0). 
In  unserm  Fall  ist  daher 

a^h"  =  (e*  —  1)" 

ond,  wenn  man  e*  —  1  =  t*,  ^  =  v  setzt 

-  /  \       1    I  I      1  ^  (^  —  1)    1  I      •  V  (v  —  1)  •  •  («  —  n  + 1) 

9^{x)^l  +  u-v^-  t*«-\__J  +  . .  .  +  u-  -— i-2...n 

Mithin  ist  gj^x)  gleich  der  Summe  der  ersten  n  -\-  \  Glieder  in  der 
binomischen  Reihe  ftlr  (1  +  uy.     Für  die  Werte  von  x,  die,  nicht  in 

ZtilMhriik  f.  Mathematik  n.  Physik.  46.  Band.  1901.  1.  n.  2.  Heft.  15 
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der  Tabelle  vorkommen^  ist  v  nicht  gleich  einer  ganzen  positiTen  ZabL 
Die  binomische  Reihe  f&r  (1  +  u)^  ist  alsdann  unendlich,  und  damit 
sie  konvergiert;  darf  u  dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  grosser  ab 
1  sein,  oder  was  desselbe  ist,  h  muss  entweder  negativ  oder  nicht 
grosser  als  2(2)  sein.  Dann  nnd  nur  dann  konvergiert  lim  g^(x)  und 
ist  gleich  (1  +  uy  d.  i.  gleich  e*  und  zwar  für  beliebige  Werte  von  x. 
Sobald  h  grösser  ist  als  2(2),  so  lässt  sich  das  Interpolationsverfahren 
nicht  mehr  anwenden.  Oder  mit  andern  Worten:  Soll  nach  diesem 
Interpolationsverfahren  eine  Kurve  gezogen  werden,  die  fCLr  die  Abscissen 
0,  hj  2Ä, ...  die  Ordinaten  1,  e*,  e**, . . .  hat,  so  ergiebt  sich  eine  be- 
stimmte Gurve  nur  dann,  wenn  diese  Punkte  dicht  genug  aneinander 
liegen  (A  ^  Z(2))  oder  wenn  h  negativ  ist.  Für  andere  Werte  von  /* 
kann  manzwar  die  Näherungskurven  durch  die  vorgeschriebenen  Punkte 
legen;  aber  zwischen  ihnen  weichen  die  Näherungskurven  um  beliebig 
grosse  Beträge  von  einander  ab. 

Zweites    Verfahren.      Die    für    a;  =  0,  +  ä,  ±  2A,  .  .  .    vor- 
geschriebenen Werte  seien:  1,  c  i  *,  c  ±  **, . . . 

Schreibt  man: 

n     /  \  ,  I  x{x  —  h).         {X'^h)x{x  —  h)    , 

{x-^{n  —  l)h)\{x-\-{n  —  ^)h)..,x{x  —  h)...{x  —  nh) 
"^  ^»»  1-23  ^^2n 

und 

•t  /  \  I  ,        x(x  —  h)    ,         (X'\-h)x{x  —  h)    , 

6?t»+i  {x)  =  ao  +  «la;  +  «s    \.g  ^  +  <H        /.g.a — "  H 

(ar  -f  »Ä)  ■  •  ■  {x-\-K)x{x  —  h)-  •  -{x  —  nh) 
+  ^"+1  1.2.3...2n 

80  ergiebt  die  Differenzenrechnung  auf  bekannte  Weise 

OjÄ*  -  ^*G,  a^h^  ==  z/«6?  für  a;  =  -  A 

a^A*  =  ^G,  a^h^  -  jJ^G  für  a:  =  -  2A  u.  s.  f. 

In  dem  Schema  der  Differenzen: 

•  •  • 

G  (-  2/») 

^/G(-  2h) 
G(-Ä)  ^G(-2h) 

JG  (-  h)  J^G  (-  2A) 

G  (0)  J^G  (-  Ä) 

z/G(0)  ^»t?(-A) 

G  ^Ä)  A*G  (0) 

^G(A) 
G  (2A) 
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stehen,  wenn  die  Differenzen  immer  in  der  halben  Höhe  zwischen  den 
beiden    von    einander    abgezogenen   Grössen   geschrieben   werden,    die 

Werte  a^,  o^ä*,  a^h\ auf  einer  Horizontalreihe  und  a^h,  a^h^, 

auf  einer  anderen  Horizontali'eihe. 

Anf  diese  Weise  findet  man  aus  der  Tabelle  der  Differenzen 


z/^ 


z/» 


—  2A 

1 

? 


m 
m 

e- 

-"•u 

e 

-*M 

Iw 

e*  •  M 

—  2h 


l-tt' 


—  2* 


W 


etc. 


wo  u  für  e* —  1  geschrieben  ist,  a^  =  1,  a,Ä*  =  e~*  u*,  a^Ä*  =  c~**  m*, 
etc.  und  o^Ä  =  w,  a^h^  =  e~"*  w',  OgÄ*  =  e~"**  w*  etc. 
Mithin 

^         /     \  -I       ,  «      ,  J.       9  ^  (^ Ä)      .  *       8  (^  +  Ä)  ^  (^ Ä)      I 

"^  Ä...  (n  — l)ÄnÄ(n+l)Ä...2wÄ 

und 

_i    ^-»A-.2«  +  i     (x  +  nh)  - ' '  (x  +  h)  x(ß:  —  h) '  "  (x--nh) 
"^  '   Ä-.   nÄ.(n+l)Ä(n  +  2)Ä..(2n+l)Ä 

Es    ist    daher   lim   Gx(x),   wenn    ,-  =  v  gesetzt  wird,   gleich  der 
imendlichen  Keihe: 


l  +  e 


—  k 


W 


V    V  —  1 


+  C-2*tt* 


V  -\- 1  'V  'V  —  1    V  —  2 
12    3    4 


+ 


Wie  man  aus  dem  Quotienten  zweier  benachbarter  Glieder  erkennt, 
direi^ert  die  Beihe,  wenne""*ti*>4  ist,  und  konvergiert,  wenne~*M*<4 
ist  Nun  ist  ß~*M*  =  (e^^*  —  c~  */»)*.  Zur  Konvergenz  ist  also  not- 
wendig, dass  h  nicht  ausserhalb  der  beiden  Werte  liege,  für  die 

©in  J  =  ±  1,  d.  i.  Ä  =  ±  1.76275  •  • 

Dass  die  Beihe  wirklich  für  beliebige  Werte  von  o?,  soweit  sie 
konvergiert,  die  Funktion  &"  darstellt,  ergiebt  sich,  indem  man  die 
Eigenschaften  von  6r2fi(^)  auf  die  der  oben  betrachteten  Funktion  g%n{po) 
zarückftlhrt.  Nach  den  obigen  Bezeichnungen  ist  g^ni^^)  eiiie  ganze 
Funktion   2n*^   Grades,   die   für   a:  =  0,   h,   2ä,  •  •  •,  2nh   die   Werte 


1,  6*,  e 


SA 


•,  e*"*  annimmt.  Gin{pc)  ist  eine  ganze  Funktion  2w**'*  Gh^des, 

15* 
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die  für  a:  -=  —  nh,  —  (n  —  1)  Ä,  •  •  •  0,  Ä  •  •  •,  nÄ  die  Werte  e~"*,  e""^""^^*,  •  •  •, 
e"^,  1,  c*;  •  •  -,  6"*  annimmt.     Polglich  ist 

Nun  &nden  wir  oben,  dass  ^211  (^)  gleich  der  Summe  der  ersten 
2n  +  1  Glieder  in  der  Taylor'schen  Entwickelung  von  (1  +  uy  ist 
Nach  dem  Gauchy'schen  Integralsatz  haben  wir  daher 

(1 + «)• = ...(.) + hß^sci)^'' 

wobei  das  Integral  über  eine  Eontoor  im  Gebiete  der  komplexen  Zahlen 
zu  eretrecken  ist,  welche  den  Punkt  u,  aber  nicht  den  Punkt  —  1 
einschliesst.  Setzt  man  nun  links  und  rechts  für  x  den  Wert  x  -^  nh 
und  demnach  für  v  den  Wert  v  -\-  n  ein,  während  u  unverändert  bleibt, 
so  ergiebt  sich 

«*"  +  ^(je;  — t*) 


(1  +  u). (1 +  «)-«,,.(. +  «Ä)  +  ^.,  /  ^i±5,^i±:^^^:r^ rf. 


hij  "" 


und,  wenn  durch  (1  +  w)*  ==  6"*  auf  beiden  Seiten  dividiert  wird: 
(1  +  «)•  =  G^,{x)  +  2^. 


Das  Integral  wird  für  hinreichend  grosse  Werte  von  n  beliebig 

klein,  wenn  nur  für  alle  Punkte  der  Kontour     7]     •  -^  dem  absoluten 

Betrage  nach  kleiner  als  1  ist.  Man  kann  die  Eontour  so  führen^ 
dass  sie  dicht  um  den  Teil  der  reellen  Achse  von  —  1  bis  —  <x 
herumlauft,  ihn  ausschliessend,  und  dann  in  einem  unendlich  grossen 
Kreise  um  die  ganze  komplexe  Ebene  hemm.     Der  grösste  Wert  des 

absoluten  Betrages   von       ,      ist  dabei  gleich  \.     Es  braucht  daher 


«« 


nur       ,       dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  4  zu  sein,   damit 

lim    Gtn{x)   gleich   (1  +  u)*  =  6*  ist.     Das   ist   dieselbe   Konvergenz- 
bedingung, die  wir  auch  oben  fanden. 

Wie  bei  der  Interpolation  nach  dem  ersten  Verfahren,  so  finden 
wir  also  auch  bei  dem  zweiten  Yerfsdiren  eine  (Frenze  für  die  Grosse 
des  Intervalles  A.  Aus  der  Tabelle,  in  der  wir  uns  die  Werte  (^, 
f  ±*^  ff*,  ....  ausgerechnet  denken,  wird  in  der  That  die  Funktion  e' 
durch  Interpolation  gefunden,  wenn  h  nicht  grosser  ist  als  2  9r  Sin  1. 
Wenn  aber  h  grosser  ist  als  2  9r  Sin  1,  so  kann  man  die  Interpolation 
auf  die  Tabelle  nicht  anwenden.  Denn  wenn  man  sich  auch  die 
Nfiheruugskurven   durch    die   vorgeschriebenen  Punkte  gezogen  denkt, 
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80  weichen   sie   zwischen  den  yorgeschriebenen  Punkten  um  beliebig 
grosse  Beträge  von  einander  ab. 

Drittes  Beispiel.  Es  soll  durch  das  zweite  Verfahren  eine 
Funktion  gesucht  werden,  welche  für  aquidistante  Werte  der  Ver- 
änderlichen die  Werte 

0,  -  1,  0,  +  1,  0,  -  1,  0 

annimmt. 

Das  Schema  der  Differenzen  giebt: 


^ 

^» 

^» 

z/* 

• 
■ 

0 

• 
• 

-1 

1 

+  1 

+  2 

-2 

0 

+  1 

0 

-2 

0 

+  1 

-1 
-1 

2 

+  2 

+  4 

0 

0 

+  2 

0 

1 

+  2 

+  1 

0 

Mithin  erhalten  wir  die  unendliche  Reihe 
X       g^  x-^h-xx  —  h        ,     x-\-^h- X'\-h'X'X  —  hx  —  2h 

und  haben  nur  zu  untersuchen,  ob  diese  Reihe  konyergiert.    Der  Quotient 
zweier  aufeinanderfolgender  Glieder  ist 


X' 


n 


f^    {x-\-nh)(x  —  tiÄ) 

""  2wÄ.(2n+l)Ä  n(2f*+l)Ä«    '    2n+l 


nnd  wird  also  fBr  hinreichend  grosse  Werte  Ton  n,  was  auch  f&r  x 
ond  h  fBr  Werte  angenommen  sein  mögen,  kleiner  als  \.  Die  Reihe 
konTergiert  mithin  für  alle  Werte  ron  x  und  h. 

Es   läset  sich   in   der   folgenden  Weise  zeigen,   dass  diese  Reihe 

/X' 

nichts  anderes  ist  als  sin 
Wir  fanden  oben 


e' 


l  +  e-*tt* 


1.2        ^^  **  1-2.3    4  ^ 


1     »vA-l'V'V  —  1         9A    «v  +  2"ü4-l-vv  —  l"ü  —  2    , 


12.3 


WO  V  »  ^  und  tt  =  6*  —  1  geschrieben  war. 

Wir  schreiben  diese  Formel  in  etwas  anderer  Weise: 

c*«^  =  ^  +  (c*  -  1)  B, 


wo 
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h 

Man  bemerke  nun,  dass  e "  *u^  =  4  @in*  -^  ist  und  sich  also  nicht 

ändert,  wenn  man  &  in  —  A  yerwandelt,  dass  folglich  anch  A  und  JB 
bei  Verwandlung  von  A  in  —  Ä  unverändert  bleiben. 
Man  hat  daher  neben  der  Gleichung 

e*«'  =  ^  +  (c*  -  1)  B 
auch  die  Gleichung 

Durch  Subtraktion  der  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich 

©in  (Äv)  =  ©in  Ä  •  B 

oder 

©inor  = 

Verwandeln  wir  nun  x  in  ix  und  zugleich  A  in  ih^  so  dass  ^  =  £ 

also  ungeändert  bleibt,   so  ergiebt  sich,   nachdem  der  Faktor  t   inr^- 

gehoben  ist: 

sin  a;  ^ 

-8mA[v-2'8ui%    ^^ ^  3      +2*8m*^    ^     i  2.3-4.5 J 

Für  A  =  ö  S^h^  diese  Reihe  in  die  oben  gefundene  Reihe  über. 

Es  zeigt  sich  also,  dass  die  Tabelle  der  Werte ...  0,  —  1,  0,  -|-  1, 
0,  ~  1,  0 . . .  genügt  um  die  Sinusfunktion  zu  definieren.  Wenn  irir 
die  Kurve,  die  das  gewählte  Interpolationsverfahren  liefert,  eine  ,^Iatte** 
Kurve  nennen,  so  würden  wir  das  Resultat  so  aussprechen  können: 
Legt  man  durch  die  äquidistanten  Ordinaten  ...  0,  —  1,  0,  +  1,  0^ 
--  1, .  . .  eine  glatte  Kurve,  so  erhält  man  die  Sinuskurve. 

Diese  Beispiele  beziehen  sich  aber  noch  nicht  eigentlich  auf  den 
in  den  beobachtenden  Wissenschaften  vorliegenden  FalL  Denn  erstens 
hat  man  es  niemals  mit  einer  unendlichen  Reihe  von  beobachteten 
Werten  zu  thun  und  zweitens  sind  beobachtete  Werte  niemals  absolut 
genau.  Ich  lasse  den  zweiten  Umstand  ausser  Betracht  und  stelle  die 
Aufgabe  so:  „Es  seien  die  Werte  einer  Funktion  von  x  für  eine  end- 
liche Anzahl  äquidistanter  Werthe  von  x  gegeben.  Unter  welchen 
Umständen  kann  man  erwarten,  dass  die  ganze  rationale  Funktion 
niedrigsten  Grades,  die  för  dieselben  Werte  von  x  die  gegebenen 
Werte  annimmt^  auch  eine  gewisse  Annäherung  an  die  Funktion    f&r 
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die  Zwischenwerte  von  x  darstellt?"  Oder  besser  ausgedrückt,  unter 
welchen  Umstanden  wird  die  Annäherung,  wenn  man  mehr  und  mehr 
äqnidistante  Werte  von  x  zwischen  gegebenen  Grenzen  einschaltet,  eine 
beliebige  Genauigkeit  erreichen? 

um  dieser  Frage  imher  zu  treten,  soU  der  Cauchy'sche  Integralsatz 
auf  die  Differenzenrechnung  erweitert  werden.  Es  sei  f{x)  eine  Fimktion 
eines  complexen  Argumentes,  die  sich  in  irgend  einem  zusammen- 
hängenden Gebiete  regulär  verhält,  so  dass 


wenn  das  Integral  um  den  Rand  des  Gebietes  erstreckt  wird.    Es  seien 
nun  x^f  x^,  ...yX^n  von  einander  verschiedene  Werte  der  Veränderlichen, 
die  im  Innern  des  betrachteten  Gebietes  liegen. 
Nun  ist: 

1  1  ,    X  —  Xa  1 

+ 


Z —  X         Z  —  Xa  Z  —  Xa      Z  —  X 

und  daher: 

1        1  X  —  iC,  1 


8  —  X         Z  —  iC,  Z  —  X.      Z  —  X 


X  X.  .     sc  ~~~  X-\  \.  .     X         Xa       X  ^~"  «Ca 

~ r  :: — r~  *  :: — z'  +  . —  ^ 


Z  "~~  X  Z  ^~~  Xt  Z  ~~~  üC.       *  "^~  Xm  Z  ^"~  Xm       Z  ~'~'  A/«       *  —  X 

u.  s.  w. 

Bezeichnet  man  mit  gp(x)  die  ganze  rationale  Funktion  i/ten  Grades: 

gf(x)  =  (a;  —  Xi)  (x  —  x^)  . ,  .{x  —  Xv\ 

so  kann  man  die  sich  ergebende  allgemeine  Formel  so  schreiben: 

1      _      ^       I    9ii^)   [    9t(^)    I 1    gn^ijx)        gnjx)         1 


z  —  x       9i(z)   '    9t(e)       9z{z)  9n(e)  9n{z)     e  —  x 

Indem  man  diese  Entwicklung  in  das  Integral  von  Cauchy  ein- 
setzte  ergiebt  sich  für  f(x)  die  Entwicklung: 

9n(^)    Cm      dz 


2«i    /   g^{z)  z  —  x 

Die  Summe  der  ersten  n  Glieder  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  bildet  eine  ganze  rationale  Funktion  von  Xj  deren  Grad 
nicht  höher  ist  als  n  —  1.    Bezeichnet  man  sie  mit  Gr„{x)y  so  ist  also: 


g(z)   z  —  x 


232     t^-  empir.  Funktionen  u.  d.  Interpolation  zwischen  äquidistanten  Ordinateit 

Da  nun  g^{x)  für  die  w  Werte  x^,  x^,  "j^n  verschwindet,  so  stimmt 
G^{x)  an  diesen  Stellen  mit  f{x)  überein.  Nun  ist  aber  eine  ganze 
rationale  Funktion  ron  nicht  höherem  als  dem  n  —  Iten  Grade  darch 
n  ihrer  Werte  eindeutig  bestimmt.  Folglich  stellt  G^ix)  die  Funktion 
niedrigsten  Ghrades  dar,  die  an  den  Stellen  x^,  ^^y  •  -  -y^»  ™^^  f(p^)  ^^^' 
einstimmt.  Es  seien  nun  zwei  reelle  Werte  a  und  b  (&  >  a)  gegeben. 
Wir  denken  uns  dann  das  Intervall  a  bis  h  in  n  —  1  gleiche  Teile  ge- 
teilt und  setzen  x^  =  a,  ^n^  h  während  a?,,  x^y  . . .,  Xn  —  i  die  Teilpunkte 
in  der  Reihenfolge  von  a  bis  6  bezeichnen.  Von  der  Funktion  f{x) 
soll  die  Annahme  gemacht  werden,  dass  sie  eine  analytische  Funktion 
ist,  die  sich  in  dem  ganzen  Intervall  von  a  bis  b  regulär  verhält,  so 
dass  sich  mithin  in  der  komplexen  Zahlenebene  ein  Gebiet  angeben 
lässt,  das  die  ganze  Strecke  a  bis  b  umschliesst  und  in  seinem  Innern 
sowohl  wie  auf  seinem  Rande  nur  Punkte  enthält,  in  denen  sich  f(x) 
regulär  verhält.  Um  den  Rand  dieses  Gebietes  erstrecken  wir  das 
Gauchy'sche  Integral  und  haben,  wie  oben  gezeigt  wurde: 


1_    /^nW      f(z) 


f(x)  =  G,{x)  +  -,-%  /  'i^;^  Ä-  dz. 


Wenn  wir  nun  nachweisen  könnten,  dass  f&r  hinreichend  grosse 
Werte  von  n  auf  dem  Rande  des  Gebietes  g^{x)  absolut  genommen 
gegen  gjji)  beliebig  klein  wird,  so  würde  damit  gezeigt  sein,  dass  GJ^x) 
beliebig  wenig  von  f{x)  verschieden  ist. 

um  darüber  Aufschluss  zu  gewinnen,  betrachten  wir  den  Ausdrnck 

als  Funktion  des  komplexen  Arguments  z.     Unter  den  n  Werten,  die 
dieser  Ausdruck  haben  kann,  treffen  wir  die  folgende  Auswahl. 

Wenn  man  z  die  Strecke  a  bis  b  nicht  überschreiten  lässt,  so  sind 
dadurch  die  n  Werte  von  einander  getrennt,  so  dass  sie  bei  kontinu- 
ierlicher Änderung  von  z  nicht  in  einander  übergehen  können.  Wir 
wählen  nun  denjenigen  unter  den  Werten,  der,  wenn  z  ins  Unendliche 
übergeht,  gleich  1  wird.  Der  Logarithmus  wird  dann  im  Unendlichen 
gleich  Null  und  wir  können  daher  den  Logarithmus  des  gewählten 
Wertes  so  schreiben: 


00 


Dabei  ist  nur  zu  beachten,  dass  der  Integrationsweg  die  Strecke  a 
bis  b  nicht  überschreiten  darf. 
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Bezeichne  nun  r  für  irgend  einen  Wert  z  den  kleinsten  Abstand 
zwischen  z  und  allen  Punkten  der  Strecke  a«  bis  &,  wo  a«  fiir  a ^—r 

geschrieben  ist;  dann  wird  für  Werte  von  n,  die  grösser  sind  als  — — ^, 
der  absolute  Betrag  von  z  —  Xu  grösser  sein  als  der  von  Xa  —  Xa-\ 
=  — ^  •    Daher  lässt  sich  log  (1  +  — ^""-^)   in   eine   konvergente 

Reihe  nach  Potenzen  von  -^ ^^-^  entwickeln  und  es  wird  der  ünter- 

z  —  X 

schied  zwischen  log   (1  H )  =  log und  dem   ersten 

Gliede  der  Entwickelung     . "~  °-  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner 

n\z — x^^ 

als 

^  (^  -  M'    i 1 

nr 

Bedeutet   x   den   Punkt  der   Strecke   ah,   der   dem  Punkte  z  am 
nächsten  liegt,  so  kann  man  a  fortiori  hierfür  setzen: 

1  (6  -  gp)«    _JL 1 

nr 


Mithin  wird  die  Summe 

2 


^  —  • («  =  1,  2,  •  •  •  •  n) 


TOD  der  Samme 

»       Viog  iZf?^  _  ^  log  iZL5.  (x,  =  X.  -  ^) 

dem  absoluten  Betrage  nach  weniger  abweichen  als 

2       n  (^  —  oj)*         6  —  a 

nr 
Nun  schreiben  wir: 

00 

Denken  wir  uns  hier  nun  die  Integration  von  oo  bis  z  auf  einer 
Crenuien  senkrecht  zur  Geraden  ah  vorgenommen,  so  wird  man  für  das 
Integral  schreiben  können: 

/'(_L_  log  L- -0  _       1_\  rf^. 

/    \6  — tto     ^  z  —  x„       z  —  c) 


1 
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Der   dabei   begangene  Fehler   wird   dem   absolnten  Betrage  nach 
kleiner  sein  als 


1  b  —  ÜQ  1  i       dt 


nr    00 
d.  h.  kleiner  als 

1     1      6  — oq 


2      n  b  —  On 

r 

n 

Für  hinreichend  grosse  Werte  von  n  wird  also  der  Fehler  beliebig 
klein. 

Die  Integration  lässt  sich  ausführen  and  liefert 

SZZä  t(^  ""  ^o)  log  (^  -  Xo)  -  (^  -  Xn)  log  {Z  -  Xn)]  -  log  {ü  -  c)  -  l 

Für  hinreichend  grosse  Werte  von  n  sind  x^  und  a^  beliebig  wenig 
von  x^  und  a^  verschieden^  und  daher  kann  man  auch  schreiben: 

l~  [(^  -  ^l)  log  (^  -  ^l)  -  (^  --  Xn)  log  {Z  -  Xn\  -  log  {z  "  c)  -  1. 

6-a 


Setzt  man  hierin  z  —  x^  =  z  —  a  =  z  —  c  + 

z  —  Xn=^z  —  b=-z  —  c  — 


2 
h  —  a 


2 
so  kann  man  auch  schreiben; 

£  —  c,       z  —  a   .    1,       /z  —  a    z  —  b\ 
b 


—  c,       z  —  a.l,       /z  —  a    z  —  b\       - 


Die  Logarithmen  sind  dabei  so  zu  nehmen^  dass  sie  verschwinden, 
wenn  z  ins  unendliche  rückt,  ohne  dabei  die  Strecke  a6  zu  überschreiten. 
Um  das  Resultat  dieser  Überlegung  noch  einmal  zusammenzn&ssen, 
so  ist  also: 

oder  auch,  indem  man  auf  beiden  Seiten  log  {z  —  c)  hinzufügt: 
}^Jog  y^)  =  1^  log  ;— ;  +  l  log  (.  -  a)iz  -b)-l. 

Die  rechte  Seite  ist  ein  Zweig  einer  analytischen  Funktion,  ein- 
deutig definiert  für  alle  Werte  von  z,  die  nicht  auf  der  Strecke  ah 
liegen.  Wir  zerlegen  ihn  in  seinen  reellen  und  imaginären  Teil  und 
schreiben 


limlogl/^)=tr+  Vi 


«=  oc 


oder  lim  Vgni^)  ==  e^  -  e  *"'. 


nssoo 
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Der  absolute  Betrag  von  YgJ^  nähert  sich  danach  mit  wachsendem 
«  dem  Werte  e^.  Für  hinreichend  grosse  Werte  von  n  wird  daher 
auf  den  Kurven  U  =  Eonst.  der  absolute  Betrag  von  gn{is)  sich  sehr 
wenig  ändern. 

über  den  Verlauf  der  Kurven  U  =  Konst.  gewinnt  man  am  besten 
einen  Überblick,  wenn  man  sie  sich  als  die  rechtwinkligen  Trajektorien 
der  Kurven  V  =  Konst.  vorstellt  und  diese  wieder  sich  als  die  Strom- 
linien einer  unendlich  dünnen  reibungslosen  Flüssigkeitsschicht  vorstellt, 
deren  6eschwindigkeitspotential  U  ist.  Für  hinreichend  grosse  Werte 
von  ^  ist  ?7  beliebig  wenig  von  log  |  ^  —  c  |  verschieden.  Die  Kurven 
V « Konst.  gehen  also  für  grosse  Werte  von  TJ  mehr  und  mehr  in 
konzentrische  Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  c  über.  Verfolgt  man  von 
einer  dieser  Kurven  aus  die  Stromlinien  rückwärts  d.  h.  also  ins  Innere 
des  Gebietes  hinein,  so  ist  klar,  dass  sie  nur  auf  der  Geraden  ah  endigen 
können.  Die  Flüssigkeit  hat  man  sich  als  aus  dem  Spalt  ah  dringend 
nnd  nach  allen  Seiten  ins  Unendliche  fliessend  vorzustellen.  In  jedem 
Punkte  der  Linie  ah  hat  U  +  Vi  zwar  zwei  Werte;  aber,  wie  man  aus 
der  Formel  unmittelbar  erkennt,  sind  nur  die  beiden  Werte  von  V  von 
einander  verschieden,  während  U  in  jedem  Punkte  nur  einen  Wert  hat. 
Femer  zeigt  sich  sofort,  dass  U  in  Punkten,  die  entweder  in  Bezug  auf 
die  X-Achse  oder  in  Bezug  auf  die  durch  c  gelegte  y-Achse  Spiegelbilder 
Ton  einander  sind,  den  gleichen  Wert  hat.  Auf  der  Geraden  ah  hat  U 
Beinen  kleinsten  Wert  im  Punkte  c  und  nimmt  nach  beiden  Seiten  zu. 

Wenn  man  statt  U  +  Vi  die  Funktion  log  Ygjz)  betrachtet^  so  ist  die 
entsprechende  Strömung  für  hinreichend  grosse  Werte  von  n  sehr  nahe 
dieselbe  ausser  in  der  Nähe  der  Geraden  ah.  Denn  hier  haben  wir 
uns  jetzt  die  Flüssigkeit  aus  den  n  Löchern  x^j  x^,  . . . .,  Xn  hervor- 
quellend vorzustellen  statt  aus  einem  Spalt.     Die  Kurven,  auf  denen 

der  reelle  Teil  von  log  Vgnißf)  konstant  ist,  schnüren  sich  in  der  Nähe 
der  Löcher  zu  je  n  geschlossenen  Kurven  ab,  von  denen  jede  ein  Loch 
einschliesst.  Dies  Abschnüren  kommt  dagegen  bei  den  Kurven  ü  =  Konst. 
nicht  vor,  für  die  U  durchaus  endlich  bleibt.  Selbst  bei  z  =  c,  wo 
sich  die  Kurven  U  =  Konst.  zu  einem  Punkt  zusammenziehen,  liegt 
kein  eigentliches  Abschnüren  vor,  sondern  es  rücken  die  beiden  Teile 
der  Kurve,  die  auf  verschiedenen  Seiten  von  ah  liegen,  auf  ein  anderes 
Blatt  der  Riemann'schen  Fläche,  das  für  unser  Problem  nicht  in 
Betracht  kommt. 

Für  die  vorliegende  Frage  spielt  nun  diejenige  Kurve  U  =  Konst. 
eine  wesentliche  Rolle,  welche  durch  die  beiden  Punkte  a  und  h  läuft. 
Setzen  wir  in  der  Form 
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U+  Ff  =  ^^  —  ^)  ^Qg  (^  —  ^)  —  (g  -  ^)  log  (^  —  fr)  __  j 

^  =  a  oder  ^r  =  6,  so  wird  beide  Male 

ET- log  (6 -a)-  1. 
Schreiben  wir  ferner 

so  wird: 

(b—a)  U=  r^ cos a logr^— r^ sin a-a  — r^ cos ß logr^+ r^ sin /5 •  /J  —  (6— al 
Nun  ist  aber  r^  cos  a  —  r^  cos  ß  =  b  —  a 

r^  sin  a  =  r^  sin  ß, 

folglich  kann  man  schreiben: 

(6  -  a)  ?7=  (6  -  a)  log  r^  +  r^  cos  /J  log  -^  +  r^  sin  jJ(/J  -  a)  -  (6  -  a). 

6 

Setzt  man  j?  —  c  =  2;  +  yt,  so  dass  x  und  y  also  die  rechtwink- 
ligen Koordinaten  des  Punktes  e  sind  in  einem  System,  dessen  ^- Achse 
in  die  Grade  ab  und  dessen  y- Achse  in  c  auf  ab  senkrecht  steht,  so 
hat  man 

n  COS  jJ  = f-  X 

r^  sin  jj  =  y 

und  daher,  wenn  — 5 —  =  m  geschrieben  wird: 

r  r 

2m ü'=  2m  log  r„  —  m  log  -^  +  a;  log  -^  +  y  (/J  —  a)  —  2iii 

r 
=  m  log  r^r^  +  a;  log  -?  +  y  (/J  -  a)  -  2m. 

b 

Die  Kurven  CT"  =  Konst.  schreiben  wir  nun 

ET^logOw)-  1, 

wo  p  =  2  derjenigen  Kurve  entspricht,  die  durch  die  Punkte  z^  a  und 

je?  =  6  läuft,  während   für   grossere  positive  Werte  von  jp  die  Kurven 

sich  immer  weiter  ausdehnen. 

Die  Gleichung 

17=  log  {pm)  —  1 

bringen  wir  in  die  Form: 

Hierin  bedeutet  ß  —  a  den  Winkel  bei  z  in  dem  Dreieck  z^  a,  i, 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  y  positiv  oder  negativ  ist.  Diese 
Form  zeigt,  dass  man  für  verschiedene  Wertepaare  ab  ähnliche  Kurven 
erhält,  die  zu  den  Strecken  ab  ähnlich  liegen.     Es  genügt  daher  zur 
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üntersachung  der  Kurven  a  =  —  1  und  6  =  +  1  und  damit  m  =  1  zu 
setzen.  Da  femer  die  Kurven  symmetrisch  zur  x-  und  j^-Achse  liegen, 
80  braucht  man  sie  nur  für  positive  Werte  von  x  und  y  zu  konstruieren. 
Man  berechnet  zu  dem  Ende  für  eine  Reihe  von  Punkten  {Xj  y)  die 
Werte  von 

log  (^'aO  +  ^  log  -?  +  y  (/3  -  a) 

oder  auch 

(1  +  x)  logr,  +  {l-x)  log  r,  +  y  (/J  -  a) 

und  interpoliert  zwischen  ihnen  die  Punkte,  in  denen  der  Ausdruck 
denselben  Wert  hat.  Da  keine  grosse  Genauigkeit  verlangt  wird,  so 
kann  man  die  Werte  von  r^,  r^,  /*■-"«;  die  zu  einem  Wertepaare  x,  y 
gehören,  durch  Zeichnung  finden.  Statt  der  natürlichen  Logarithmen 
multipliziert  man  besser  mit  log  e  und  kann  in  dem  Ausdruck 

(1  +  x)  log  r^  +  (1  -  x)  log  Tf^  +  yiß-a)  log  e 

überall  Brigg'sche  Logarithmen  nehmen.  In  der  folgenden  Tabelle  sind 
die  Werte  dieses  Ausdruckes  für  einige  Wertepaare  x,  y  enthalten: 


y  =  oj 

y-±0.1'f-±0.2 

y-±0.3 
0.370 

y=±0.4i 

0.477 

y=±0.5 

«-±0.6 

a:  =  0 

0.000 

0.132 

0.255 

0.576 

0.670 

i=±0.2 

0.017 

0.149 

0.272 

0.386 

0.492 

0.591 
0.633 

0.683 

z  =  ±0.4 

0.071 

0.203 

0.324 

0.435 

0.538 
0.616 

x= ±  0.6 

0.167 

0.297 

0.414 

0.520 

0.704 

T=±0.8 

0.320 

0.445 

0.550 

0.641 

0.724 

x^±l 

0.602 

0.670 

0.734 

Zwischen  den  Werten  in  einer  Horizontalreihe  lässt  sich  sehr  gut 
interpolieren,  da  die  zweiten  Differenzen  nur  um  wenige  Einheiten  der 
dritten  Stelle  von  einander  abweichen.  Die  Kurve  U  =  log  (b  —  a)  —  1 
hat  etwa  die  Gestalt  einer  Ellipse  mit  der  grossen  Achse  b  —  a  und 
der  kleinen  Achse  0.5255  (b  —  a).  An  den  Enden  der  grossen  Achse 
ist  unsere  Kurve  aber  spitzer  als  eine  Ellipse. 

Jede  der  inneren  Kurven  hat  dagegen  die  Gestalt,  als  wäre  sie  aus 
zwei  Kreisbogen  zusammengesetzt,  deren  gemeinsame  Sehne  in  die 
r-Achse  fiLUt.     In  der  Fig.  1  sind  ausser  der  Kurve 

(I)  D^=log(6-a)-l 

noch  vier  der  inneren  Kurven  gezeichnet: 

(U)  D'=log0.9(6-a)-l 
(IH)  f7=log0.8(6-a)-l 
(IV)  £7«log0.7(6-a)-l 
(V)    f7-log0.6(6-a)- 1. 
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Im  Punkte  c  ist  ?7=  log  0.5  (6  —  a)  —  1.  Die  Figur  enthält  nur  den 
4.  Teil  jeder  Kurve.  Die  übrigen  Teile  gehen  aus  dem  gezeichneten 
durch  Spiegelung  an  der  x-  und  y- Achse  hervor. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  nun  die  gestellte  Frage 
beantworten. 

Es  verhalte  sich  die  Funktion  f{x)  regulär  über  das  Gebiet  hinaus, 
das  von  der  Kurve  U  =  log  (6  --  a)  —  1  umschlossen  wird.  Wir  wollen 
uns  dann  zwei  [7- Kurven  denken^  die  beide  die  Kurve  ?7=log(6  — fl) 

Fig.  1. 


—  1  umschliessen,  aber  beide  noch  innerhalb  des  Gebietes  liegen,  in 
welchem  sich  f{x)  regulär  verhält.  Die  eine  der  beiden  Kurven  J7=  C, 
umschliesse  die  andere  U=  U^,  so  dass  Ui>  U^,  Wenn  nun  e  auf 
der  Kurve  U==  U^  und  x  auf  der  Kurve   U^  TJ^  liegt,  so  ist  für  hin- 

reichend  grosse  Werte  von  n  k^„(^)  |  sehr  wenig  von  e^»  und  |  y9^K^  ' 
sehr  wenig  von  e^»  verschieden.     Mithin  ist 


V  9,  W 


nahezu  gleich  ß^« 


-«7, 


Da  nun  ü^  >  D^,  so  ist  e^«--^i  kleiner  als  1.  Es  lässt  sich  daher  eine 
positive  Zahl  ife  <  1  angeben  von  der  Art,  dass  von  einem  gewissen 
Werte  von  n  ab  für  alle  grösseren  Werte  von  n 


V  K  » 


und  daher 


<Ä<1 


<l^ 


9ÄX) 


ist.     Für  hinreichend  grosse  Werte  von  n  wird  daher  -^—i  dem  abso- 


9^*) 
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laten  Betrage  nach  so  klein^  wie  man  nur  immer  will,  und  mithin  wird 
über  die  Kurve  U^  erstreckte  Integral 


Kf 


^n(*)   li±  dz 


g^{z)  z  —  x 

so  klein,  wie  man  nur  immer  will^  d.  h.  die  Funktion  f{x)  wird  auf 
der  ganzen  Kurve  U^  mit  beliebiger  Genauigkeit  durch  die  ganze 
Funktion  G^{x)  dargestellt. 

Nach  einem  bekannten  Satze  ist  nun  die  Abweichung  zwischen 
f{x)  und  G„{x)  in  dem  ganzen  von  der  Kurve  U^  umschlossenen  Ge- 
biete absolut  genommen  kleiner^  als  die  grösste  Abweichung  auf  der 
Enrye  U^  selbst.  Mithin  wird  die  Funktion  f(x)  in  dem  ganzen  von 
77^  umschlossenen  Gebiet  mit  beliebiger  Genauigkeit  durch  die  Nähe- 
rungen G^(x)  dargestellt. 

Die  Kurven  U^  und  U^  kann  man  so  lange  noch  erweitern,  so 
lange  sie  noch  keine  singulären  Punkte  der  Funktion  f(x)  enthalten. 
Wenn  daher  f(x)  im  endlichen  keine  singulären  Stellen  besitzt,  so  wird 
der  Bereich  der  gleichmässigen  Konvergenz  von 

fix)  =  lim  G,(x) 

die  ganze  komplexe  Zahlenebene  umfassen.  Wenn  dagegen  im  End- 
lichen singulare  Stellen  vorkommen,  so  wird  der  Bereich  der  gleich- 
mässigen Konvergenz  sich  über  das  Innere  derjenigen  {7-Kurve  erstrecken, 
die  durch  wenigstens  eine  singulare  Stelle  hindurchgeht,  ohne  singulare 
Stellen  zu  umschlingen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  kann  man  also  zwischen  den  be- 
obachteten Werten  nicht  bloss  interpolieren,  sondern  man  kann  sogar 
über  sie  hinaus  extrapolieren,  so  lange  man  nur  innerhalb  des  Kon- 
vergenzbereiches  bleibt.  Anders  gestaltet  sich  die  Sache  dagegen  in 
dem  Falle,  wo  f(x)  nicht  mehr  im  Innern  der  durch  die  Punkte  a,  b 
lanfenden  U-Kurve  sich  regulär  verhält,  wenn  auch  auf  der  Strecke 
a,  b  selbst  keine  singulare  Stelle  liegt.  Wir  müssen  dann  zu  U-Kurven 
übergehen,  die  weiter  im  Innern  liegen.  Es  sei  U^  eine  ?7-Kurve,  die 
ganz  im  Innern  des  Gebietes  liegt,  wo  f(x)  sich  regulär  verhält.  Diese 
[7-Knrve  schneidet  die  Strecke  a6  in  zwei  Punkten  ab\  Wir  bilden 
nun  eine  Umschlingung  der  Strecke  ab,  indem  wir  diese  I7-Kurve  bis 
nahe  an  die  Punkte  ab'  durchlaufen,  in  der  Nähe  dieser  Punkte  aber 
Parallelen  za  ab  anschliessen,  die  bei  a  und  b  durch  Halbkreise  mit 
einander  verbunden  werden  (Fig.  2). 

Über  diese  Umschlingung  erstrecken  wir  das  Integral 


2«»  /    9n(^)  Z  —  x 
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Liegt  nun  x  im  Innern  der  U-Kurve,  so  lässt  sich  wieder  zeigen^ 
dass  für  hinreichend  grosse  Werte  von  n 


"'^n(^) 


P 


<k<l 


und  mithin  das  Integral  beliebig  klein  werden  wird.    Denn  der  absolute 

Betrag   von   lim  Yg^   ist  nach  dem  Obigen  auf  den   Randteilen,  die 

^,    ^  ausserhalb  der  ?7-Kunre  lie- 

gen,  noch  grösser  als  auf  der 
f7-Kurve  selbst,  wahrend  lim 

VgiJx),  da  X  im  Innern  der 
f -Kurve  liegt,  absolut  g^ 
nommen  kleiner  sein  muss.  Dies  ist  oben  zunächst  nur  für  den  Fall 
nachgewiesen,  wo  x  nicht  auf  der  Strecke  ab  liegt.  Aber  es  lässt  sich 
auch   dann   noch    in   der   folgenden   Weise   zeigen.     Liegt   x  auf  der 

Strecke  ab  zwischen  Xa  und  Xa-^ij  so  ist,  wenn  man  -3jt  =  A  setzt: 

X  —  Xa  \   <h         \  X  —  Xa^i   \  <  k 

X  -  a:a_i  I  <  2A     1  ar  -  Xa^%  |<  2A 

\  X  —  Xy^       I  <  «A     \x  —  x^       I  <  («  —  a)/i 
und  mithin: 

!^«W!<«!  (n~a)!*- 

Nun  ist  nach  der  Stirling'schen  Formel 
log  o!  ^  \  log  "ix  +  — ?-  log  *^  ~  *^  +  12  ~  ^^  zwischen  0  und  1) 

log  ^« -«)!=  i  log  2*  +  i^?^^=^  log  V« -«)-(«-«)+ :j^, 

(/a'  zwischen  0  und  1) 
Mithin  ist 

ilöKl//«L-r^  I  <ilog23r  +  log(,ft~a)  +  ^logj^-+  ^logc(n-ß) 

-  1  +  ~  —  +  T^ T-  +  log*. 

Lassen  wir  nun  n  grosser  und  grosser  werden,  während  x  nng^dert 
bleibt»   so   wird   auch   «   grossere  Werte   annehmen  müssen,   damit  / 

immer  iwischen  x«  und  x«+i  liegt    Der  Brach  — ^  wird  sich  dabei 


ff 
••  —  « 

X  — «  .  ,  ,  «,  ff 


dem    festen  Werte   ^_^   mehr  und   mehr  nahem,  -  wird  sich  dem 

Wwt   .  mehr  und  mehr  nih«ti,      ~     dem  Werte  .  ~   ■     Daher 

i^rhalhni  wir: 
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lim  Mog  \g^{x)  I  ^log(6-a;)  +  |^logJ^~l 
odor 

JimMogI  ^„(a;)  I  ^.ilog(t-a?)(a;-a)  +  ^logJ^-l. 

Der  Wert  der  rechten  Seiten  stimmt  mit  dem  Werte  von  ü  an 
der  betreffenden  Stelle  überein. 

Damit  ist  also  gezeigt^  dass  das  Integral 


2--  ^  ^^ 


für  jeden  Wert  von  x  im  Innern  der  ?7-Kurve  beliebig  klein  wird  nnd 
damit  ist  der  Beweis  fxir  die  Konvergenz  des  Ausdruckes 

fix)  -  lim  G,(x) 

erbracht,  wo  Gj(x)  die  ganze  rationale  Funktion  niedrigsten  Grades  bedeutet, 

die  für  die  n- Werte  x^x^  . .  .  x^  mit  f(x)  übereinstimmt.     So  lange  die 

r-Eorve   keine   singulare   Stelle   enthält,   können   wir   sie   durch   eine 

grossere   J7-Eurve  ersetzen.     Der  Eonvergenzbereich  erfüllt  daher  das 

ganze  Innere  derjenigen  {7-Eurve,  die  durch  wenigstens  eine  singulare 

Stelle  hindurchgeht,  ohne  srnguläre  Stellen  zu  umschlingen.     Je  nach 

der  Lage  der  singulären  Stellen  also  wird  der  Eonvergenzbereich  des 

Ansdruckes 

fix)  -  lim  G^ix) 

nur  einen  Teil  der  Strecke  ab  oder  die  ganze  Strecke  ah  enthalten. 
Denn  dass  der  Eonvergenzbereich  über  die  betreffende  U-Knrve  nicht 
hinausreicht,  ergiebt  sich  daraus,  dass  für  einen  Wert  von  x  ausserhalb 
der  I7-Eurve  imd  einen  Wert  von  z  auf  der  ?7-Eurve 


lim  V?4^J  >jr>i 


ist.     Dies  gilt  auch  noch  für  Werte  von  Xy  die  auf  der  Strecke  ab, 
aber  in  der  Mitte  zwischen  zwei  benachbarten  Nullstellen  der  Funktion 
g^{z)  gewählt  werden. 
Es  ist  dann  nämlich 

g^(x)  I  -  1  .  3  .  5  . . .  2a  ~  1  . 1  .  3  .  5  . . .  (2  (n  -  a)  -  1)  .  -!■• 


Nun  ist  1  .  3  ...  2a  -  1  =  -^ 

und  damit   erhält   man   nach   der  Stirlinjg'schen  Formel   in   ähnlicher 
Weise  wie  oben 

i  log  I  ffn(^)  I  =  Y  ^^8  (^  -  »)  Q>-^)  +  f^  logf^  -  1- 

Selbst  auf  der  Strecke  ab  kann  man  also  ausserhalb  der  betreffen- 

Z«itacbrin  f.  Matheinfttik  a.  Physik.  46.  Bftnd.  1901.  1.  u.  8.  Heft.  16 


242     t^b.  empir.  Funktionen  u.  d.  Interpolation  zwischen  äquidistanten  Ordinaten. 

g  (x) 
den  ü"- Kurve  Werte  von  x  finden,  für  welche     **. .  mit  wachsendem  n 

wie  Ä'"  unendlich  wird.     Für  solche  Werte  kann  das  Integral 

')    f(z) 


1     fgJP^ 


de 


i)  z  —  X 

nicht  beliebig  klein  werden,  wenigstens  nicht,  so  lange  über  f{z)  keine 
weiteren  Voraussetzungen  gemacht  werden. 

Somit  erhält  man  das  überraschende  Resultat,  dass,  so  bald  singu- 
lare Stellen  von  f{x)  im  Innern  der  Kurve 

tf=log(fe-a)- 1 

liegen,  die  Interpolation  mit  Hülfe  der  Funktionen  G^{x)  nur  für  einen 
beschränkten  Teil  der  Strecke  ah  möglich  ist. 

Dies  möge  für  einen  speziellen  Fall  noch  etwas  weiter  ausgeführt 
werden. 

Es  sei  ü  ^  C  die  Gleichung  einer  i/^- Kurve,  welche  die  Strecke 
ah  und  eine  singulare  Stelle  z^  der  Funktion  f{x)  umschliesst.  An 
dieser  Stelle  soll  f{x)  von  erster  Ordnung  unendlich  werden. 

Wir  denken  uns  nun  aus  dem  Gebiete  einen  kleinen  Kreis  aas- 
geschlossen, der  die  Stelle  z^  zum  Mittelpunkt  hat.  Über  den  gesamten 
Kand  des  so  modifizierten  Gebietes  denken  wir  uns  das  Integral  er- 
streckt und  haben  dann  wie  oben: 

'^  '^^   ^    ^    'int  J    g  {z)  i  —  x 

Den  Teil  des  Integrals,  der  über  den  kleinen  Kreis  erstreckt  ist, 

g  {x)        1 
denken  wir  uns  besonders  ausgeführt.    Auf  dem  Kreise  ist  -^-p-  •  — ^ 

sehr  nahe  konstant  um  so  mehr,  je  kleiner  der  Kreis  genommen  wird, 
und  bei  den  über  f(e)  gemachten  Annahmen  wird  der  über  den  Krei^ 
erstreckte  Teil  irleich:  ,  , 

wo  r  eine  von  Null  verschiedene  Konstante  bedeutet.  Der  übrige  Teil 
des  Integrals  wird  für  hinreichend  grosse  Werte  von  n  beliebig  klein, 
weil  für  Werte  von  r,  die  auf  der  [7- Kurve  liegen,  der  absolute  Betrag 

von  }  g^\s)  grosser  ist,  als  der  von  l'^jT),  da  x  einen  im  Innern 
liegenden  Punkt  bedeutet  Wenn  wir  nun  die  tT- Kurve  konstruiert 
denken,  die  durch  £,  läuft,  so  ist  klar,  dass  für  einen  Wert  von  J,  der 

ausserhalb  dieser  Kurve  liefft,  der  Term  c  -" — r für  hinreichend 

gn>88e  Werte  von  h  beliebig  gross  wird,  und  dass  daher  f{x)  ~  6,^/> 
ttlr  hinreichend  gn^sso  Werte  von  n  beliebig  gross  werden  muss. 
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Es  sei   z.  B.  f{x)  =  -zr-j- — ^  und  a  =  —  5,  6  =  +  5.     Dann   hat 

f{x)  die  beiden  singulären  Stellen  -f  i  und  —  i.  Statt  eines  Kreises 
haben  wir  dann  zwei  Kreise  auszuschliessen  und  erhalten^  wenn  wir  die 
Ü-Kurve  ins  Unendliche  rücken  lassen 


Nun  ist 

u.  s.  w. 
Wird  daher  n  als  ungrade  vorausgesetzt ,  so  muss  g^(i)  rein  ima- 
ginär sein: 

9n(})      -±i\  9n(i)  1 

und  wir  erhalten: 

1  +  OJ*  "^    ^  Uf    (t)      1  +  ^ 

Wir  konstruieren  nun  die  17- Kurve,  die  durch  die  Punkte  ±  i 
gehl  Sie  trifft  die  reelle  Achse  etwa  in  den  Punkten  ±  3.63.  über 
das  zwischen  diesen  beiden  Punkten  liegende  Intervall  hinaus  ist  also 
die  Interpolation  mit  Hülfe  der  Funktionen  G^{x)  unmöglich.  Ob- 
gleich diese  Funktionen  zwischen  -f  3.63  und  +  5,  sowie  zwischen 
-  3.63  und   —  5   mit  wachsendem  n  für  immer  dichter  und  dichter 

li^nde   Werte    von   x   mit   -r-zr — r    übereinstimmen,    so    wird    doch 

X    ~r  X 

zwischen  je  zwei  Koinzidenzpunkten  die  Abweichung  mit  wachsendem  n 

immer  grosser  und  grösser.     Wenn  man  z.  B.  die  Kurve  y  =  -r-ji — r 

dnreh  die  Kurve  y=  Gn{x)  darzustellen  sucht,  die  in  den  11  Punkten 
mit  den  Abscissen 

^  =.  ^  5^  _  4,  -  3,  -  2,  -  1,  0,  -fl,  -f  2,  -f  3,  -f  4,  -f  5 

mit  ihr  übereinstimmt,  so  betragt  die  Abweichung  bei  o;  »=  ±  4.5,  wie 
^onsere   Gleichung  lehrt,   nicht  weniger   als    1.53,   also   mehr  als  das 

AnderthalbfiEK^he   der   grössten   Ordinate    der   Kurve   y  =  -r-^ — i  •     Die 

X   ~r  X 

Abweichung   in   der   Nähe  von  ±  4.5   wird   nun   nicht   etwa   kleiner, 

wenn  wir  den  Orad  der  Näherungskurve   und   zugleich   die  Zahl   der 

Koinzidenzpunkte  zwischen  a;  =  —  5  und  a;  =  -f  5  erhöhen,  sondern  sie 

wird  im  G^^nteil  immer  grösser.    Bei  o:  »  ±  0.5  dagegen  beträgt  z.  B. 

die  Abweichung  nicht  mehr  als  0.044,  und  würde  in  der  Nähe  dieses 

Wertes    mit    einer    grösseren    Anzahl   von   Koinzidenzpunkten    immer 

kleiner  werden. 

16* 


Eine  SchftttenkonrtrulctioD. 


Eine  Schattenkonatroktion. 

Von  R.  Mehmke  in  Stuttgart. 

Beim  Schattieren  von  Zeichnungen,  welche  Teile  von  Bauwerken 
oder  Maschinen  im  AuiriBS-  darstellen,  ist  nicht  selten  der  Schatten 
einer  w^erecfateu  und  zur  Au^issebene  parallelen  Oeraden  auf  eine 
beliebige  Drehungefläche  mit  senkrechter  Axe  zu  bestimmen,  and  üwai 
unter  der  Voraassetzung,  die  auch  hier  gemacht  werden  soll,  dasa  die 
Lichtstrahlen  im  Orondriss  und  Aufriss  einen  halben  rechten  Winkel 
mit  der  Wagerechten  bilden.  Die  hierbei  allgemein  benötzte,  in  in 
einschlägigen  Werken  zu  findende  Konstruktion  ist  ebenso  umständlich 
als  ungenau  und  erfordert  einen  Grundriss.  Ich  halte  es  deshalb  für 
nicht  ganz  überflüssig,  eine  in  den  80er  Jahren  von  mir  gefundene 
sehr  einfache  Konstruktion  mitzuteilen,  bei  der  man  keinen  Gmndrisj 
nötig  hat.*) 


1)  Eine  weniger  einfache  Konatruktiou  hat  J.  Piliet  in  seinem  Tnit^  de 
l'urspuctivc  .  .  .,  PariB  ISSG,  angegeben.  Im  übrigen  sind  die,  ebenfallB  im  Anf. 
riHi  nilein  auafilhrbareD  Schattenkonstruktionen  an  Drehungsfl&cfaen  von  PätetoB- 
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Man  trage  die  Enifemung  e,  welche  die  schattenwerfende  Gerade 
—  in  dem  obigen  Bilde  ist  es  die  vordere  untere  Kante  der  Deckplatte 
des  Kapiials  —  von  der  Drehungsaxe  hat,  vom  Aufriss  der  Axe  im 
Aofriss  der  Geraden  nach  links,  wenn  das  Licht,  wie  gewohnlich,  von 
links  einföllt,  nnd  ziehe  durch  den  erhaltenen  Punkt  a  in  der  Licht- 
richtnng  his  zum  Schnittpunkt  h  mit  der  Axe.  Die  auf  einem  beliebi- 
gen Parallelkreis  der  Drehungsfläche  liegenden  Punkte  p^  und  p^  der 
Schattengrenze  ergeben  sich  dann,  wenn  man  den  Halbmesser  r  dieses 
Parallelkreises  in  den  Zirkel  nimmt,  in  h  einsetzt  und  in  den  Aufriss 
des  Parallelkreises  einschneidet. 

Die  Erklärung  liegt  darin,  dass  die  gesuchte  Schattengrenze  zum 
Seitenriss  eine  unter  einem  halben  Rechten  geneigte  Gerade  hat  und 
der  gemeinsame  Abstand  x  der  Aufrisse  von  p^  und  p^  von  der  Axe 
die  eine  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  vorstellt,  dessen  andere 
Kathete  y  gleich  dem  Abstände  des  gemeinsamen  Seitenrisses  der  Punkte 
p  von  der  Axe,  also  gleich  dem  Abstände  des  Punktes  h  von  dem  Auf- 
riss dee  fraglichen  Parallelkreises,  und  dessen  Hypotenuse  gleich  dem 
Halbmesser  r  ist 

Die  Ausdehnung  der  Konstruktion  auf  allgemeinere  Lichtrichtungen 
bietet  keine  Schwierigkeit,  soll  aber  hier  nicht  vorgenommen  werden, 
wie  auch  die  sinngemässe  Anwendung  bei  einigen  anderen  Lagen  der 
Axe  nnd  der  schattenwerfenden  Geraden  dem  Leser  überlassen  bleiben 
möge. 

^mein  zweckmäsBig,  aber  anscheinend  bei  uns  gar  nicht  bekannt.  Ich  beabsich- 
tige, die  Methoden  von  Püiet  mit  einer  Verallgemeinerung,  die  ich  vor  längerer 
Zeit  gefunden  habe,  in  dieser  Zeitschrift  bei  nächster  Gelegenheit  darzustellen. 
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Zur  Konstruktion  der  Schnitte  von  Hüllfläclien  mit 

ebenen  oder  kmmmen  Flächen. 

Von  R.  Mehhke  in  Stuttgart. 

Als  aUgemeine  Verfahren,  die  Schnittlinie  einer  krummen  Fläche 
mit  einer  Ebene  zu  finden,  werden  in  den  Lehrbüchern  der  darsteUendeii 
Geometrie  meines  Wissens  keine  anderen  angegeben,  als  entweder  eine 
Reihe  von  Erzeugenden  der  Fläche  mit  dieser  Ebene  zu  schneiden  nnd 
die  Schnittpunkte  durch  einen  stetigen  Zug  zu  verbinden,  oder  die 
Aufgabe  als  einen  besonderen  Fall  derjenigen  anzusehen,  die  Schnitt- 
linie zweier  krummen  Flächen  zu  konstruieren,  und  dementsprechend 
eine  Reihe  von  Hilfsebenen  anzunehmen,  welche  die  krumme  Fläche 
in  möglichst  einfachen  Linien  schneiden,  und  hierauf  die  gemeinsamen 
Punkte  der  beiden  Schnittlinien  einer  jeden  Hilfsebene  mit  der  krummen 
Fläche  und  mit  der  gegebenen  Ebene  zu  bestimmen,  welche  Punkte 
der  gesuchten  Kurve  angehören.  Ahnlich  ist  es  mit  der  Bestimmong 
der  Schnittlinie  zweier  krummen  Flächen,  nur  dass  hier  in  der  Regel 
noch  die  Möglichkeit,  krumme  Hilfsflächen  zu  benützen,  ins  Auge 
gefasst  wird. 

Es  giebt  aber  noch  ein  anderes  Verfahren,  das  ich  im  Unterricht 
seit  langen  Jahren  mit  bestem  Erfolg  anwenden  lasse.  ^)  Angenommen, 
die  gegebene  Fläche  O  könne  als  Hüllfläche  (Einhüllungsfläche,  Enve- 
loppe)  einer  Schar  von  Flächen  F^,  F^,  F^  •  •  •  betrachtet  werden, 
deren  Schnitte  Cj,  C,,  Cj  •  •  •  mit  einer  zweiten  gegebenen  Fläche  ^ 
leicht  zu  finden  seien.  Dann  wird  die  gesuchte  Schnittkurve  der 
Flächen  O  und  V  jede  der  Kurven  Q,  C,,  C,  •  •  •  berühren,  also  die 
Hüllkurve  der  letzteren  sein.*) 


1)  Eb  mag  sein,  daes  der  eine  oder  andere  Fachgenosse  ebenfallB  darsuf 
gekommen  ist;  trotz  einigen  Suchens  habe  ich  in  der  Litteratur  nichts  darauf 
Bezügliches  finden  können. 

2)  In  manchen  Fällen  (s.  das  zweite  der  unten  folgenden  Beispiele)  können 
auch  die  Berührungspunkte  der  Kurven  C  mit  ihrer  Hüllkurve  durch  eine  Bosäti- 
liche  Konstruktion  verhältnismässig  leicht  bestimmt  werden;  dass  dies  im  all- 


Von  B.  Mehmke. 


247 


Besonders  empfehlenswert  ist  natürlich  dieses  Verfahren  bei  den 
Hüllflächen  von  Eugelscharen^  z.  B.  Röhrenflächen  und  Drehungsflächen. 
Als  einfaches  Beispiel ,  das  keiner  weiteren  Erklärung  bedarf^  sieht 
man  in  Fig.  1  den  Schnitt  einer  Schraubenröhrenfläche  mit  senkrechter 


Fig.  2. 


Axe  and  einer  wagerechten  Ebene,  im  Grrundriss  konstruiert;  eine  Hilfs- 
kngel  und  ihr  Schnitt  mit  der  gegebenen  Ebene  sind  eingezeichnet.^) 
Auf  mehrere  Arten  können  die  Berührungspunkte  der  Hilfskreise  mit 
ihrer  HüUkurve  bestimmt  werden,  worauf  aber  hier  nicht  eingegangen 


f^emeinen  nicht  der  Fall  ist,  braucht  man  keineswegs  als  Mangel  des  Verfahrens 
anzusehen,  denn  es  ist  eine  bekannte  Thatsache,  dass  eine  Kurve  sich  als  Hüll- 
inirve  einer  hinreichend  dichten  Schar  gezeichneter  Kurven  sogar  bequemer  und 
ncherer  zeichnen  lässt,  als  aus  einzelnen  konstruierten  Punkten.  So  lasse  ich 
die  cyklischen  Kurven  im  Unterricht  immer  als  Hüllkurven  von  Kreisscharen  nach 
der  80  einfachen  allgemeinen  Roulettenkonstruktion  von  Poncelet  (s.  etwa  Bur- 
mtifter'n  Kinematik,  S.  176  und  S.  176  Anm.)  zeichnen. 

1)  In  den  meisten  Lehrbüchern  werden  solche  Aufgaben  nicht  einmal  erwähnt; 
m  Chr.  Wiener'' fi  bekanntem  Lehrbuch,  Bd.  2,  S.  408,  findet  sich  zwar  (ohne  Lösung) 
die  Ubongsaufgabe,  eine  Schraubenröhrenfläche  durch  Ebenen  zu  schneiden,  ich 
halte  es  aber  nicht  fflr  wahrscheinlich,  dass  Wiener  die  obige  Lösung  im  Sinne 
gehabt  hat. 
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werden  soll.  Im  zweiten  Beispiele  hat  man  eine  beliebige  Drehnngs- 
fiäche,  deren  Axe  parallel  zur  Aofrisstafel;  aber  nicht  senkrecht  zur 
Grandrisstafel  ist^  ebenfalls  mit  einer  wagerechten  Ebene  geschnitten. 
Hier  ergeben  sich  die  Berührungspunkte  p'^  und  p^  eines  jeden  Hilfs- 
kreises einfach  dadurch,  dass  man  im  Aufriss  den  Parallelkreis  bestinunt^ 
nach  welchem  die  betreffende  Hilfskugel  die  Drehungsfläche  berfihrt, 
und  durch  den  Schnittpunkt  p"  mit  der  Spur  der  gegebenen  Ebene 
die  Senkrechte  zieht.  ^) 

1)  Eine  geometrograpbiBche  Vergleichung  würde  zeigen,  dass  obige  zasanunen- 
gesetzte  Konstruktion,  obwohl  sie  gleichzeitig  berührende  Kreise  und  ihre  Be- 
rührongspunkte  liefert,  an  Einfachheit  der  gewöhnlichen,  mittelst  welcher  man 
bloss  Punkte  der  gesuchten  Kurve  erhält  (s.  etwa  den  Leitfaden  der  darstellenden 
Greometrie  von  E.  MÜUer^  S.  66,  Nr.  116  Schluss),  nicht  nachsteht.  Wie  schon  er- 
"v^hnt,  kann  aber  auf  die  Bestimmung  der  Berührungspunkte  der  (doppelt)  be- 
rührenden Kreise  verzichtet  und  so  die  Konstruktion  wesentlich  vereinfieu^t  werden. 
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Ein  nenes  „Perspektivlinear'. 

Von  Dr.  Carl  Rohrbach  in  Gotha. 

überaus  zahlreich  und  zum  Teil  überaus  verwickelt  sind  die  Vor- 
richtongen,  die  man  ersonnen  hat,  um  perspektivische  Geraden  zu 
zeichnen  fBr  den  Fall;  dass  der  Fluchtpunkt  nicht  in  den  Rahmen  der 
Zeichnung  seihst  fallt. 

Einer  Berücksichtigung  dieser  Vorrichtungen  im  Unterricht  steht 
meistens  neben  ihrem  durch  die  Art  der  Konstruktion  bedingten  hohen 
Preise  die  Schwierigkeit,  ihre  Wirkungsweise  zu  übersehen,  im  Wege. 

Allen  diesen  Konstruktionen  gegenüber  zeichnet  sich  eine  meines 
Wissens  neue  Vorrichtung,  die  mein  jetzt  fOnfundachtzigjähriger  ver- 
ehrter Freund  und  ehemaliger  Lehrer,  Herr  Baumeister  Ludwig  Schmidt 
in  Gotha  vor  wenigen  Jahren  erdacht  hat,  durch  prinzipiell  wie  kon 
struktiv  gleich  verblüffende  Einfachheit  und  dementsprechende  Billigkeit 
der  Herstellung  aus.  Sie  beruht  auf  der  Anwendung  des  einfachen  geo- 
metrischen Satzes,  dass  die  Projektion  einer  Kegelseite  auf  einen  Haupt- 
schnitt des  Kegels  stets  durch  dessen  Spitze  geht  oder  allgemeiner  des 
Satzes:  AUe  Prqjdctionen  einer  hdidngen  Geraden  auf  eine  und  dieselbe 
Ebene  sehneiden  sich  in  einem  Punkte  (dem  Schnittpunkte  der  projizierten 
Geraden  mit  der  Büdebene). 

Auf  einer  dünnen  Spiegelglasscheibe  mit  jedenfalls  einer  genau 
geraden  Kante  ist  eine  beliebige  gegen  diese  Kante  geneigte  Gerade  in 
irgend  welcher  Weise  (mit  dem  Diamanten,  mit  Farbe,  Aluminium, 
Seife  oder  dergl.)  gezogen,  ein  paar  Füsse  oder  Stützen,  die  seitlich 
angeklemmt  werden,  gestatten,  die  Scheibe  ungefähr  senkrecht  auf  die 
Zeichnung  zu  stellen.  An  der  geraden  Kante  ist  ein  beUebiger  Punkt 
durch  einen  Indexstrich  bezeichnet. 

In  dieser  seien  von  den  zu  einem  Fluchtpunkte  gehörigen  (im 
Baume  parallelen)  Geraden  zwei,  G^  und  G^y  gegehen,  die  übrigen  durch 
die  Punkte  p,,  p^,  ...  zu  ziehen.  Man  stellt  nun  die  Glasscheibe  zu- 
nachfft  mit  ihrer  unteren  genauen  Kante  (@i)  auf  die  Gerade  G^  und 
verschiebt  sie  dann  dieser  entlang,  bis  bei  geeigneter  Stellung  des  Auges 
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die  andere  Gerade  G^  mit  der  auf  dem  Glase  gezeichneten  Geraden  3« 
zusammenfallt  y  man  markiert  dann  zweckmässig  die  Stellung  des  er- 
wähnten Index  auf  der  Zeichnung  (um  zufallige  Verschiebungen  zu 
vermeiden  oder  zu  bemerken  und  um  auch  später  dieselbe  EinsteUraig 
ohne  Mühe  wieder  erhalten  zu  können).  Alsdann  bringt  man  durch 
Verschiebung  des  Auges  (oder  durch  Drehen  der  Glasplatte  um  ihre 
Grundkante,  oder  durch  beide  Bewegungen  zugleich)  die  Punkte  p,, 
p^  etc.  zur  Deckung  mit  dem  Bilde  der  Geraden  @^  und  braucht  dann 
nur  mit  dem  Bleistifte  je  einen  zweiten  Punkt  st^,  st^  etc.  in  der  be- 
tre£fenden  Projektion  von  ®^  zu  markieren,  um  nachher  durch  die 
Punktpaare  p^x^,  p^x^  etc.  die  gewünschten  Geraden  ziehen  zu  können. 

Nachträglich  sei  noch  bemerkt,  dass  es  vorteilhaft  sein  kann,  meh- 
rere mit  der  Grundkante  @i  ein  Strahlenbüschel  bildende  Gerade  @2, 
@3  etc.  auf  der  Glasplatte  verzeichnet  zu  haben,  indem  hierdurch  die 
nötigen  Verschiebungen  des  Auges  vermindert  werden. 

Dass  es  gleichgültig  ist,  .mit  welcher  Geraden  G  man  ®i  zu  An- 
fang zusammenfallen  lässt,  und  dass  es  zur  Vermeidung  ungünstiger 
Visuren  zulässig  ist,  verschiedene  Teile  der  Konstruktion  auf  verschie- 
dene Gerade  G  unter  jedesmaliger  Neueinstellung  zu  stützen,  bedarf 
keines  besonderen  Hinweises. 
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Znr  Lösung  der  Aufgabe  1. 

Von  S.  PiNSTERWALDER  in  München. 

Im  42.  Bande  dieser  Zeitschrift  habe  ich  folgende  Aufgabe  gestellt: 
^38  Netz  eines  EugelbaUons  besteht  aus  einer  sehr  grossen  Anzahl 
(96  nnd  mehr  auf  dem  Umfange)  rhombischer  Maschen  mit  Winkeln 
Ton  60^  und  120^^  deren  kurze  Diagonalen  nach  Parallelkreisen  und 
deren  lange  nach  Meridianen  angeordnet  sind.  Ihre  Dimensionen 
wachsen  regelmässig  vom  oberen  Ventilringe  bis  zum  Äquator.  Das 
Netz  reicht  in  dieser  Form  etwas  unter  den  Äquator.  Die  Figur  desselben 
ist  demnach  genähert  durch  zwei  Scharen  von  Eugelloxodromen  ge- 
bildet^ die  sich  unter  einem  Winkel  von  60^  schneiden. 

Ein  solches^  f&r  einen  Ballon  von  bestimmtem  Radius  konstruiertes 
Netz  soll  nun  f^  einen  grosseren  EugelbaUon;  oder  auch  f^  einen 
BaUon  von  anders  geformtem  Meridian  benützt  werden.  Welche  Figur 
bildet  dann  das  Netz?  Bis  zu  welchem  Eugelradius  lässt  sich  dasselbe 
noch  verwenden?  Welche  Erscheinung  tritt  auf,  wenn  der  Radius 
grosser  wird?  Welche  Form  hat  das  Netz  in  dem  speziellen  Falle 
eines  unendlich  grossen  Radius,  wenn  also  das  Netz  symmetrisch  im 
Kreise  herum  in  eine  Ebene  ausgebreitet  wird?^' 

Der  Radius  des  Ballons,  für  welchen  das  Netz  hergestellt  ist,  sei 
r;  II  und  v  seien  Poldistanz  und  geogr.  Länge  für  einen  Punkt  der 
Ballonoberfläche,  deren  Linienelement  daher  gleich  ist: 

ds*  =  r^dü^  +  r*  sin*  udv*. 

Es  sei  femer  n  (in  unserm  Falle  ys)  das  Verhältnis  der  langen  zur 
kurzen  Diagonale  einer  Raute  des  Netzes,  dann  besteht  zwischen  den 
Differentialen  du  und  dv,  welche  eine  solche  unendlich  klein  gedachte 
Raute  begrenzen,  die  Beziehung:  nr  smudv  ==^  —  rdu. 

Die  entsprechenden  Grössen  für  den  grösseren  Ballon  seien  mit 
grossen  Buchstaben  bezeichnet.  Die  beiden  Engeln  sind  dann  bei 
Übertragung  des  Netzes  so  aufeinander  bezogen,  dass  dS  =  ds  ist,  wenn 
dV='dv  wird  und  die  vorhin  erwähnte  Beziehung  nBiaudv  =  —  du 
besteht.     Hieraus   ergiebt  sich   folgende  Differentialgleichung  für  den 


d 


kleiner  Winkel  ist,  wird  sich  der  Anfangswert  von  -r-  =  1   ergeben. 
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Zusammenhang  der  Poldistanzen  U  und  u  der  beiden  Kugeloberfläclieii: 

^=  —  1/a(!^V^  /Bin  ü\i 
du        yä  KU/        Wnu)' 

Diese  Differentialgleichung  muss  nun  so  integriert  werden,  dass  für 
u  =  Wq,    wo   Uq   die   Poldistanz   des   Netzkranzes   ist,    der   das  kreis- 

formige  obere  Ventil  umschliesst,  U  =^  j.Uq  wird,  da  die  Ventile  beider 

Ballons  als  gleich  gross  vorausgesetzt   werden  müssen.     Ist  das  Ver- 

hältnis         gegeben,    so   können   hierfür   die   numerischen  Nähemngs- 

methoden   von  Runge   und  Heun   benutzt  werden.     Da  u^  ein  sehr 

dU 
du 

Die  Rechnung  wird  so  lange  fortgesetzt,  bis  3—  =  0  wird.  Der  zu- 
gehörige Wert  entspricht  dem  Umstände,  dass  eine  kleine  Rhomben- 
diagonale  des  Netzes  beim  Auflegen  auf  den  grösseren  Ballon  sich  auf 
die  doppelte  Rhombenseite  verlängert  hat,  während  die  frühere  lange 
Dii^onale  nun  auf  Null  zusammengeschrumpft  ist.  Wenn  das  Xetz 
am  kleinen  Ballon  weiter  reicht,  als  jenem  Werte  von  u  entspricht,  bo 
ist  ein  Aufpassen  des  Netzes  auf  den  grösseren  Ballon  schon  aus 
geometrischen  Gründen  unmöglich,  aus  mechanischen  (rründen^)  ist 
es  schon  läi^st  vorher  zu  widerraten,  da  bei  starken  Deformationen 
der  Netzmaschen  die  Beanspruchung  der  Maschenseiten  ganz  anders 
ausfallt,  als  sie  bei  der  Herstellung  des  Netzes  für  den  kleinen  Ballon 
vorgesehen  war.    Soll  die  Verkürzung  der  langen  Diagonale  unter  einem 

gewissen  Mass  bleiben,   so  muss:   — ^ —  <  k  sein  und  man  wird  also 

zusehen,  ob  innerhalb  der  Ausdehnung  des  Netzes  diese  Ungleichheit 
erfüllt  bleibt.  Da  es  sich  in  der  Praxis  somit  nur  um  eine  geringe 
Veränderung  des  Radius  des  Kugelballons  handeln  kann,  so  wird  man 
versuchen,  für  diesen  Fall  eine  näherungsweise  giltige  Differential- 
gleichung aufzustellen,  die  allgemein  zu  integrieren  ist.  Das  gelingt 
hier  sehr  leicht.  Setzt  man:  R  =  r{l+p)  und  R^  =  r*  (1  +  2p)  femer: 
U ^  u  +  w  und  smU ^  sinu  +  w cos m,  so  wird  die  Differentialgleichung 
nach  Entwickelung  der  Quadratwurzel  und  Beibehaltung  der  niedrigsten 
Potenzen  von  p  und  w: 


1)  Vergl.  S.  Fineterwalder:    Die  Beanspruchung   des  Netaes   am  Freiballon. 
IlluBtr.  Agron.  Mitteilungen  1900. 
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/sin"*  du 
Ihr  aUgemeines  Integral  ist:  w  =  —  p       ,     ^^^ ^ oder  für  w  =  ]/3: 


am 
u 

JpBmud\ 

^P    Uo 


n* 


Binu 

Berechnen  wir  den  für  die  Formänderung  der  Maschen  massgebenden 

Wert  Ton: 

7       RdU      -    ,        ,   dw       i       to    ,  4©    , 

*  =  T;nr  =  1  +P  +  ;ni  =  1  -  ir  ctg«  -  ^  +P 


rdu  ^       du  3 

u 


-1-? 


Jysinurfu 
1  -  Ictgu  "^ 


ysinu 

Für/?  =  0,1  also  einen  Ballon,  dessen  Radius  um  10 ^q  und  dessen  Volumen 
um  33%  grösser  ist  als  jener,  für  den  das  Netz  konstruiert  war,  finde  ich: 

u=      45<»  90«  1350 

*  =  0,993         0,967  0,865 

Berücksichtigt  man,  dass  bei  einer  Verkürzung  der  langen  Diagonale 
im  Verhältnis  0,865  : 1  die  kurze  im  Verhältnis  1,325  :  1  verlängert 
wird,  so  sieht  man,  dass  die  äussersten  Maschen  bereits  sehr  erheblich 
verzerrt  sind  und  die  Grenze  des  Zulässigen  wohl  schon  überschritten  ist. 
Die  Form  des  Netzes  beim  Ausbreiten  in  die  Ebene  könnte  man 
ans  der  zuerst  entwickelten  Differentialgleichung  durch  Ghrenzübergang 
filr  den  Wert  jB  =  oo  erhalten.  Einfacher  ist  es,  direkt  die  DifFerential- 
^eichnng  anzustellen,  welche  die  Abhängigkeit  des  Polarradius  q  in 
der  Ebene  von  der  Poldistanz  u  auf  der  Kugel  ausdrückt.     Sie  lautet: 

^-  =  —  1/4  —  (-^)  •     Hierbei  ist  der  Kugelradius  r  =  1  gesetzt. 

Eine  genäherte  numerische  Integration  ergiebt,  dass  für  u=  118,5« 
das  ToUständige  Ausstrecken  der  Maschen  erreicht  wird.  Die  aus- 
gestreckten Maschen  liegen  auf  einem  Kreise  vom  Radius  Qq  =  1,83. 
Reicht  das  Netz  nicht  weiter  als  bis  w  =  118,5«  oder  28,5«  unter  den 
Äquator,  so  kann  es  in  eine  Ebene  ausgebreitet  werden,  sonst  nicht. 

Was  schliesslich  die  Frage  nach  anderen  einfachen  Rotationsflächen 
betrifft,  auf  welche  das  Netz  leicht  aufzuspannen  ist,  so  sind  in  erster 
Linie  Rotationsflächen  konstanten  Krümmungsmasses  und  zwar  solche 
vom  Spindeltypus  zu  erwähnen,  auf  denen  die  Netzfigur  wieder  aus 
Loxodromen,  aber  mit  anderem  Schnittwinkel,  gebildet   werden  kann. 
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13.  Bressa-Preis. 

Unterm  1.  Januar  1901  teilt  die  Kgl.  AJsademie  der  Wissenschaften 
in  Turin  gemäss  den  letztwilligen  Verfügungen  des  Dr,  Cesare  Älessandro 
Bressa  und  den  bezüglichen  Bestinmiungen  vom  7.  Dezember  1876  mit, 
dass  am  31.  Dezember  1900  der  Wettbewerb  für  die  Entdeckungen  und 
wissenschaftlichen  Werke  des  Zeitraums  1897 — 1900,  an  welchem  nur  die 
Gelehrten  und  Erfinder  Italiens  teilnehmen  konnten,  geschlossen  worden 
ist.  Zugleich  erinnert  die  Akademie  daran,  dass  am  1.  Januar  1899 
ein  Wettbewerb  eröffnet  worden  ist,  zu  welchem  die  Geirrten  und  Er- 
finder aUer  Völker  zugelassen  sind.  Die  Bewerbung  hat  den  Zweck,  de» 
Gelehrten  oder  Erfinder,  welchem  Volk  er  angehöre,  zu  belohnen, 
der  in  dem  Zeitraum  von  1897  — 1900  „au  jugement  de  TAcademie 
des  Sciences  de  Turin,  aura  fait  la  decouverte  la  plus  eclatante  et 
la  plus  utile,  ou  qui  aura  produit  Touvrage  le  plus  celebre  en  fait 
de  Sciences  physiques  et  experimentales,  histoire  naturelle,  mathem&tiques 
pures  et  appliqu^es,  chimie,  physiologie  et  la  statistique",  und  wird  am 
31.  Dezember  1902  geschlossen.  Der  für  diesen  Preis  festgesetzte  Betrag 
belauft  sich  nach  Abzug  der  Steuer  auf  9600  Pranken.  Wer  sich  bewerben 
will,  muss  dies  in  einem  Briefe  an  den  Vorsitzenden  der  Akademie  erklären 
und  das  Werk  einreichen,  mit  dem  er  sich  bewirbt.  Dieses  Werk  muss 
gedruckt  sein;  Handschriften  werden  nicht  berücksichtigt.  Die  Werke,  die 
den  Preis  nicht  erlangen,  werden  nicht  zurückgegeben.  Rein  Mitglied  der 
Akademie  in  Turin  kann  den  Preis  erhalten.  Die  Akademie  verleiht  den 
Pteis  dem  Gelehrten,  den  sie  für  den  würdigsten  hält,  auch  wenn  er  sich 
nicht  beworben  hat.  Unterzeichnet  ist  vom  Vorsitzenden  der  Akademie, 
G,  Carle,  und  dem  Sekretär  des  Preisgerichts,  E.  D'Ovidio. 


Anfragen  nnd  Auskünfte. 

C.  B.  in  H.  Logarithmisches  Papier  ist  allerdings  für  mannigfache 
Zwecke  sehr  gut  zu  gebrauchen.  Es  war  schon  öfters  die  Rede  daTon, 
dass  in  Amerika  und  in  England  solches  im  Handel  zu  haben  sei,  jedoch 
wurde  entweder  keine  Bezugsquelle  angegeben,  oder  es  erwies  sich  einfiwh 
als  unmöglich,  das  Gewünschte  zu  erlangen.  Eine  sichere  Quelle  i^t  die 
Verlagshandlung  Van  Campenhaut  frdres  dt  sosur^  Rue  de  la  Colline  13, 
Brüssel.      Logarithmisches    Liniennetz    schwarz    auf  dünnem,    aber  zfib^zo 
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Papier  in  Bogen  von  62  cm  Lftnge  und  Breite,  Einheit  der  logarithmischen 
Skala  50  cm  (abgesehen  von  einem  geringen  Papiereingang),  also  wie 
bei  den  unteren  Skalen  eines  grossen  Bechenschiebers.  Der  Bogen  dieses, 
auf  Anregung  und  nach  Angabe  der  Proff.  Pasquier  und  Suttor  in  Löwen 
hergestellten  logarithmischen  Papiers  kostet  75  Centimes.  Freilich  ist  da- 
mit allen  Bedürfiiissen  wohl  noch  nicht  entsprochen,  indem  z.  B.  für  die 
logarithmographische  Lösung  von  Gleichungen  eine  kleinere  Längeneinheit, 
etwa  5  cm,  aber  mehrmalige  Wiederholung  der  Skala  auf  beiden  Azen  er- 
wünscht wftre.     M.  — 

W.  D.  in  M.  ^ßtoleeviberger  MiUianäf^^  ist  eine  neue,  recht  sonder- 
bare Handelsbezeichnung  für  die  Rechenmaschine  von  Steiger  und  Egli,  die 
H.  Sossna  in  der  Zeitschr.  f  Vermessungswesen,  1899,  S.  674,  eingehend 
beschrieben  und  gewürdigt  hat.  Sie  stinmit  (was  bei  uns  wenig  bekannt 
zu  sein  scheint)  in  den  wesentlichsten  Punkten  mit  der,  verschiedene  Jahre 
älteren,  sich  ftusserlich  allerdings  ganz  anders  darstellenden  Maschine  von 
Bollee  überein,  indem  sie  als  Haupt -Werkteil  ebenfalls  ein  verkörpertes 
Einmaleins  hat,  also  (wie  die  höchst  eigenartige  neue  Rechenmaschine  von 
Prof.  SeUinr/^  von  der  wir  hoffen,  in  dieser  Zeitschr.  bald  eine  genaue  Be- 
schreibung bringen  zu  können)  zu  den  eigentlichen  Multiplikationsmaschinen 
gehört.     Der  Preis  ist  von  M.  800  auf  M.  900  gestiegen.     M.  — 


Anfrage,  M.  E.  Lemoine  fOhrt  die  ersten  Gedanken  der  von  ihm  so  ge- 
nannten Geamctrographie  auf  das  Jahr  1888  zurück.  Aber  Chr.  Wiener 
7lhlt  1884  in  seiner  darstellenden  Geometrie  (die  M.  Lemoine  offenbar  nicht 
kennt),  z.  B.  auf  S.  85  Bd.  1,  auch  schon  Elementaroperationen  ab,  um  ein 
Mass  für  die  Einfachheit  einer  geometrischen  Konstruktion  zu  gewinnen.  Wer 
hat  ausser  Franzosen  sonst  noch  auf  diesem  Gebiete  gearbeitet?     Fr.  M.,  K. 


256  Bücherachaa. 


Bücherscliaii. 


Maurice  d'Ocagne^  Traitö  de  Tomographie,     gr.  S^,  Xm  und  480  S. 
mit  177  Fig.  und  1  Tafel.     Paris  1899,  Gauthier- Villars. 

Ein  vorzügliches  Werk,  das  von  Seiten  aller,  die  mit  dem  Ansrechneo 
häufig  wiederkehrender  Formeln,  seien  diese  einfach  oder  verwickelt,  ja  mit 
Zahlenrechnen  überhaupt  zu  thun  haben,  und  nicht  minder  seitens  der  reinen 
Mathematiker  die  gröDste  Beachtung  verdient!  Nomographie  hat  1891  der 
Verfasser  in  einem  nur  ein  fCLnfkel  so  umfangreichen  Vorläufer  des  jetzigen 
Buches,  wofür  ihm  1892  von  der  Pariser  Akademie  der  Leconte-Preis  zu- 
erkannt worden  ist,  die  Lehre  von  der  geometrischen  Darstellung  gesetz- 
massiger  Beziehungen  zwischen  veränderlichen  Grölsen  genannt  li^ 
irgend  eine  Gleichung  zwischen  mehreren  Veränderlichen  vor,  so  ISlst  sich, 
oft  auf  sehr  verschiedene  Weise,  eine  aus  bezifferten  („kotierten^^)  geo- 
metrischen Elementen  (d.  h.  Punkten,  geraden  oder  krummen  Linien)  ge- 
bildete Tafel  zeichnen  —  der  Verfasser  benützt  im  Anschluss  an  Laianne 
dafELr  das  Wort  abaque  (von  abacus  =  &ß€t^),  das  bekanntlich  auch  noch 
andere  Bedeutungen  hat  —  eine  Tafel  also,  die  erlaubt,  wenn  for  alle 
Veränderliche  bis  auf  eine  derselben  bestimmte  Zahlenwerte  gegeben  sind, 
den  jener  Gleichung  entsprechenden  Zahlenwert  der  letzten  VeränderlicheD 
mechanisch  durch  Ablesen  zu  ermitteln,  wobei  nicht  etwa  (wie  im  soge- 
nannten graphischen  Bechnen)  besondere  Konstruktionen  auszuführen,  sondern 
blos  gezeichnete  Linien  zu  verfolgen  oder  allenfalls  bewegliche  Elemente 
einzustellen  sind.  Vor  numerischen  Tafeln  haben  solche  graphischen  ausser 
manchen  anderen  Vorzügen  den,  oft  noch  anwendbar  zu  sein,  wo  ersten 
(z.  B.  wegen  zu  grofser  Zahl  der  Veränderlichen)  vollständig  versagen. 
Obwohl  nun  seit  Jahrhunderten  graphische  Tafeln  mancherlei  Art  in 
grosser  Zahl  entworfen  und  in  den  letzten  Jahrzehnten  beachtenswerte  Ver- 
suche, eine  allgemeine  Theorie  zu  begründen, ^unternommen  worden  sind, 
ist  es  doch  M.  d'Ocagne  vorbehalten  gewesen,  ein  wirkliches  Lehrgebäude 
der  Nomographie,  zu  deren  Entwicklung  er  durch  Ausbildung  neuer  Me- 
thoden in  zahlreichen  zerstreuten  Arbeiten  ganz  wesentlich  beigetragen  hatte, 
zu  schaffen.  Bewirkte  die  Schrift  von  1891  schon,  dass  besonders  in  Italien 
und  Belgien,  ausser  in  Frankreich,  sich  Viele  mit  Begeisterung  auf  diese 
neue,  so  fruchtbare  Wissenschaft  warfen,  so  lassen  sich  dem  jetzt  vorliegenden 
Werke,  das  unvergleichlich  viel  mehr  Anwendungen  enthält  und  in  dem 
die  Theorie  zu  einem  Abschluss  gebracht  ist,  weit  grössere  Erfolge  in  Aus- 
sicht stellen,  —  als  ein  solcher  ist  die  Einrichtung  allgemeiner  Vorlesungen 
über  Nomographie  an  der  Universität  in  Löwen  (Louvain)  zu  betrachten, 
—  und  wir  dürfen  erwarten,  dass  auch  in  Deutschland  sich  ein  nach- 
haltiger Einfluss  zeigen  wird. 
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Da  es  ohne  Abbildungen  nicht  möglich  ist,  von  dem  Wesen  der  in 
dem  Bache  auseinandergesetzten  Verfkhren  einen  deutlichen  Begriff  zu  geben, 
so  rnnss  ich  mich  leider  auf  einige  kurze  allgemeine  Angaben  über  den 
Inhalt  beschiAnken.  Im  1.  Kapitel  ist  die  Darstellung  von  Gleichungen 
zwischen  zwei  Veränderlichen  durch  einander  gegenüber  gestellte  „echelles 
de  fonction^'  behandelt.  Es  hätten  hier  wohl  die  graphischen  Logarithmen- 
tafehi  Yon  Tichy  und  ähnliche,  die  ein  bequemeres  Interpolieren  gestatten, 
als  Zahlentafeln,  Erwähnung  verdient.  Das  2.  Kapitel  bringt  die  Darstel- 
lung Yon  Gleichungen  zwischen  drei  Veränderlichen  durch  Tafeln  „a  entre- 
croisement'^  zuerst  die  sehr  bekannte  und  viel  benützte  Darstellung  einer 
Funktion  f=^  f  (x,  y)  durch  einen  Schichtenplan  der  zugehörigen  Fläche, 
Tom  Verfasser  „abaque  cart^en^^  genannt,  die  Laiann esche  Au%abe  der 
Anamorphose  oder  Umwandlung  einer  Tafel  mit  krummen  Linien  in  eine 
solche  mit  geraden,  hierauf  die  hexagonalen  Tafeln  von  Lallemand,  femer 
die  allgemeinere  Auffassung  yon  Mas  sau,  nach  welcher  einer  jeden  der 
drei  Veränderlichen  eine  Schaar  bezifferter  Kurven  zugewiesen  wird  und  je 
drei  vermöge  der  gegebenen  Gleichung  zusammen  gehörige  Kurven  durch 
einen  und  denselben  Punkt  gehen,  endlich  die  Anwendung  von  Polarkoor- 
dinaten  statt  der  Cartesischen.  Ich  kann  hier  die  Bemerkung  nicht  unt-er- 
drftcken,  dass  der  Verfasser  im  Allgemeinen  zwar  die  grösste  Sorgfalt  auf 
Genauigkeit  und  Vollständigkeit  der  Verweise  verwendet  hat,  dass  er  aber, 
wahiBcheinlich  durch  die  Schwierigkeiten  der  deutschen  Sprache  abgeschreckt, 
die  einschlägigen  deutschen  Arbeiten  vielfach  nicht  hinreichend  geprüft  und 
deshalb  nicht  richtig  gewürdigt  hat.  So  sind  von  Chr.  A.  Vogler  nur  die  „Sechs 
graphischen  Tafbin . .  .'*  erwähnt,  während  das  Hauptwerk  (Anleitung  zum  Ent- 
weifen  graphischer  Tafeln  . . .,  Berlin  1877),  das  zu  seiner  Zeit  eine  bedeutende 
Leistung  war,  ungemein  viel  durchgeführte  praktische  Beispiele  und  manche  noch 
immer  wertvolle  Untersuchung  (z.  B.  über  die  Genauigkeit  graphischer  Tafeln) 
enlhält,  nicht  genannt  ist;  femer  wird  von  Helmert  und  Vogler  gesagt, 
dass  sie  ihrerseits  auf  das  Prinzip  der  logarithmischen  Anamorphose  ge- 
kommen zu  sein  schienen,  dessen  Priorität  man  jedoch  Laianne  nicht  streitig 
machen  könne,  während  beide  Laiannes  Arbeiten  sehr  wohl  gekannt  und 
anzuführen  nicht  unterlassen  haben.  Auch  den  (im  folgenden  Kapitel  in 
Betracht  kommenden)  Arbeiten  Adlers  scheint  mir  der  Verfasser  nicht  ge- 
recht worden  zu  sein,  weshalb  ich  mir  erlaube,  auf  meine  geschichtliche 
Bemerkung  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  44  (1899)  S.  58  Anm.  2  hinzuweisen. 

Mit  dem  3.  Kapitel  betreten  wir  des  Verfassers  ureigenstes  Arbeitsge- 
biet, die  Lehre  von  den  „abaques  a  alignement",  die  im  Falle  dreier  Ver- 
änderlicher aus  Cartesischen  Tafeln  mit  drei  Scharen  von  Geraden  durch 
eine  dualistische  Transformation  erhalten  werden,  bei  denen  also  jeder  Ver- 
inderlichen  eine  bezifferte  Punktreihe  oder  Skala  entspricht  und  je  drei  in  einer 
Oenden  liegende  Punkte  der  drei  Skalen  zusanunengehörige  Werte  der  Veränder- 
lichen liefern;  geradezu  verblüffend  wirkt  der,  natürlich  zu  Gunsten  der  neuen 
Art  von  Tafeln  ausfallende  Vergleich  in  den  Figuren  54  und  ö4^**.  Von 
hier  bis  zum  Schluss  haben  wir  es  mit  überaus  wichtigen  Verfiüiren  und 
Untersuchungen  zu  thun,  die  grösstenteils  erst  in  den  letzten  15  Jahren 
entstanden  sind  und  der  Nomographie  einen  so  überraschenden  Aufschwung 
gegeben  haben.  Das  4.  Kapitel  über  Systeme  von  zwei  Gleichungen  ist 
torwiegend  einer  viel  behandelten  Aufgabe  des  Ligenieurwesens,  den  Flächen - 

Z«itMhrift  f.  MAthamatik  n.  Physik.  46.  Band.  1901.  1.  u.  2.  Heft.  17 
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Inhalt  von  Auf-  und  Abtragprofilen  mittelst  graphischer  Tafeln  zn  be- 
stimmen, gewidmet,  und  es  werden  hier  alle  bekannten  Lösungen  dnrch 
Anwendung  der  bereits  aufgestellten  Grundsätze  planmfissig  abgeleitet.    Im 

5.  Kapitel  wird  auf  die  Darstellung  von  Gleichungen  mit  mehr  als  drei  Ver- 
änderlichen eingegangen  und  die  Verwendung  mehrfach  bezifferter  Elemente 
sowie  beweglicher  Systeme  gezeigt;  u.  A.  sind  hier  auch  als  „abaques  a 
images  logarithmiques^^  die  aus  der  logarithmographischen  Methode  hervor- 
gehenden Tafeln  des  Berichterstatters  f£br  die  Auflösung  von  Gleichungen 
mit  3 — 6  Gliedern  beschrieben.  Nachdem  so  in  stufenmftssigem  Fort- 
schreiten von  den  einfachsten  bis  zu  den  verwickeltsten  Fällen  alle  heute 
bekannten  Hilfsmittel  der  Nomographie  YorgefQhrt  sind,   wird  endlich  im 

6.  Kapitel,  mit  welchem  der  Verfasser  sich  vorzugsweise  an  Mathematiker 
wendet,  zunächst  die  Aufgabe  gelöst,  alle  Arten  der  ebenen  Darstellung 
von  Gleichungen  zwischen  n  Veränderlichen,  die  möglich  sind,  zu  bestimmen 
und  einzuteilen,  wobei  sich  die  Einführung  des  Begriffs  der  Berührong 
zweier  Elemente  und  eines  Zeichens  hierfür  nützlich  erweist,  dann  werden 
die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  eine  vorgelegte 
Gleichungen  einer  der  Hauptarten  von  Tafeln  entspricht,  in  Gestalt  von 
Differential-  bezw.  Funktionalgleichungen  aufgestellt  und  zum  Schlüsse  noch 
zwei  spezielle  Untersuchungen  mitgeteilt,  nämlich  über  die  Gleichungen,  die 
durch  drei  lineare  Systeme  fluchtrechter  Punkte  („points  alignes")  da^ 
stellbar  sind,  sowie  über  die  Darstellung  quadratischer  Gleichungen  mit 
drei  Veränderlichen  durch  Tafeln  mit  einer  Schar  von  Kreisen  und  zwei 
Scharen  von  Geraden. 

Nachdrücklich  sei  nochmals  auf  die  mit  erstaunlichem  Fleisse  zu- 
sammengetragenen Beispiele  hingewiesen:  bis  ins  Einzelne  durchgeführte 
Tafeln  aus  allen  erdenklichen  Gebieten  —  der  Bau-  und  Maschineningenieur, 
der  Physiker,  Astronom,  Geodät,  Offizier,  Seemann,  Bechnungs-  und  Ver- 
sicherungsbeamte finden  wie  der  Mathematiker,  jeder  für  seine  Zwecke, 
reiche  Ausbeute  darunter  —  die  dem  Verfasser  Gelegenheit  zu  vielen 
nützlichen  Bemerkungen  über  die  zweckmässigste  Herstellung  gegeben  haben 
und  bei  denen  ihm  sehr  zu  statten  gekommen  ist,  dass  er  als  Ingenieur 
die  Zeichenkunst  beherrscht.  B.  Mehmke. 


-r* 


Fr.  Sehilling^  über  die  Nomographie  Yon  M.  d'Ooagne.  Eine  Ein- 
führung in  dieses  Gebiet  8®.  47  S.  mit  28  Abb.  Leipzig  1900, 
B.  G.  Teubner. 

Dieses  auf  Anregung  des  Herrn  Klein  entstandene  Schriffcchen,  das 
die  weitere  Ausführung  eines  vom  Verfasser  im  Wintersemester  1899/1900 
in  der  mathematischen  Gesellschaft  der  Universität  Göttingen  gehaltenen 
Vortrages  darstellt,  ist  für  den  im  Titel  angegebenen  Zweck,  in  die  Nomo- 
graphie  einzuführen  und  auf  das  Studium  des  vorher  von  uns  be^rodienen 
Werkes  von  d'Ocagne  (aus  dem  auch  die  Abbildungen  herüber  genommen 
sind)  vorzubereiten,  recht  brauchbar.  Mit  den  darin  benützten  Benennungen 
ist  der  Unterzeichnete  nicht  durchweg  einverstanden,  insbesondere  führt  der 
auf  8.  24  vorgeschlagene  Name  „coUineare  Rechentafel",  mit  welchem  „i^Mique 
a  alignoinent^*  (wofür  wir  allerdings  noch  keinen  guten  deutschen  Ausdruck 
haben)    wiedergegeben    werden    soll,   in   der  Mehrzahl  gebraucht  leicht  zu 
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Verwechslimgeiiy  da  „coUineare  Bechentafeln^'  nicht  nur  ^abaques  a  alignemenV\ 
sondern  auch  mehrere  Tafeln  irgend  welcher  Art  bedenton  kann^  die  im 
Sinne  der  projektiven  Geometrie  unter  einander  collinear  sind;  auch  sei 
darauf  hingewiesen,  dafs  ,,Rechentafel'^,  womit  der  Verfasser  „abaque^^  Über- 
see, bei  uns  nicht  selten  statt  Zahlen- Tafel  (insbesondere  Produktentafel) 
gebraucht  wird  —  ich  erinnere  nur  an  die  so  verbreiteten  Rechentafeln 
Yon  Grelle  — ,  weshalb  der  Unterscheidung  wegen  von  graphischen 
Rechentafeln  gesprochen  werden  sollte,  wofür  aber  kürzer  (wie  längst  üb- 
lich) ^graphische  TafeP^  oder  wenn  keine  Verwechslung  zu  beftirchten  ist, 
einfach  „Tafel^^  gesagt  werden  kann  (nach  Ausweis  der  Wörterbücher  be- 
deutet auch  aßa^  ursprünglich  nichts  weiter  als  Brett  oder  Tafel,  ohne 
eine  bestimmte  Verwendung  auszudrücken).  B.  Mbhmke. 


Robert   Haussner^    Darstellende    Qeometrie    Ton    Gkispard   Monge 

(1798).  Übers,  und  herausg.  von  R.  H.  Mit  zahlreichen  Figuren  in 
dem  Texte  und  in  den  Anmerkungen.  (Ostwald's  Klassiker  der  exakten 
Wissenschaften  Nr.  117).  8^  217  S.  Leipzig  1900.  Verlag  von 
Wilhelm  Engelmann. 

Bei  der  erhöhten  Wertschätzung,  die  man  der  darstellenden  Geometrie 
gegenwärtig  an  den  Universitäten  entgegenbringt,  ist  die  Veranstaltung  einer 
wohlfeilen  deutschen  Ausgabe  des  grundlegenden  Werkes  von  Monge  jeden- 
Ws  ein  dankenswertes  und  zeitgemässes  unternehmen,  das  namentlich  in 
den  Kreisen  der  Mathematik  Studierenden  mit  Freuden  begrüTst  werden 
d&fte.  Die  TorUegende  Übersetznng  giebt  von  der  unübertroffenen  Klarheit 
ond  Anschaulichkeit  der  Darstellung,  die  das  Originalwerk  auszeichnen,  ein 
deutliches  Bild.  Dass  in  den  Figuren  die  veralteten  ursprünglichen  Buch- 
stabenbezeichnungen durch  die  jetzt  bei  uns  gebräuchlichen  ersetzt  worden 
sind,  ist  nur  zu  billigen.  Eine  wertvolle  Zugabe  für  den  Studierenden 
bilden  die  durchaus  sachgemässen  kritischen  Anmerkungen  des  Herausgebers 
un  Schlüsse  des  Buches. 

Braunschweig.  B.  Müller. 
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Arithmetik  und  Analysis. 

GrBossMAinff  LuDwio,  Die  Mathematik  im  Dienste  der  Nationalökonomie  unter 
Rücksichtnahme  auf  die  praktische  Handhabung  der  Disciplinen  der  Finanz- 
wissenschaft  und  Yersichenmgstechnik  mit  einigen,  durch  selbständige 
wissenschaftliche  Errungenschaften  auf  dem  Oebiete  der  reinen  Mathematik 
begründeten,  neuen  Fundamenten  der  politischen  Arithihetik,  für  Yersichenuigs- 
und  Bank-Institute,  sowie  auch  Lehrkräfte  höherer  Bildungsanstalten  besonders 
geeignet.  12.  (Schlus8-)Lfg.  gr.  8^.  Suppl.  Bd.  YIII,  80  S.  m.  e.  Eurventaf 
Wien  (in,  Sofienbrückeng.  14)  1900,  Selbstverlag.  M.  6. 

HxBZ,  NoRB.,  Wahrscheinlichkeits-  imd  Ausgleichungsrechnung.  (Sammig 
Schubert  XIX,)   8^   IV,  881  8.  m.  3  Tab.    Leipzig  1900,  Göschen. 

geb.  in  Leinw.  H.  8. 

LüBOTH,  J.,  Vorlesungen  über  numerisches  Rechnen,  gr  8°.  Vn,  194  S.  m.  14  Fig. 
Leipzig  1900,  B.  6.  Teubner.  M.  8. 

Rick,  H.  L.,  The  theory  and  practice  of  interpolation,  including  mechanical 
quadrative  and  other  important  problems  concemed  with  the  tabular  value 
of  functions.  With  the  required  tables.  Imp.  8vo.  p.  IX-2d4.  London, 
Wesley.  16  s. 

RuNOB,  C,  Praxis  der  Gleichungen  (Sammig.  Schubert  XIV.)  III,  196  S.  m.  8  Fig. 
Leipzig  1900,  Göschen.  M.  5.20. 

ABtroBomie  und  €feodftsie. 

Adams,  Jobx  Couch,  Lectures  on  the  Lunar  theorj.  Edit.  by  R.  A.  Sampson.  Svo 
Cambridge,  University  Press.  5  s. 

Ball,  Sm  Robsrt,  A  Primer  of  Astronomy.  (Cambridge  Science  Primers.)  Cr.  8vo. 
p.  192.    Cambridge,  University  Press.  1  b.  6d. 

Gboth,  Hüoo,  Zur  Dynamik  des  Himmels,   gr.  8^   IV,  74  S.    Hamburg,  Laein- 

M.  3. 

Handwörterbuch  der  Astronomie.     Hrsg.  v.  W.  Valbntihbb.    (Aus:   EncyUop.  d. 

Naturw.)   HI.  Bd.    2.  Abt.   gr.  8^   XI,  611  S.  m.  42  Abb.    Breslau,  Trewendt 

M.  20;  geb.  M.  28.  iO 
NiuoBBAUBB,  P.  V.  Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  speciellen  Störungen  mit  Anwendung 

auf  eine  Verbesserung  der  Bahn  des  Planeten  (196)  Philomela.   Dias.  Brealao. 

Fol. ,  48  S. 
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1)  Wo  kein  Erscheinungsjahr  angegeben,  ist  es  1901. 
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ansgesclmitten  werden. 

Von  Prof.  Dr.  W.  Heymann  in  Chemnitz. 
L  Vorbemerktngen. 

Im  113.  Bande  ^)  des  JoumalB  für  Mathematik  (1894)  habe  ich 
gezeigt,  dab  die  Koordinaten  der  reellen  Schnittpunkte  zweier  Kurven 

(1)  »  =  9(^)>  y  =  *(i») 

stets  durch  direkte  oder  inverse  Iterationsprozesse  ermittelt  werden 
kömien,  und  zwar  ist 

(x  =  ^(-"i)9^(-i)9  . . .  ^(-*V(a;o), 

je  nachdem  der  konvergente  Lauf  auf  der  Kurve  q>  oder  ^  (in  Ab- 
Bcissemichtung)  beginnt.')  Es  handelt  sich,  wie  man  sieht,  um  ein  An- 
nahenmgsverfahren,  welches  vermöge  seiner  geometrischen  Grund- 
lage an  Deutlichkeit  von  keinem  anderen  Übertroffen  wird.  In  ge- 
wissen Fallen  lafst  allerdings  die  Konvergenz  zu  wünschen  übrig;  aber 
auch  dann  braucht  man  die  Methode  nicht   aufisugeben,   sobald  man 

1)  „Theorie  der  An-  und  ümlänfe  und  Auflösung  von  Gleichungen/* 

2)  Es  sei  gestattet,  hier  nachträglich  eine  Bemerkung  einzuschalten.  Die 
Brechpunkte  der  An-  und  üml&ufe  denken  wir  uns  stets  auf  den  Curven  <p  und  <^ 
gelegen,  aber  das  ist,  wenn  auch  zweckmfiXsig,  so  doch  keineswegs  nötig.  Wenn 
die  Gleichungen  (1)  in  der  Form  y  =  <p(x\  x  =  '^^""^^(y)  vorausgesetzt  werden, 
so  kann  die  Iteration  mit  einem  passend  gew&hlten  x^ ,  y^  begonnen  werden,  wobei 
also  jener  Anfangspunkt  den  Curven  nicht  angehört.  Dafs  der  Iterationsprozefs 
trotzdem  nach  dem  Schnittpunkte  konvergiert,  erkennt  man  aus  den  explidte 
hingeschriebenen  Eettenfonktionen.    Es  wird  nämlich 

also  BchUelslich 

Das  sind  aber  bei  hinreichend  grolsem  k  in  der  That  die  Eoordinaten  des  Schnitt- 
ptniktes. 

ZtitMhrifl  £  Mathematik  u.  Physik.  46.  Band.  1901.  S.  Heft.  18 
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das  Eurrensystem  (1)  durch  zwei  äquiyalente  Kurven  ersetzt,  d.  k 
durch  solche,  welche  sich  in  den  gleichen  Schnittpunkten,  jedoch  unter 
veränderter  Richtung  schneiden.  Auf  solche  Weise  wird  man  direkt 
zur  Newtonschen  Annäherungsmethode  hingef&hrt,  vrie  a.  a.  0.  ge- 
nauer dargelegt  worden  ist. 

Die  Technik  des  Verfahrens  läfst  sich  auch  sonst  noch  in  mannig- 
facher Art  weiter  ausbilden.  Ich  gedenke  bei  anderer  Grelegenheit 
hierauf  zurückzukommen  und  will  nur  vorübergehend  auf  den  Wert 
von  Modelltafeln  hinweisen.  Solche  Tafeln,  wie  ich  sie  mit  Erfolg 
für  Unterrichtszwecke  benutzt  habe,  enthalten  die  graphische  Dar- 
stellung der  einfachsten  Funktionen  ohne  willkürlichen  Parameter, 
wie  y  =  a5P(p  =  2,  3,  •  •  •),  y  =  loga;,  y  =  sina:,  y  =  (a:*  +  1)*  etc.,  und 
zwar  in  einem  gehörig  beschränkten  aber  ausreichenden  Intervall  von 
X.  Neben  den  Originalkurven,  welche  den  Tafelrand  zumeist  über- 
schreiten würden,  sind  ihre  „Fortsetzungen^^  aufgetragen,  sodab  das 
Blatt  überhaupt  eine  Reihe  einzelner  „Kurven-Repräsentanten^' 
enthält,  welche  auf  verschiedene  Einheiten  bezogen  sind.  Eigentliche 
Kurvenscharen,  wie  sie  einem  veränderUchen  Parameter  entsprechen 
würden^  schliefsen  wir  für  unsere  Zwecke  aus.  Mittelst  eines  schweren, 
scharfkantigen  Lineals,  welches  den  durchgehends  mit  MiUimeter- 
teilung  versehenen  Tafelrand  überragt,  erledigt  man  die  Auflosung 
trinomischer  Qleichungen  von  der  Form 

^(x)  =  mx  +  n, 

gleichgültig  ob  sie  algebraisch  oder  transcendent  sind.  Mit  Hilfe  des 
Modells  y  =  (x^  ±  ly  und  einer  Geraden  wird  sich  die  Gleichung 

(x^  ±  1)*  =  mx  +  n 

lösen  lassen,  auf  welche  eine  allgemeine  Gleichung  vierten  Orades 
leicht  zurückkommt.    Auch  die  allgemeinere  vier gliedr ige  Gleichung 

af  =  ax^  +  hx  +  c 

kann  immer  so  umgestaltet  werden,  dals  ihre  Auflösung  durch  Schnitt 

eines  Modells 

y  =  (af±l)» 

mit  einer  Geraden  ausgeführt  werden  kann,  weim  p,  beziehentlich  f 
gegebene  Zahlen  sind. 

Die  Abscissen,  welche  man  aLs  zu  den  Schnittpunkten  gehörig 
der  Zeichnung  entnimmt,  sind  geeignete  Anfangswerte  für  jedwedes 
Annäherungsverfahren.  Bedient  man  sich  im  besonderen  der  An-  und 
Umläufe,  so  entscheidet  die  graphische  Darstellung  noch  darüber,  auf 
welcher  Kurve  der  konvergente  Lauf  beginnt,  und  welche  der  beiden 
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Ketten  (2)  in  Anwendung  zu  bringen  ist.  —  Dafs  übrigens  die  fOr  die 
Modelle  verlangte  Abscheidung  überflüssiger  Parameter  auch  eine  Ent- 
lastung der  Ketten  bewirkt  und  die  Iterationsprozesse  yereinfacbt,  liegt 
auf  der  Hand.  Es  würde  hier  zu  weit  führen,  über  die  Tafeln  Näheres 
mitzuteilen,  zumal  jedes  Blatt  seine  besondere  Einrichtung  hat,  die  ja 
durch  die  charakteristischen  Eigenschaften  der  dargestellten  Funktionen 
Ton  selbst  gegeben  ist.  Das  Wesentliche  bleibt  immer,  dals  auf  be- 
schrankter Fläche  die  Kurve  in  möglichst  grofser  Erstreckung  zur 
Geltung  kommt.  Bei  gewissen  Kurven,  wie  der  logarithmischen  Linie, 
der  Sinusoide,  kann  das  Intervall  auf  natürlichem  Wege  eingeschränkt 
werden;  bei  anderen  müssen  die  Repräsentanten,  welche  nötigenfalls  mit  ge- 
küizten  oder  gestreckten  Ordinaten  aufzutragen  sind,  berücksichtigt  werden. 
Weim  man  konvergente  Umläufe  graphisch  oder  durch  Iteration 
Terfolgt,  kann  der  eigentümliche  Fall  eintreten,  dafs  der  Lauf  in  sich 
zurückkehrt,  bevor  noch  der  eingeschlossene  Schnittpunkt  erreicht  ist. 
Wir  nennen  solche,  die  Konvergenz  störende  Läufe  indifferent  oder  . 
stagnant.  Es  bt  aber  deutlich,  dafs  man  aus  den  aufeinanderfolgen- 
den Iterationsprozessen  unmittelbar  erkennt,  in  welcher  Weise  die 
durch  Umläufe  bestimmten  Abscissenwerte  hin  und  her  schwanken, 
und  dafs  man  also  durch  Fixierung  einer  Zwischenlage  eine  „Dämp- 
fung^' der  Schwingungen  hierbeiführen  kann.  Mit  anderen  Worten: 
Ein  Umlauf,  welcher  den  Schnittpunkt  wirklicdi  erreichen  soll,  muls 
stets  innerhalb  des  stagnierenden  Umlaufes,  welcher  jenen  Punkt  am 
engsten  umgiebt,  begonnen  werden.  Sollte  der  stagnierende  Umlauf 
unendlich  nahe  an  den  Schnittpunkt  heranrücken,  so  ist  für  diesen 
^tischen  Punkf  ' 

^  ^  dx  dx* 

und  damit  erledigt  sich  die  Sache  von  selbst. 

In  unseren  früheren  Arbeiten  kam  es  uns  darauf  an,  die  stagnan- 
ten  Umläufe  als  störende  Elemente  möglichst  bei  Seite  zu  setzen. 
Inzwischen  «hat  es  sich  gezeigt,  dafs  gerade  diese  Gebilde  das  höhere 
Interesse  beanspruchen,  insofern  sie  zu  ganzen  Gruppen  von  Wurzeln 
gewisser  Gleichungen  führen.  In  der  That  kann  das  antike  Intersek- 
tionsproblem  dahin  erweitert  werden,  dafs  man  nach  den  Punkt- 
gruppen im  System  zweier  Kurven  fragt,  welche  von  konvergenten 
Umlaufen  ausgeschnitten  werden,  so  nämlich,  dafs  letztere  in  stagnante 
Umlaufe  Übergehen,  d.  h.  ein  geschlossenes  rechtwinkliges  Vieleck 
bilden.  Die  eigentlichen  Schnittpunkte  der  Kurven  gehören  dann  dem 
besonderen  Falle  an,  in  welchem  jenes  Vieleck  unendlich  kleine 
Dimensionen  besitzt 
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Hiermit  kommen  wir  zu  dem  eigentlichen  (Gegenstand  nnserer 
Untersuchung:  Wir  betrachten  solche  Gleichungen,  deren  Wurzeln 
durch  stagnante  Umläufe  höherer  Art  bestimmt  sind. 


2.  Konvergente  und  stagnante  Umläufe  höherer  Art. 

Die  Schnittpunktsabscissen  des  Eurvensystems  (1)  sind  bestimmt 
durch  die  Gleichung 

(4)  q>(x)  =  if{x) ,  d.  h.  a:  =  if~^q>{x)  =  f(x), 

und  es  erweist  sich  für  theoretische  Betrachtungen  als  zweckmafsig^ 
das  System  (1)  zu  ersetzen  durch 

(5)  y  =  x,  y^f(x). 

Die  reellen  Abscissen  der  Schnittpunkte,  welche  die  Gerade  y  =  x 
auf  der  Kurve  f  ausschneidet,  werden  jetzt  durch  die  Ketten 

(6)  .  x,  =  f(*)  («o) ,  resp.  x,  =  /r-*>  (x^) 

dargestellt,  je  nachdem  der  konvergente  Lauf  auf  f  oder  auf  der  Ge- 
raden beginnt. 

Die  Bedingung,  dafs  ein  Lauf  stagnant  wird,  ist,  je  nachdem  das 
sofort  oder  aber  in  einem  später  folgenden  Brechpunkte  eintritt^ 

und  hiemach  unterscheiden  wir  Läufe  erster,  zweiter,  •  •  •  mter  Art^) 
Unterdrücken  wir  die  Indices,  so  ist  ein  Lauf  mter  Art  definiert 
durch 

(7)  x^f^(x). 

Ein  stagnanter  Lauf  mter  Art  besteht  in  einem  rechtwinkligen  2  m-Eck, 
dessen  Seiten  sich  durchsetzen  können,  wenn  m  >  2 ;  fBr  m  =  2  treten 
Quadrate,  beziehentlich  Rechtecke  auf.  Jeder  stagnante  Lauf  kami  im 
allgemeinen  durch  einen  parallel  laufenden  konvergenten  Lau^  welcher 
schlechthin  Lauf  derselben  Art  heüsen  möge,  ausgeschnitten  werdep. 
Bei  besonderer  Gestalt  und  Lage  der  Kurve  f  köimen  alle,  an  beliebiger 
Stelle  begonnenen  Läufe  stagnieren,  ein  Fall,  welchen  wir  für  sich  be- 
handeln wollen. 

Ist  m  =^  1,  so  bestimmt  die  Gleichung 

(7a)  X  =  f(x) 

einfach  die  Schnittpunkte   des  Kurvensystems  (5),    Von    denen   jeder 

1)  Den  Begriff  «^pter  Ordnnng^^  welcher  in  der  früheren  Arbeit  voiiomint, 
geben  wir  auf.    Die  Ordnung  p  würde  der  Art  2p  enteprechen. 
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reelle  durcli  einen  konvergenten  An-  oder  Umlauf  erster  Art  ansge- 
selmitten  wird.  Der  stagnierende  Lauf  erster  Art  liegt  dem  Schnitt- 
pimld;  unendlich  nahe  und  besteht  in  der  unendlich  kleinen  Fortsetzung 
des  entsprechenden  Laufes  erster  Art. 

Die  Gleichung  (7)  bestimmt  neben  den  stagnanten  Läufen  mter 
Art  auch  jene  erster  Art^  d.  h.,  sie  enthält  die  Wurzeln  der  Gleichung 
(7a)  in  sich.  Ist  m  =  pqr  •  •  •  eine  zusammengesetzte  Zahl,  so  ergiebt 
(7)  die  AbscisseU;  welche  die  stagnanten  Läufe  p,  Qf  r  -  -  -  ter  Art  fest- 
legen. Anders  gefafst  giebt  dies  den  Satz:  Alle  reellen  Wurzeln 
der  Gleichung  x=^f^^^{x)  können  durch  Schnitt  der  einfachen 
Kurve  f  mit  der  Geraden  y  =  x  erhalten  werden,  wenn  neben 
d^  die  Schnittpunkte  bestimmenden  Läufen  erster  Art  auch 
alle  möglichen  Läufe  höherer  Art  Verwendung  finden. 


3.  Beduzibilität  der  Gleichung  x  =  f('^\x). 

Es  sei  von  jetzt  ab  f  eine  ganze  rationale  Funktion  vom  Grade 
n;  im  übrigen  unterscheiden  wir,  ob  m  eine  zusammengesetzte  Zahl 
ist  oder  nicht. 

A)  Es  sei  m  eine  Primzahl.  Alle  Wurzeln  der  Gleichung  werden 
dami  ausgeschnitten  durch  n  Läufe  erster  Art  (Schnittpunkte)  und 
i  Laufe  mter  Art  (2m-Ecke),  daher  ist. 

(8)  n^  =  n  +  km,  d.  h.  i  =  ??-^  . 

Die  Zahl  k  giebt  zugleich  den  Grad  der  Besolvente  an,  vermittelst 
welcher  die  Gleichung  (n"*  —  n)ten  Grades  zur  Bestimmung  der  Läufe 
mter  Art  in  Gleichungen  vom  Grade  m  zerlegt  wird.  Damit  k,  wie 
notwendig,  eine  ganze  Zahl  werde,  mufs  m  entweder  in  n  oder  in 
(n«-i  —  1)  enthalten  sein.  Bedeutet  daher  m  eine  Primzahl,  welche 
in  n  nicht  aufgeht,  so  wird 

(9)  n»»-!  — 1  =  0  (mod.w), 

und  das  ist  der  Satz  von  Fermat. 

B)  Es  sei  fn='pq,  unter  p,  q  zwei  verschiedene  Primzahlen 
Tentanden.  Li  diesem  Falle  werden  alle  Wurzeln  der  Gleichung 
z^f(^)(x)  ausgeschnitten  durch  n  Läufe  erster  Art,  enthalten  in 
x^f{x)'^  k'  Läufe  pter  Art,  enthalten  in  x=^f(P^(x)]  k"  Läufe  gter 
Alt,  enthalten  m  x  ^  f^^K^)  ^^<1  ^^  Läufe  pqier  Art,  enthalten  in  dem 
letzten  Faktor  der  zer&Uenden  Gleichung.    Daher  ist 

(10)  fiP9  =  n  +  k'p  +  k"q  +  kpq. 
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Weil  p,  q  Primzahlen  sind,  so  bestimmen  sich  k'  und  k"  wie  unter 
A),  d.  h. 

(11)  .       Är  =  ^,r  =  =l^«, 

folglich  geht  10)  über  in 

(12)  nP9=.nP  +  fiß--n  +  kpq, 
sodafs 

(13)  k  =  ^^-n>-n«+n 

V      J  pq 

die  Anzahl  der  Laufe  pqter  Art  ergiebt.     Hieran   schlielst  sich  mit 
Notwendigkeit  die  Kongruenz 

(14)  nP^-^  —  nP"^  —  nß-^  +  1  =  0  (mod.  pq). 

C)  Es  sei  m  =  p"y  unter  p  eine  Primzahl  und  unter  a  eine 
ganze  positive  Zahl  verstanden.  Im  Falle  m=p^  werden  alle 
Wurzeln  der  Gleichung  x  f=  f^(x)  ausgeschnitten  durch  n  Läufe  erster 
Art,  A;' Läufe  pter  Art  und  t"  Läufe  von  der  Art  p^.     Daher  ist 

(15)  wP*  =  n  +  Äj'j>  +  ÄV, 

wobei  k'  wie  unter  A)  zu  berechnen  ist;  mithin  ergiebt  sich 

(16)  ^.^nn.Py-1) 

Im  Falle  m  ^p^  führt  eine  ähnliche  Abzahlung  zu 

(17)  wP'  =  n  +  k'p  +  AV  +  A'V , 

sodafs  mit  Rücksicht  auf  15)  die  Anzahl  der  Iiaufe  von  der  Art  j)' 
durch 

(18)  ft'"  =  ^5-!^  ^^ 


>s 


bestimmt  ist.     Allgemein  ergiebt  sich  die  Anzahl  der  Läufe  von  der 
Art  j>"  zu 

(19)  *^«^  =  5_       •» 


p 


an  welche  Formel  sich  die. bekannte  Kongruenz 

(20)  (n')'~*  -  1  =E  0  (mod.  p%  s^p^-^ 

anschliefst. 

D)  Es  sei  m  =  pgr,   unter  p,  j,  r  verschiedene   Primzahlen 

verstanden.  In  selbstverständlicher  Bezeichnusgsweise  hat  man 

21)    n«>«'-  =  n  +  ¥p  +  k"q  +  k'"r  +  \qr  +  k^rp  +  k^pq  +  kpqr, 

wobei  die  Zahlen  k'  bis  V"  wie  unter  A)  und  A:^  bis  Jt:^  wie  unter  B) 
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zn  bestimmen  eind.     Die  Anzahl  der  Läufe  von  der  Art  pqr  betragt 

daher 

,     .  ,  ^  f^""  -  ng''  ^  n''^  -  nPg  +  nP  +  n^  +  n''  ^  n 

V     /  pqr  4 

Ehrend  sich  gleichzeitig  die  Kongruenz 

(23)»^«'— 1  —  n«'— 1  —  n''^-*  —  n^«-*  +  n'-^  +  fiß-^  +  n'"- ^  —  1^0 

(mod.  pqr) 

als  notwendig  herausstellt.     Letztere   läfst  sich  symbolisch   darstellen 
wie  folgt 

(24)  (n^-i  ~  l)(n3~i  _  l)(n'-i  --  1)  -  0  (mod.  pqr) , 

wobei  nach  der  Multiplikation 

p  +  q  —  2  durch  l?j  —  l,j>  +  g'  +  r  —  3  durch  pqr  —  1 

zu  ersetzen  ist^  und  hieraus  ersieht  man^  welches  Bildungsgesetz  im  all- 
gemeinen Falle  stattfinden  würde.  « 

E)  Es  sei  m=^p^gfj  unter  j>,  q  yerschiedene  Primzahlen  und 
onter  a,  ß  ganze  positive  Zahlen  verstanden:  Wenn  wir  zunächst 
ff  =  2,  /)  =  1  wählen,  so  ergiebt  sich  die  Beziehung 

(25)  n^9='n  +  h'p  +  h"q  +  itj)*  +  *,i>3  +  ifci>*g , 

und  hieraus  folgt  mit  Bücksicht  auf  bereits  entwickelte  Formeln 

(26)  ^^y.-^^-^^.  +  ^ 

Die  entsprechende  Kongruenz  lautet 

(27)  ni'd»«  - 1)  -  ni'Cp  - 1)  -  n''^«  - 1)  +  1  =  0    (mod.  p^q). 

In  ähnlicher  Weise  hat  man  für  a  =  2,  /3  =  2 

und 

(29)  nlP9(P9  - 1)  —  nP9(p  -  D  _  »pjC«  -  D  +  1  ^  0    (mod.  p^q^). 

Die  Kongruenzen  (27)  und  (29)  schreibt  man  symbolisch: 
(27a)  ■■i(nPy-'-l][(nP)i-'-l]  =  0    (mod.  j)«ff), 

(29a)  [(nPiy-^-l][(»Pi)i-^-l]  =  0    (mod.  i»»g*), 

wobei  die  Verbindung  p  +  q  —  2  zu  ersetzen  ist  durch  pq  —  1. 
Allgemein  hat  num  för  den  FaU  m  =  pfqf  die  Kongruenz 

(30)  (n'yt  - »  -  (n'y  - 1  —  (n')«  - »  +  1  hh  0    (mod.  p'qf) 
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oder  symbolisch 

(30a)  [{n'Y  -  ^  -  1]  [(n'>  ~  ^  -  1]  -  0    (mod.  p^qß\ 

wobei 

z  =Jf~^q^~^  und  p  +  q  —  2  ident.  pq  —  1. 

Hiernach  läfet  sich  die  Kongruenz  für  den  Fall  m  ^p^q^rr  ...  un- 
mittelbar  anschreiben. 


3  a.  Ableitung  der  aufgestellten  Kongruenzen  aus  dem  Satze  von  Fermat 

Da  die  im  yorhei^ehenden  Abschnitt  angegebenen  Kongruenzen 
bei  der  Abzahlung  von  Umläufen  auftreten,  aber  diese  geometrischen 
Gebilde  imaginär  sein  können,  so  wollen  wir  die  Resultate  nachtrag- 
lich auch  rein  analytisch  ableiten  und  dabei  ausschlielslich  den  Satz 
Ton  Fermat  als  bekannt  Toraussetzen. 

Betreffs  der  Kongruenz  (14)  bemerke  man,  daTs  der  Ausdruck 

nP«-i  — wP-i  — n«-^  +  1 
identisch  umgeformt  werden  kann  in 

und  dann  ist  die  Teilbarkeit  durch  pq  unmittelbar  zu  erkennen.  Bei 
der  Kongruenz  30)  beachte  man,  daCs  der  Ausdruck 

(n')p«-i  — (n*)^-!  — (n')»-i  +  1     (^  =jp«-.ig/j-i) 
identisch  ist  mit 

(n')i'  +  ?-«[(nO^-i)(»-i)  -  1]  +  [(n'y-^  -  1] [(»0* "" *  - 1], 
welche  Grö&e  durch  p^qfi  teilbar  ist. 

um  endlich  auch  die  Teilbarkeit  der  linken  Seite  von  (23)  darzn- 
thun,  führe  man  die  Bezeichnungen  ein 

wp-i-1  =  1p1,  nö'-i)(«-i)-l  =  |i?g|,  n(i»-i)(«-i)('— «~l  =  |i>gr, 

wobei  allgemein  \m\  eine  durch  m  teilbare  Grösse  bedeutet  Der  in 
(23)  auftretende  Ausdruck 

läfst  sich  dann  folgendermaisen  schreiben 

^r  +  rp  +  pj— p  — j  — r  .  \pqr\ 

+  «"  +  «  +  '■-«•  [\qr\ '  \rp\  -  \pq\  +  \rp\  •  \pq\  +  \pq\'\qr\  +  \qr\'\rp'\\ 
+  nß'^''-^'\p\'\qr\  +  nr+^-^'\q\'\rp\  +  nP'^i-*'\r\'\pq\  +  \p\'\q\'\r\t 
und  hier  findet  man  den  Faktor  pqr  in  jedem  einzelnen  Gliede. 
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4.  AlgebraisclLe  OleiciLTmgen,  deren  Wurzeln  dnroh  Umläufe  zweiter 

Art  ansgesclmitten  werden. 

Wir  betrachten  die  Gleichung 

(31)  X  =  p\x\ 

in  welcher  /  eine  ganze  Funktion  nten  Grades  bezeichnet.  Die  einmal 
iterirte  Funktion  /^*)  erlangt  den  Grad  n*,  und  da  (31)  die  ursprüngliche 
Gleichung  x  =  f(x)  rational  ausscheiden  lafst,  so  bleibt  eine  Gleichung 
Toin  Grade  «(»  —  1)  zurück,  welche  in  i  =  -Jn(n  — 1)  quadratische 
Gleichungen  zerspalten  werden  kann^  yon  denen  eine  jede  einen  stag- 
nanten  Umlauf  zweiter  Art  bestimmt  unsere  Aufgabe  besteht  darin, 
dab  wir  jene  quadratischen  Gleichungen  und  die  zugehörige  Resolyente 
iten  Grades  expUcite  darstellen. 

Um  durchweg  an  geometrischen  Vorstellungen  festhalten  zu  können, 
«palten  wir  die  Gleichung  (31)  in 

(32)  f(x)  =  fi-^Kx)^y 

und  betrachten  demgemäfs  das  neue  Eurvensystem 

(33)  y  =  f(x)  und  a;  =  f(if). 

Für  diese  Kurven  hat  die  Gerade  y  =  x  die  Eigenschaft  eines  ebenen 
Spiegels.    Die  n  Schnittpunkte  der  Originalkurren 

(5)  y  =  ^,  y^f{^) 

fallen  auf  die  spiegelnde  Gerade,  während  die  übrigen  n(n— 1)  Punkte 
zn  beiden  Seiten  symmetrisch  verteilt  liegen.  Wählen  wir  die  spie- 
gelnde Gerade  als  Ordinatenachse  eines  rechtwinkligen  Systems  UV 
und  behalten  den  alten  Eoordinatenanfang  0  bei,  so  werden  sich  die 
n^  Schnittpunktsabscissen  u  der  auf  das  neue  System  bezogenen  Kurven 
folgendermaßen  verteilen:  nAbscissen  fallen  mit  0  zu&ammen  und  re- 
duzieren sich  also  auf  NuU,  \  n{n  —  1)  Abscissfen  bedecken  die  positive 
17- Achse,  und  ebensoviele  gleichgrofse  entgegengesetzte  Abscissen  finden 
sich  auf  der  negativen  i[7- Achse  vor.  Hierdurch  ist  das  Zerfallen  der 
in  Betracht  kommenden  Gleichung  sicher  gestellt  —  Beiläufig  sei  be- 
merkt^ dals  die  angegebene  Transformation  auch  auf  den  zunächst  noch 
aosgeschlossenen  Fall  pafst,  wenn  f  eine  algebraische  gebrochene 
Funktion  bedeutet,  oder  wenn  überhaupt  zwei  sich  spiegelnde  Kurven 

F{x,  y)  =»  0  und  F{y,  x)  =  0 

vorgelegt  sind,  unter  F  eine  rationale  Funktion  der  YeriLnderlichen 
verstanden. 

Wir  behandeln  nun  die  SonderflUle  n  ==  3  und  n  »=  4. 
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A)  Umläufe  zweiter  Art  im  Eurvensystem 

(34)  y  =  ^  und  y  =  a?  +  ax  +  ß  =  f{x). 

Die  Bestimmungsgleichong  fOr  die  Schnittpunkte  wird 

(35)  7?+{a-l)x  +  ß  =  0, 

und  diejenige^  welche  die  Läufe  erster  und  zweiter  Art  gleichzeitig  er- 
giebt,  lautet 

(36)  x^{a?  +  ax  +  ßf  +  a{a?  +  ax  +  ß)  +  ß=^  P\x), 

Transformieren  wir  nun,  wie  in  Abschnitt  4  angegeben,  die  beiden 
Kurven 

,37.  [y--^  +  ax  +  ß^f{x) 

mittelst 

(38)  *  aj=  {(«  +  »),  y  =  A(-«  +  »), 

wobei  die  numerischen  Faktoren  zweckmäfsig  abgeändert  wurden,  ohne 
dafs  die  geometrische  Interpretation  darunter  leidet.  Den  addierten 
und  subtrahierten  Gleichungen  (37)  entsprechen  dann  die  beiden  andern 

(39)  t?»  +  iuH  +  4(a  -  l)t;  +  8/5  =  0, 

(40)  u[f««  +  4(a+l)  +  3f;«]  =0. 

Aus  (40)  ergiebt  sich  zunächst  u  =  0,  d.  h.  t;  =  2:r,   womit  39)  über- 
geht in 
(35)  x'  +  (a  -  l)x  +  /5  =  0, 

wie  zu  erwarten  war.  Berücksichtigt  man  dagegen  den  zweiten  Faktor 
Ton  (40),  so  geht  (39)  über  in 

(41)  r»  +  («  +  2)f;  -  /5  -  0. 

Dieses  ist  die  gewünschte  Resolvente,  während  die  quadratischen  Glei- 
chungen für  die  drei  stagnanten  Umläufe  zweiter  Art  in  der  gemein- 
samen Form 

(42)  a:«  _.  t;a;  4.  (t;«  +  a  +  1)  =  0 
enthalten  sind. 

Ein  für  die  Konstruktion  günstiges  Beispiel  ergiebt  die  spezielle 
Annahme  a  =  —  9,  /J  =  ~  6.    Die  B>e8olTente  (41)  geht  über  in 

v»  _  7 1;  +  6  =  (r  -  1)  (r  -  2)  (t;  -  3)  =  0 ; 

die  drei  entsprechenden  quadratischen  Gleichungen  werden 

a)  a:«  -  x  -  7  =  0,   /J)  a;»  -  2j?  -  4  =  0,   y)  a:«  -  3x  +  1 «  0, 

und  hierzu  kommt  die  Gleichung  für  die  Schnittpunkte 

d)  z»  -  lOo:  -  6  -  0. 
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Alle  diese  Gleichungen  besitzen  nur  reelle  Wurzeln^  und  ihr  Produkt 
fubt  in  der  That  zu 

(aJ  _  9a:  -  6)»  -  9(a;»  -  9a:  -  6)  -  a;  -  6  =  0. 

Der  Vorgang  ist  in  Fig.  1  dargestellt^  in  welcher  die  Kurve 

y  =  a:*  —  9a:  —  6 

Ton  der  G^eraden  y  —  x  geschnitten  wird.  Die  aus  einem  Zuge  be- 
stehende Kurve  kulminiert  tief  unter  der  a:-Ach8e  und  ist  daher  unterbrochen 
gezeichnet  worden. 
Die  Einheit  betragt 
10  mm.  Die  Wurzeln 
der  drei  quadrati- 
schen    Gleichungen 

^)f  ß)}  y)  werden 
durch  drei  stagnante 
Umlaufe  ausgeschnit- 
ten,  welche  ent- 
sprechend dieselben 
Bachstaben  tragen. 
Anfserdem  trifft  die 
Gerade  die  Kurve  in 
den  Punkten  Ö,  i', 
i'\  deren  Abscissen 

x  =  3,427  88; 
x'  =  -  0,624  34; 
x"  =  - 2,803  54 

der  kubischen  Glei- 
diung  d)  genügen. 

B)  Umläufe  zweiter  Art  im  Kurvensystem 

(43)  y  =  a:  und  y  =  a:*  +  «^  +  ^a:  -f  y  =  f{z). 

Transformieren   wir  die   sich    spiegelnden  Kurven  y  =  f{x)    und 
x  =  /'(y)  in  der  erwähnten  Weise,  so. entsteht 

(44)  (u»  +  t^*  +  4u»t;»  +  4«(u»  +  v^  +  %(ß-  \)v  +  16y  =  0, 
(46)  u\v{u^  +  t?*)  +  2av  +  2{ß+  1)]  =  0. 

Ffir  u  »  0,  d.  h.  t; »  2a;  geht  (44)  über  in 
(46)  a^  +  ax^  +  (/5  -  l)aj  -f  y  =  0, 

WM  der  Gleichung  x  =  f(x)  entspricht   Dagegen  fOhrt  die  Elimination 
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Ton  u  aus  der  verschwindenden  Klammergrofse  nnd  der  Gleichung  (44) 
zu  der  Besolvente 

(47)  v«  +  2af^  +  4t?8  +  (a«  -  4y)t;»  -  (/J  +  1)»  =  0. 

Die  quadratischen  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  sechs  stagnanten 
Umläufe  sind  enthalten  in 

(48)  x^-vx  +  \  {v^  +  av  +  ^-^)  =  0. 

Es  sei  bemerkt;  dafs  die  Gleichung  (47)  mittelst  v  =  Qt  id.  eine  Glei- 
chung mit  beliebigen  Koeffizienten  transformiert  werden  kann,  und 
dafs  eine  völlig  allgemeine^  nicht  defekte  Gleichung  sechsten  Grades 
nach  Adjunktion  der  Wurzeln  einer  Gleichung  fanften  Grades  auf 
unsere  Gleichung  zurückkommt. 

Nicht  ohne  Interesse  sind  hier  gewisse  SonderfäUe.  Es  sei  ^  =  0, 
dann  kann  man  der  zweiten  Gleichung  unter  (43)  die  Form 

(49)  y  =  (x»  -  fl)»  -  6  =  fix) 

erteilen,  wobei  a  =  —  2a,  y  =  a*  —  &  gesetzt  wurde.  Denkt  man  sich 
nun  die  Aufgabe  gestellt^  es  sollten  die  stagnanten  Umläufe  zweiter 
Art  im  Eurvensystem 

(50)  ff  =  x^  —  a  =  q>(x),  y  =  yh  +  x  =  ^(x) 

bestimmt  werden,  so  würde  das  zu  der  Bedingung 

(51)  ^(- 1)  q>{x)  =  9(- 1>  ^(x) 
führen,  welche  mit 

f{x)  =  fr-  1)(4    d.  h.    a:  =  /t»)(x) 

identisch  ist.  Yergl.  Abschn.  2.  In  der  That  lassen  sich  zwischen 
zwei  Parabeln,  deren  gegenseitige  Lage  durch  (51)  gegeben  ist^  sechs 
rechtwinklige  Umläufe  zweiter  Art  angeben,  deren  zwölf  Abscissen  in 
Verbindung  mit  den  Abscissen  der  vier  Schnittpunkte  genau  den  sech- 
zehn Wurzeln  unserer  Aufgabe  entsprechen. 

Die  betreffenden  Abscissen  und  Ordinaten  können  wir  entweder 
durch  Eettenpotenzen  oder  Eettenwurzebi  darstellen.  Im  letzteren 
Falle  übersieht  man  die  Vieldeutigkeit  besonders  leicht^  denn  man  hat 
folgende  Stammfunktionen: 

y  = 

(53)     |y  = 


(52) 


=   ya—yb'+^ 

=  _  Vo  +  YbTy 

^-Ya-  Vb  +  y 


X 


X 


X 


X 


Va-VTM 
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Tragt  man  eine  der  Stammfanktionen  filr  y  in  eine  solche  für  x 
ein  oder  auch  umgekehrt,  so  erscheint  die  erwähnte  Gleichung  sech- 
zehnten Grades  fOr  x  beziehenüich  y  in  irrationaler  Form,  nämUch 

(54)  ^  =  /x-2)(^)^  bez.  y^r-^^(y\ 

Wii^  diese  Eintragung  mit  irgend  zwei  bestimmten  Stammfunk- 
tionen  wiederholt  und  hinreichend  oft  vorgenommen,  so  entstehen  die 
Kettenwurzeln 

(55)  a!  =  /t-»)(a;),  bez.  y  =  /•(-")(»), 
d.h. 

welche,  wenn  sie  konvergent  sind,  vermöge  des  durch  die  Stammwurzeln 
genau  indizierten  Yorzeichenwechsels  sowohl  die  sechzehn  Werte  für  x, 
als  anch  für  y  darstellen.  Wirklich  konjugiert  sind  natürlich  nur  solche 
Werte  von  x  und  y^  welche  aus  ebendenselben  beiden  Stammfunktionen 
entspringen. 

Bilden  wir  mit  Bücksicht  auf  (38) 

(57)  v  =  x  +  yy 

wobei  X  und  y  konjugiert  sind,  so  wird  in  vier  Fallen  y  =  x,  also 
v  =  2xj  und  damit  kommen  wir  zu  den  Auflösungen  der  Gleichung 
vierten  Grades  (vergl.  (46)) 

(58)  a^  +  ax^-x  +  y  =  0. 

Die  übrigen  zwölf  konjugiert^i  x  und  y  liefern,  paarweise  verknüpft, 
nur  sechs  wirklich  verschiedene  Summen,  weil  x  und  y  vertauschbar 
sind,  und  dadurch  gelangt  man  zu  den  sechs  Wurzeln  der  Gleichung 

(59)  v^  -  4ai^  +  4f;»  +  46t;«  -1  =  0. 

Betrefis  der  Anfangswerte  Xq  und  y^  in  den  Kettenwurzeln  (56)  sowie 
des  Falles,  in  welchem  statt  der  Wurzeln  Eettenpotenzen  eintreten, 
verweisen  wir  auf  unsere  früheren  Arbeiten,  wo  diese  Fragen  ausführ- 
lich behandelt  worden  sind. 

Gehen  wir  in  der  Spezialisierung  noch  einen  Schritt  weiter  und 
setzen  6  =  a,  so  wird  if(x)  =  q>^~^\x),  Gleichung  (51)  geht  über  in 

(60)  (p(^)(x)  =  ip^-^Kx),  d.}L  x  =  9W(ic), 

^i  solchergestalt  gelangen  wir  zur  Bestimmungsgleichung  der  sti^- 
flauten  Laufe  vierter  Art  im  Eurvensjstem 


a. 


(61)  y  =  X  und  y  =  x^ 

Wir  yerfolgen   diesen  Fall  hier  nicht  weiter  und  bemerken  nur,  dafs 
Gleichung  (59)  jetzt   zu   einer    reziproken  wird.     Es    entspricht    das 


278      Über  Wurzelgmppen,  welche  durch  Umläufe  aasgeschniUen  werden. 

TöUig  der  früher  gegebenen  Theorie^  insofern  die  Resolyente  dritten 
Orades  jener  reziproken  Gleichung  die  drei  stagnanten  Umläufe  yierter 
Art  bestimmt,  neben  denen  noch  ein  Lauf  zweiter  Art  sowie  zwei 
Schnittpunkte  vorhanden   sind.     In  Fig.  2  ist  das  Kunrensjstem  (61) 


Fig.  Z. 


unter  Annahme  von  a  =  4  und  der  Längeneinheit  15  mm  dargefitelli 
Die  Umläufe  vierter  Art  tragen  die  Buchstaben  cc^  ß,  y,  der  Umlauf 
zweiter  Art  ist  mit  d  bezeichnet^  die  Schnittpunkte  heissen  s  und  c  • 


5.  Algebraische  Gleichungen,  deren  Wurzeln  durch  üml&ufe  dritter 

Art  ausgeschnitten  werden. 

Wir  wenden  uns  der  Gleichung 

(62)  X  =  f^^^x) 

zu,  deren  Auflösung  durch  Umläufe  dritter  Art  im  Eurvensjstem 

(63)  y  =  a?  und  y  =  f{x) 
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zu  YoUziehen  ist.  Wenn  wir  die  Gleichung  (62),  wie  in  den  früheren 
Abschnitten,  dnrch  ein  äquiyalentes  Schnittpunktsproblem  ersetzen 
wollten,  so  müTsten  wir  eines  der  EurvensTsteme 

y  =  x  und  y  =  f^^{x)  oder  y  =  f^^^^x)  und  y  =  f^^\x) 

benatzen.  Da  indessen  auf  solche  Weise  die  Symmetrie  yerloren  geht, 
so  bringen  wir  an  Stelle  der  vorgelegten  Gleichung  die  drei  sijnultanen 

(64)  .X  =  m,  y  =  f{z),  z  =  fix), 

an,  welchen  sich  räumliche  Betrachtungen  leicht  anschliefsen  lassen. 
Mit  Rücksicht  auf  den  Fall  einer  gröfseren  Anzahl  von  Veränderlichen 
sohlten   wir  jedoch   einen   analytischen   Weg   ein,   wie   er  in   der 
Theorie  der  Abe Ischen  Gleichungen  yorgezeichnet  ist. 
Es  sei 

(65)  x^  —  3px*  +  ^qx  —  r  =  0  =  g{x) 

die  Bestimmungsgleichung  für  die  Abscissen  eines  stagnanten  Umlaufes 
dritter  Art.     Nach  Abschn.  3.  A)  giebt  es 

66)  t  =  |(n»-n) 

solcher  Umläufe;  aber  zu  diesen  gesellen  sich  noch  die  n  Umläufe 
erster  Art,  welche  in  (62)  mit  enthalten  sind.  Diese  Umläufe  werden 
durch  unseren  Ansatz  nicht  ausgeschlossen,  sondern  als  unendlich  kleine 
Läufe  dritter  Art  mit  zusammenfallenden  Abscissen  eingeführt.  Die 
kubische  Gleichung  (65)  tritt  daher  nicht  blois  k  mal,  sondern 

(67)  r  =  fc  +  n  =  i(n»  +  2n) 

mal  auf.  Hiemach  mufs  die  Bestimmung  der  Koeffizienten  der 
Gleichung  (65)  auf  eine  Resolvente  Tom  Ghrade  ¥  führen.  Inzwischen 
kann  eine  solche  Gleichung,  etwa  die  für  p^  nicht  iireduzibel  sein; 
sie  labt  vielmehr  die  Gleichung 

(68)  p  =  f(jß) 

rational  abscheiden  und  erlangt  wieder  den  Ghtd  Tc.  Da  nämlich  un- 
mittelbar ersichtlich  ist,  dafs  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  g{x)  =^0 
identisch  sind  mit  einem  Wertetripel  der  cyklischen  Gleichungen  (64), 
80  ist  für  stagnierende  Umläufe  erster  Art 

(69)  x  =  y==0=p 
und  also  p  =  f(p). 

Die  Berechnung  der  Koeffizienten  p,  q,  r  der  Gleichung  (65)  erfolgt 
nun  so,  d&Gs  wir  die  Gleichungen  (64)  zusammenstellen  mit 

(70)  9ix)^0,    g(!!f)  =  0,    g{z)  =  0, 

wobei  die  Theorie  der  symmetrischen  Punktionen  von  Nutzen  ist. 
Behandeln  wir  die  Sonderfalle  n  =  2  und  n  =  3. 


(76) 
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A.  Umläufe  dritter  Art  im  Euryensystem 

(71)  y  =  x^  =  g>(x)     unfl    y  =  c  +  x  =  ^  (x) . 

Die   Gleichungen^   welche   die   Laufe  erster^   beziehenÜicli  dritter 
Art  bestimmen^  sind 

(72)  x^x^-c  =  f(x), 

(73)  X  =  [{x'  -  cy  ^cy^c=^  f('){x) , 

und  wenn  die  erste  aus  der  zweiten  ausgeschieden  wird,  so  verbleibt 

(74)  sc^  +  a^  +  (l^Sc)a^  +  {l'-2c)a^+(l-3c  +  3(^0^ 

+  (1  -  c)^  a;  +  (1  -  c  +  2c»  ~  c»)  =  0 . 

Ersetzen   wir   die  Gleichung  achten  Grades  (73)  durch  die  cyklischen 
Gleichungen 

(75)  ir  =  y*  — c,    y=^z^  —  c,    z  =  x^  —  c, 

und  führen  die  Bezeichnungen  ein 

x  +  y  +  e^^—p^,    yz  +  ex  +  xy^p^j    xyz^-p^j 

a?"  +  y»  +  iT  =  Sn , 
so  ergiebt  sich  durch  zweckmäTsige  Kombination  der  Gleichungen  75) 

(77)  5,  =  3c  +  Si,    «s  =  C5i+ß8,    S4«  3c*  + 2csi +  S,. 
Werden  die  s  durch  die  p  ersetzt,  so  entsteht 

I 

(78)  \p\  -  SpiiJ,  4-  3i)j  =  cpi  -  ft 

\p{  -  4p»ft  +  Ap^p^  +  2i^  =  3c«  -  2cp^  +  pj  -2ft, 

und  hieraus  findet  man 

>i=  «(??  +i'i-3c) 
A  =  i(P?  +  2pJ  -  7cp,  -pi  +  3c), 

wahrend  p^  durch  eine  Gleichung  vierten  Grades 

(80)  p\  +  2p»  -  (10c  +  l)p«  +  6  (c  +  l)pi  +  9c  (c  -  2)  =  0 

bestinunt  ist,  wie  nach  (67)  zu  erwarten  war.    um  nun  die  Läufe  erster 
Art  auszuscheiden,  bemerke  man,  dafs  fOr  diese 

(81)  a?  =  y  =  «  =  —  fpi ,    aj*  —  a;  —  c  =  0 , 
und  also  der  abzulösende  Faktor 

(82)  pj  +  3p, -9c  =  0 
wird.    Thatsachlich  zerfällt  auch  (80)  in 

(83)  [^  +  3pj-9c]W-ft-c+2]  =  0, 


(79) 
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und  mithin  fährt 

(84)  ^_p^_c+2  =  0 

zn  den  beiden  Läufen  dritter  Art. 

Yermoge  (84)  yereinfachen  sich  die  Ausdrücke  für  p,  und  p^  unter  (79) 

wie  folgt 

(85)  A=A-c-l,    p^ cp^  +  e-1, 

Tind  daher  sind  die  Abscissen  eines  jeden  stagnanten  Umlaufes  dritter 
Art  enthalten  in  der  kubischen  Gleichung 

(86)  a^+PiX^  +  (Pi  -  c  -  l)a:  -  cpi  +  c  -  1  «  0. 

Eliminiert  man  aus  dieser  Gleichung  und  aus  (84)  die  Grolse  p^^   so 
entsteht 

(87)  .   +[x^\-(c+l)x  +  c-'l'\[x^  +  X'-c] 

-(c-2)[a:»  +  a:-cP  =  0, 

und  das  ist  genau  die  Gleichung  (74),  jedoch  in  solcher  Anordnung  der 
Glieder;  dals  die  Beduzibiliföt  unmittelbar  ersichtlich  wird. 

Wir  haben  in  den  Figuren  3  bis  6  den  Vorgang  unter  Annahme 
eines  c  =  2  und  einer  Längeneinheit  von  10  mm  dargestellt.  Um 
aller  Rechnung  über- 
hoben zu  sein,  sind 
in  Fig.  3  die  acht  in 
Frage  kommenden 
Schnittpunkte  durch 
Schnitt  der  Eurren  . 

und 

a^  =  [(y  — c)*  — cp  — c 
=  ^-i^^-i9(y) 

ermittelt  worden.   Die 

zugehörigen  Abscissen 

kehren  zu  je  dreien  in 

den  Figuren  4  und  5 

wieder  und  bestimmen 

dort    die     stagnanten 

Umlaufe  dritter  Art,  welche  mit  a  und  ß  bezeichnet  sind;  entsprechend 

den  sechs  Punkten  a  und  ß  der  Fig.  3.    Die  Gerade  y  =  c  +  a?  =  ttf(x) 

schneidet  überdies   in   allen  Figuren   die  Läufe   erster  Art;   d.  h.  die 

Schnittpunkte  €  und  s'  aus.    Li  Fig.  6  ist  zu  ersehen;  wie  e  durch 
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einen   konvei^enten   Anlauf ,   s'   durch   einen  links  drehenden  Umlauf 
erster  Art  ausgeschnitten  wird.     Auch  die  Umläufe  dritter  Art^  welche 

man  sich  in  den  Fi- 
guren 4  und  5  gegen 
die  stagnanten  Umlaufe 
konvergierend  zu  den- 
ken haty  sind  in  un- 
serem Beispiele  linb 
drehend.  Man  erkennt 
dies  aus  Fig.  3,  in 
welcher  samtliche  kon- 
yergente  Läufe,  welche 
die  acht  Schnittpunkte 
ausschneiden  y  auf  der 
Kurve  vierter  Ordnung 
begonnen  werden  müs- 
sen. Demgemals  be- 
rechnen      sich      auch 

sämtliche        Abscissen 
durch  die  achtwertige  Eettenwurzel 

(89) 


W 


x" 


Xii.i= ±y  c  ±yc  ±Yc + Xk .  («,=oj 

Die  oben  aufgestellten 
Gleichungen  werden  im 
Fallec=  2be8onderBbe- 
quem,  und  zwar  gehen 
(82)  und  (84)  über  in 

^  +  3a  -  18  = 
(Pi  +  6)(Pi-3)  =  0, 

Dementsprechend  hat 
man  fOr  die  Schnitt- 
punkte e  und  s' 

x  =  2,    a;'  =  -l, 

während  die  beiden  Um- 
laufe dritter  Art  a  und  ^ 
durch  die  Gleichungen 

ar»  +  X*  -  2a:  -  1  =  0 


-3a:+l  =  0,         (ß) 


bestimmt  sind. 
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(90) 


B.     Umläufe  dritter  Art  im  Euryensystem 
y^a^  =  q){x)    und    y  =  c  —  a;  =  ^(a:). 


Es  existieren  hier  drei  Läufe  erster  Art^  welche  die  Wurzeln  der 
Gleichung 
(91)  x  =  c-a?=^f{x) 

ausschneiden    und    acht    stagnante    Umläufe    dritter    Art.     Die   Ab- 
scissen,  welche  jene  Läufe  bestimmen,   sind   sämmtlich  enthalten  in 

92)        a;  =  c  — 
[(c-x»)»]»  =  /t»)(a:) 

oder  auch  in  dem  System 
cyUischer  Gleichungen 

(93)  x  =  c-y*, 

Denken  wir  wieder  die  Ab- 
scissen  eines  jeden  Umlau- 
fes dritter  Art  vereinigt  in 

(94)  a^  +  p^a?  + 

so  ergiebt  eine  ähnliche 
Rechnung  wie  vorhin 

(95)  ^  =  3c  — Sj, 

Ersetzt  man  die  8  durch  die  p^  so  gewinnt  man  zunächst 

(96)  3i>,  =  -jpJ  +  3ftA-ft-3c 
und  sodann  zwei  Qleicliniigeii  v^  Pi,  Pt,  deren  erste 

(97)  1»}  +  4i)J  +  9ci>,-3a-6i^-0 

lautet,    wilirend    die    zweite    nach    zweckmäfsiger    Kombination    in 
der  Form 

(98)  (p!-3A)(p{-2i)»A  +  3cpi+j>,  +  2)  =  0 

geschrieben  werden  kann. 

Das  Vorhandensein  einer  Gleichung  zwischen  p^  und  p^^  welche 
den  Faktor 

(99)  pJ-3a 

ausscheiden  läTst,  steht  bei  der  Bestimmung  der  Umläufe  dritter  Art 

19  • 
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im  Voraus  fest.  Denn  da  unser  Ansatz  auch  die  Läufe  erster  Art 
enthält^  fOr  welche  ;r  =  y  =  jer^  so  ist  im  besonderen 

(100)  A  =  -3ic,    p.^Sx',    p^^-a^y 

und  mithin  muls  das  Gleichungssystem  der  p  gewisse  partikulare 
Gleichungen^  wie 

(101)  rf  =  3A,    lij>,-9i)3,    pj  =  27ft 

in  sich  fassen.  Indem  man  eine  solche  Gleichung  möglichst  zeitig 
abscheidet^  erreicht  man^  dafs  die  Endgleichung  ftir  p^  den  ihr  zu- 
kommenden Grad 

(102)  t  =  \{n^  -  n) 

annimmt,  während  er  sonst  um  n  Einheiten  höher  liegen  würde.  Diese 
Bemerkung  passt  auch  für  den  zuletzt  unter  A  besprochenen  Fall, 
doch  ist  sie  dort  nicht  so  belangreich  wie  hier,  wo  der  Grad  von  11 
auf  8  herabzusetzen  ist. 

Der  PaU  p\  =  ^p^  liefert  nun  mit  Hinblick  auf  (96)  und  (97) 

(103)  3ft  =  ~ft-3c,    ft(p?+9ft  +  27c)  =  0, 
so  dafs 

(104)  jpj=27ft. 

Die  Gleichung  (94)  reduziert  sich  hierdurch  auf 

(105)  {X  +  ift)»  =  0 

und  ergiebt  Läufe  dritter  Art  mit  zusammenfallendeii  Eoordiiuteii, 
d.  h.  Laufe  erster  Art.    Die  vordem  angegebene  Gleichung 

(106)  p»  +  9ft  +  27c  =  0 

zeigt,  dafe  drei  solche  Läufe  vorhanden  sind,  und  setzt  man  ft  =  -  U, 
SO  kommt  man  thatsächlich  zu 

(107)  a?  +  x-c  =  0 

zurück,  welche  Gleichung  die  Schnittpunkte  bestimmte. 

Berücksichtigt    man    den    zweiten    verschwindenden    Faktor  der 
Gleichung  98)  so  erhalt  man 

(109)  8ft-'^-'^  +  ^;l| '"■  +  ", 

und  trägt  man  p^  in  (97)  ein,  dann  resultiert  für  p^  die  gewünschte 
Gleichung  achten  Grades,  nämlich 

110)    p\  -  3p;  +  \%p\  +  21cp\  +  (27c«  +  4),^  +  27cA  +  9  =  0. 
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Diese  Besolyente  ist  noch  sehr  speziell^  ein  Umstand;  der  Ter- 
mieden  werden  kann,  wenn  wir  das  System  cyklischer  Gleichungen 
anter   (93)    allgemeiner    fassen.     In    der  That  liefert   das   erweiterte 

System 

Ia^  =  ax  +  hy  +  ez  +  d 
y^  =  ay  +  bjs  +  ex  +  d 
11^  =  az  +  bx  +  cy  +  d 

bei  ganz  gleicher  Behandlungsweise  die  allgemeinere  Besolyente 

pl--S{2a-b-c)pl  +  9{a^+2b^+2c^-ab-ac)p\-27d(b+c)pl 

-(4a»  +  46''  +  4c»  +  21a6«  +  21ac«-6a«6-6a»c-66«c-66c« 

^^^^^      -  SOabc  -  27dr)pl  +  27d(b  -  c^p^  +  9(6  -  c)«(a«  +  V  +  c^ 

—  ab  —  ac  —  bc)  =  0  ^ 
wobei 
(113)  Pi--{x  +  y  +  z). 

Das  System  (111)  ist  im  allgemeinen  äquivalent  mit  dem  cyklischen 

IÄa^  +  By^+Cx  +  Dy  +  E^O 
Äy'  +  Bz^  +  Cy  +  Dz  +  E^O 
Äz^  +  Ba^+Cz  +  Dx  +  E  =  0, 

wie  nach  Elimination  von  z,  x,  y  ersichtlich  wird.  Die  Besolvente  (112) 
kami  daher  indirekt  aufgelöst  werden^  wenn  man  die  stagnanten  Um- 
läufe dritter  Art  des  Eurvensystems 

(115)  Aoi?  +  By^+Cx  +  Dy  +  E=^0    und    y  =  x 

aufsucht  Durch  Aufnahme  weiterer  Glieder  zweiten  und  dritten 
Grades  kann  man  dafQr  sorgen^  dafs  die  angeführte  Gleichung  achten 
Orades  völlig  allgemein  wird^  während  andererseits  gewisse  Sonderfälle, 
wie  etwa  der  Fall  c  =  bj  zu  merkwürdig  einfachen  Besolventen  führen. 

G.    Über  permanent  geschlossene  Umläufe. 

Wir  «bemerkten  bereits  in  Abschn.  2,  dafs  in  gewissen  Eurven- 
sjstemen  alle,  an  beliebiger  Stelle  eingetragenen  Umläufe  in  sich 
zurücklaufen.  Von  Eonvei^enz  oder  Divergenz  der  Läufe  ist  dann 
überhaupt  nicht  mehr  die  Bede;  dieselben  sind  permanent  ge- 
schlossen. 

Ein  trivialer  Fall,  welcher  zu  solchen  Umläufen,  speziell  von  der 
zweiten  Art,  führt,  entsteht,  wenn  sich  eine  Eurve  in  einer  der  Achsen 
des  rechtwinkligen  Eoordinatensystems  sj)iegelt.  So  sind  z.  B.  aUe 
rechtwmkligen  Umläufe  zwischen  den  Eurven  y  =  (p{x)  und  y  =  *—  ^(a;) 
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andauernd  geschlossen;  die  spiegelnde  X-Achse  ist  hier  der  Trager 
sämtlicher  Schnittpunkte. 

Von  Interesse  sind  die  permanent  geschlossenen  Umlaufe  zwischen 
der  Geraden  y  =  x  und  der  Hyperbel 

Die    Umläufe    erster    Art    sind    bestimmt    durch    die    quadratische 

Gleichung 

(117)  dx^  +  (c-b)x-a  =  0, 

die  Umläufe  zweiter  Art  durch 

(118)  a;=^^;44t54i^=r(^) 

^        ^  ad  +  c* -{- d(b  +  c)x       '      \  / 

oder  auch  durch 

(119)  (6  +  c)  {da^  +  (c  -  b)x-a)^0. 

Ffir  die  Läufe  nter  Art  findet  man  leicht 

(120)  9'{x-f(x))  =  0,    d.h.    {t.idx^+{c-h)x-a)  =  0, 

wobei  0"  eine  noch  zu  bestimmende  Grofse  bezeichnet^  die  nur  Ton  den 
Konstanten  a,  b,  c,  d  abhängt 

Verschwindet  der  quadratische  Faktor,  so  gelangen  wir  zu  den 
beiden  stagnanten  Läufen  erster  Art^  wie  denn  auch  die  Schnittpniikts- 
abscissen  durch  zwei  konvergente  Eettenbrüche  unmittelbar  erhalten 
werden  können.  Das  Verschwinden  von  ^  dagegen  weist  auf  gewisse 
Scharen  von  permanent  geschlossenen  Umläufen  hin,  welche  zwischen 
der  Geraden  y  =  x  und  der  durch  die  Bedingung  d  =  0  modifizierten 
Hyperbel  Torhanden  sind.  Übrigens  sind  die  obigen  Gleichungen  noch 
mit  überflüssigen  Konstanten  behaftet,  welche  durch  lineare  Trans- 
formation beseitigt  werden  können.  Gewisse  periodische  Kettenbrftche 
entwickelt  man  am  bequemsten  aus 

(121)  y  =  X  +  ö    nnd    a:y  =  6 , 
sodafs  die  reeUen  Wurzeln  der  Gleichung 

(122)  x'  +  ax^b 
wie  bekannt,  durch  die  Kettenbrüche 

x^b\a  +  b\a-\-b\a 

+  6  I— a  +  6  I  -a  .... 

dargestellt  sind.  Die  Konvergenz  derselben  beurteilt  man  an  der  Tor* 
gelegten  gleichseitigen  Hyperbel;  insbesondere  führt  der  Fall  a  — 0 
au  einer  unendlichen  Schar  von  geschlossenen  Umläufen  (Quadraten); 
gleiohgiltig  ob  reelle  Schnittpunkte  vorhanden  sind  oder  nicht 
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Bevor  wir  auf  Eettenbrüche  genauer  eingehen^  wollen  wir  einen 
Blick  auf  die  geometrische  Theorie  gewisser  Reihen  werfen.  Wir 
betrachten  die  An-  oder  Umläufe  zwischen  den  Geraden 

(124)  y  '=  X    imd    y  =  a  +  bx 

und  erhalten  für  die  Schnittpunktsabscisse  einerseits 

(125)  *  =  r^' 

andererseits  durch  Iteration 

x  =  a  +  b[a  +  h(a  +  b{a+  ... .))] , 
d.  h. 

(126)  a:  =  a[l  +  6  +  6»  +  6»  +  . . . .]. 

Je  nachdem  b  positiv  oder  negativ  ist;  entsteht  ein  An-  oder  Umlauf 
Die  Konvergenz  der  Laufe  erfordert;  dafs  &<  1;  andernfalls  mufs  die 
inverse  Entwickelung  mittelst 

(127)  *  =  ^ 
durchgefBhrt  werden. 

Die  Bedingung  eines  geschlossenen  Umlaufs  zweiter  Art  ist 

X  ==  a  +  b{a  +  bx), 
d.  \l 

(128)  x(l  -  6»)  =  a(l  +  6), 

and  sie  ist  für  6  =  —  1  unabhängig  von  x  erfüllt.  Wir  kommen  hier- 
mit zu  einer  unendlichen  Schar  von  Quadraten^  welche  den  Schnitt- 
punkt  umgeben.      Dieser   aber   selbst;   obgleich   er  durch   x  =  y  ^  ~ 

festgelegt  ist;  kann  durch  Läufe  und  unendliche  Prozesse  in  keiner 
Weise  bestimmt  werden.  Die  Bedingung  eines  geschlossenen  Umlaufs 
dritter  Art  wird 

(129)  x{l  -  6»)  =  a(l  +  6  +  6»), 

aber  ein  solcher  existiert  (reeU)  niöht;  die  Gleichung  Uefert  nur  die 
Schnittpunktsabscisse.     Überhaupt  wird  ersichtlich;  dafs  im  System  der 
vorgelegten  Geraden  aufser  dem  Schnittpunkt  und  der  etwa  auftretendeu 
Schar  von  Quadraten  weitere  Umläufe  unmöglich  sind. 
Betreffs  des  Eurvensystems 

(130)  y  =  X    und    y  =  a  -|-  a?" 

dürfte  vielleicht  die  Bemerkung  interessieren;  dafs  die  durch  Iteration 
abgeleitete  Potenzreihe  hypergeometrisch  von  der  (n  —  l)ten  Ord- 
noiig  wird  und  im  Eonvergenzfalle  jene  Wurzel  der  trinomischen 
Gleichung 

(131)  a^-x  +  a  =  0 


I 

I 
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liefert,  welche   mit  a  gleichzeitig   verschwindet.     Es  wird  wohl  keinen 
elementareren  Weg  geben,  um  jene  oft  diskutierte  Reihe  herznBtellen. 


7.  Znr  geomatrlBchen  Tlieorle  gewisser  Eettenbrache. 
Wir  gehen  toh  dem  KurrenBystem 

(132)  y=\-\-cx,        xy=\  

au8  und  erhalten 

(133)  »'-rps;  =  «="). 

woran  sich  die  Kettenbruchentwickelung 

(134)  x=  lll  +  c|l  +c|l  +  c|l  +  -.- 

schlieret.  Des  weiteren  richten  wir  unsere  Aufmerksamkeit  auf  den 
früher  eingeführten,  jetzt  nur  von  c.  abhängigen  Faktor  &,  d.  h,  wir 
fragen  nach  allen  Werten  von  c,  für  welche  zwischen  der  unveränder- 
lichen Hyperbel  und  den  Geraden  des  Büschels  permauent  geschlos- 
sene Umläufe  stattfinden. 

Offenbar  besitzt  /''''(i)  die  Form 

(135)  /--W-z^IrT-Sfr.' 

wobei 

(136)  ^.-1-,  =  -4,+,  +  Ä^c,        Bn^i  =  ß.+,  -t-  B,c. 
Die  Läufe  nter  Art  sind  bestimmt  durch  die  Gleichung 

(137)  x^r-^^x),    d.h.    B.+ia:» -I- (^.+1  -  B,)j  -  4,  =  0, 

aber  da  selbige  die  beiden  Schnittpunktsabscissen  enthalten  muls,  so 
wird  sie  identisch  sein  mit 

(138)  »» ■  {cx>  +  3:  -  1)  =  0, 

wobei  ö^  mit  A„  zusammenfällt.  Zur  Ermittelung  von  fr„  dient  daher 
die  Differenzengleichung 

(139)  *,+i  =  #,+,  4- cft„ 

aus  welcher  sich  sofort  J^H 

(140)  *„  =  iJi  -H  vT+'c]""*  +  h  li  -  ZrTc]""'         m 

ergiebt.  Die  willkürlichen  Konstanten  i,,  i,  bestimmt  man  durch  die 
Annahme  n  =  2;  3,  womit  #,  =  1,  fr,  =  1  -|-  c  wird,  und  also  lautet 
der  endgiltige  Ausdruck 

K+v'K?Hj-n+"'r 

!>/!  +  « 


I 
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HiemBch    ist  ^^  f&r    ganze  positive  n   immer    eine  rationale   ganze 
Funktion  von  c;  im  Besonderen  findet  man 

^7=l+5c+6c*+c«,^8=l+6c+10c«+4c«=(l  +  2c)(l+4c+2c*). 


(142) 


Wir  erlialten  demgemäfs  permanent  geschlossene  Umlaufe  von  der 

3ten  Art  för  c  =  —  1 
4ten    „      „    c  =  ~| 

5ten    „      „    c  =  |(-3+y5)  und  c=i(-3-y5) 


6ten 


;; 


;; 


» 


C  =  —  1  und  C  =  —  |. 


YergL  hierzu  die  Figuren  7  und  i8;*wo  die  beiden  Läufe  5ter  Art  mit 
willkürlichem  x^  eingezeichnet  und  auf  die  Einheit  10  mm  bezogen  sind. 


J'ij.  7. 


Die  Gleichung  ^^  =  0  zerfallt  rational,  wenn  n  eine  zusammen- 
gesetzte Zahl  und  grSfser  als  5  ist,  wie  eine  Zerlegung  des  Zählers 
Ton  (141)  sofort  zeigt.    Geometrisch  bedeutet  das,  daüs  sich  tmter  den 
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geschlossenen  Laufen  von  der  Art  n  ==  pqr  •  •  •  auch  solche  der  Art 
Pf  9f  ^7  —  befinden.  Die  erwähnte  Gleichung  besitzt  nur  reelle 
Wuraeln,  und  sie  kann  trigonometrisch  leicht  aufgelöst  werden.  Man 
findet  zunächst 

«"=1, 


(143) 

oder  wegen 

(144) 


c  =  — 


(.KrT 


+.  • 

Sit« 


«  =  cos 


%  Sin  — 


(145) 


c  =  — 


s 


('+ 


cos 


'-?) 


Der  Fall    *  =  0,  d.  h.  c  =  —  |    weist    auf  Berührung  hin  und 
scheidet  aus;  im  übrigen  hat  man  gerade  und  ungerade  n  zu  unter- 


scheiden und  findet  im  ersten  Falle  |(n  —  2)  Wurzeln,  (i  =  1,  2, •  •  •, -^)> 
im  zweiteji  Falle  \(n—  1)  Wurzeln,  (*5  =  1,  2,  •  •  •  — l-)* 
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Das  Ergebnis  ist  daher  folgendes:  Im  Eurvensystem  132)  giebt 
es  |(n  —  2),  bezw.  |(«  —  1)  verschiedene  reelle,  permanent  geschlossene 
Umlänfe  nter  Art,  von  denen  etliche  auch  in  solche  niederer  Art 
zerfidlen  können,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist,  und  der  ent- 
sprechende Kettenbruch  hat  die  Eigenschaft,  dafs  alle  seine  Naherungs- 
werthe,  deren  Indices  um  n  verschieden  sind,  übereinstimmen.  Er  ist 
also  fllr  die  ermittelten,  durchweg  negativen  c  divergent.  Aus  den 
Formeln  erkennt  man  überdies,  dafs,  solange  Umläufe  dritter  oder 
höherer  Art  auftreten,  solche  erster  und  zweiter  Art  nicht  vorhanden 
sein  können. 

Wir  haben  bislang  c  als  konstant  angenommen;  inzwischen  kann 
auch  c  eine  mit  n  veränderliche  Gröfse  sein;  sodafs  der  Eettenbruch  durch 

eingeführt  wird.  In  diesem  Falle  läfst  sich  der  Vorgang  geometrisch 
dahin  auffassen,  dafs  man  die  Läufe  zwischen  der  festen  Hyperbel 
jy  =  1  und  den  sich  drehenden  Strahlen  des  Büschels  y  =  1  +  c^x 
betrachtet.  Die  Gleichung  (146)  kommt  überein  mit  einer  Differenzen- 
gleichung 

(147)  C^Xn^lXn  +  rCn-fl  —  1  =  0, 

welche  für 


Vn 


(148)  x^  = 

Übergeht  in 

(149)  Vn^i  —  l?»-|-l  —  c^v„  =  0. 

Diese  letzte  definiert,  je  nach  der  Abhängigkeit  des  c^  von  n,  eine 
grobe  Anzahl  von  Funktionen,  so  z.  B.  die  hypergeometrischen  von 
Gaufs,  wie  denn  auch  bekannt  ist,  dafs  der  Quotient  zweier  benach- 
barten hypergeometrischen  Funktionen  in  einen  Eettenbruch  verwandelt 
werden  kann.  Die  hiermit  angedeuteten  Untersuchungen  gehören 
indessen  nicht  mehr  in  den  Rahmen  unserer  Arbeit,  weil  wir  damit 
den  Boden  der  Algebra  völlig  verlassen  würden.^) 

8.  Über  konvergente  und  stagnante  Umläufe  in  Systemen  von  mehr 

als  zwei  Kurven. 

Sollen  die  reellen  Schnittpunkte  des  Flächensystems 
(150)        F,(x,y,si)^0,        F,{x,y,z)^0,        j;(:r,y,xr)  =  0 
durch  konvergente  Umläufe,  beziehentlich  Iterationsprozesse  bestimmt 

1)  Vergl.    eine  Abhandlung   des   Yerf.   „Über  Differenzengleichnngen   etc/* 
Jonmal  f.  Math.,  Bd.  122,  S.  164. 
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werden^  so  verscbaffe  man  sich  mittelst  Elimination  die  äquiTalenien 
Gylindergleichungen 

(151)  ^  =  9^(y),       y^^W;       ^  =  Z(^)7 

und  stelle  die  drei  Leitlinien  in  dem  ersten,  zweiten  und  dritten 
Qnadranten  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems  dar.  VergL  Fig.  9. 
Da  diese  Qnadranten  genau  den  drei  in  eine  Ebene  umgeklappten 
Frojektionstafeln  entsprechen,  so  haben  wir  bezüglich  der  räumlichen 
Orientierung  nichts  hinzuzufügen.  Der  Umlauf  begiimt  mit  einem 
willkürlich  gewählten  Xq  und  ist  in  der  einen  oder  anderen  Dreh- 
richtung konvergent,  vorausgesetzt,  dals  sich  die  Flachen  überhaupt 
schneiden.  Der  Prozess  ist  beendet  oder,  genauer  gesprochen,  hin- 
reichend weit  getrieben,  wenn  der  konvergente  Lauf  von  einem  stag- 
nanten  nicht  mehr  zu  unterscheiden  ist.  Der  Erfolg  des  Verfahrens 
ist  dadurch  sicher  gestellt,  dafs  eine  der  Ketten 

(152)  ^^[V^ZWF    tez.    a;-[r-*^->-Ka:o)F 

nach  früherer  Erörterung  bei  vorhandener  reellen  Wurzel  und  passend 
gewähltem  x^  zweifellos  konvergieren  mufs,  es  sei  denn,  dals  das 
Flächensystem  eine  Schar  permanent  geschlossener  Umläufe  besitzt 
Unter  Verzicht  auf  Gleichmäfsigkeit  in  der  geometrischen  Darstellung 
könnte  man  natürlich  statt  der  drei  Leitkurven  auch  nur  die  Karren 

(153)  x  =  g>(y)    und    y  =  *x(a:) 

in  Betracht  ziehen  und  zu  den  früheren  Vorzügen  zurückkehren. 

Wir  haben  offenbar  wieder  Umläufe  erster  bis  nter  Art  zu  unter- 
scheiden und  definieren  als  stagnante  Umläufe  erster  Art  solche,  für 
welche 

(154)  Xi  =  Xq,    d.  h.    X  =  (ptxipc)] 

in  gleicher  Weise  ist  Air  stagnante  Umläufe  zweiter  Art 

(155)  x^  =  ^o>    ^  ^-    ^  =  (9^z(^))^*^- 
Vergl.  Fig.  10. 

Ein  stagnanter  Umlauf  zweiter  Art  zwischen  den  Kurven  tp,  t)  % 

kann  ersetzt  werden  durch  einen  erster  Art  zwischen  den  Eurren 

(156)  x  =  (pt{y)y      y^z(p{^)y      y^i^zi^) 

und  umgekehrt.     Wir. wollen  diese  naheliegenden  Betrachtungen  nicht 
weiter  fortsetzen  und  nur  auf  das  Prinzip  hinweisen,   nach  welchem 
die  Gleichung 
(157)  X  =  {q>n{^)T' 

9 

immer  durch  einen  weiter  gefa&ten  Schnitt  der  ursprünglichen  Kurven 
9,  tif,  X  auflösbar  ist,  wenn  stagnante  Umläufe  höherer  Art  zugelassen  werden. 


Von  W.  Hkymann. 
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Die  Figuren  9  und  10  weisen  von  selbst  darauf  hin,  dafs  die  An- 
ordnung noch  anders  getroffen  werden  kann.  Zerlegt  man  die  gesamte 
Ebene  durch  drei  Strah- 
len OX,  OT,  OZ  in 
drei  Bereiche,  so  lassen 
sich  die  Kurven  %  ^;  % 
auf  die  neuen  Coordi- 
natensysteme  X-Y)  T^Z, 
Z-X  beziehen^  und  dann 
erlangen  die  stagnanten 
Umlaufe  die  Gestalt  von 
Sechsecken.  VergLFig.ll 
und  12.  Bei  dieser  Dar- 
stellung wird  die  Ver- 
bindung mit  raumlichen 
und  projektiven  Vorstel- 
lungen wieder  aufge- 
hoben. Dagegen  ergiebt 
sich  sofort,  wie  durch 
eine  Teilung  der  Ebene 
in  »  Bereiche  der  Fall 
eines  Systems  von  n 
Enrven  zu  behandeln  ist. 

Um  indessen  bei 
dem  Fall  n  =  3  zu 
bleiben,  wollen  wir  das 
in  Abschnitt  5A)  er- 
ledigte Beispiel 

(75)     x  =  y*  —  c, 

y  =  £«  -  C, 

5  =  X*  —  c, 

(c  =  2) 

so    auffossen,    daüs    wir 
uns   diese    drei   Kurven 

• 

in  einem  ebenen  Koor- 
dinatensystem mit   drei 

Achsen  dargestellt  denken.  Es  würden  alsdann  acht  konvergente  Um- 
läufe vorhanden  sein,  welche,  nachdem  sie  stagnant  geworden,  die 
acht  Wurzeln  der  Gleichung 

(73)  x=^[(x'-cy-cY-c 
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auf  der  X-Achse  aussclineiden;  gleiches  gilt  für  die  zugeordneten 
Wurzeln  y  und  ß  bezüglich  der  andern  beiden  Achsen.  Aber,  da  die 
Gleichungen   (75)    cyklisch    sind,    so    kommen   wir    auch   mit    einer 


IVff.  //. 


Parabel  x  ^  y^  —  c  aus,  wenn  wir  zwischen  dieser  und  den  Geraden 
y  =  0  und  e  ==  X  zwei  stagnante  umlaufe  erster  Art  und  ziv^ei  Ton 
der  dritten  Art  konstruieren.    Es  ist  das  in  Fig.  13  bis  15  geschehen. 


rijf.fz. 


Figur  13  zeigt  die  beiden  stagnanten  Umläufe  erster  Art  e  und  i\ 
welche  auf  der  X-Achse  die  Wurzeln  der  Gleichung 

a:*  — rr  — 2  =  0,    d.h.    a;  =  2,        rr' =  —  1 

ausschneiden.     Der    Vorgang    entspricht    genau    demjenigen,    welcher 
früher  in  Fig.  6  dargestellt  wnrde  und  dort  die  Schnittpunkte  e  und  a 
mit  den  Abscissen  x^2  und  a;' »  —  1  lieferte. 


Von  W.  Hbtmann. 
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Fignr  14  zeigt  einen  stagnanten  Umlauf  dritter  Art  a,   welcher 
dem  Umlauf  a  der  Figur  4  entspricht  und  wie  dort  die  Wurzeln  der 
Gleichuiig 
(«)  iK»  —  3a:  +  1  =  0, 

d.  h.  x^  =  1, 532,        x^^-l,  879, 

auaaclineidet. 

,'Z 


2:3«=  0,347 


:ri^,  /f. 


Figur  15  zeigt  endlich  den  zweiten  stagnanten  Umlauf  dritter 
Art  ßy  -welcher  dem  gleichbenannten  in  Fig.  5  entspricht  und  zur  Be- 
stinunung  der  Wurzeln  der  Gleichung 


ih. 


rc»  +  a:*  —  2rr  —  1  =  0, 
7\  -=  1,247,        iTi  =  —  1,802,        a:,  =  —  0,445 


fahrt.      Die  Längeneinheit  beträgt  10  mm,  und  man  vergleiche  allent- 
halben Abschnitt  5A). 
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Wir  brechen  hiermit  diese  Betrachtungen  ab,  nicht  weil  sie  als 
abgeschlossen    erscheinen,    sondern    weil    die    weiterhin    auftretenden 


JPi^.fS. 


Fragen  über  cyklische  Gleichnngen  mit  mehr  als  drei  Veränderlichen 
zu  sehr  ausgedehnten  Untersuchungen  AnlaTs  geben. 


Bereclmnng  der  Ellipse  ans  umfang  nnd  Inlialt. 

Von  Prof.  Dr.  W.  Heymann  in  Chemnitz. 

Bezeichnet  |>  den  Umfang;   q  die  Flache  der  Ellipse^   so  würden 
die  Halbachsen  a  und  h  aus  den  beiden  Formehi 

n 

(1)  p  =  ^y^a^cosV  +  6»8in>d9,  (2)  j  =  ah% 

0 

zu  bestimmen  sein.  Es  handelt  sich  bei  dieser  fundamentalen  Auf- 
gabe demnach  um  die  Auflösung  einer  eigentümlichen  trausc^denten 
Gleichung. 

Mit  Rücksicht  auf  bekannte  Tabellen  kann  man  schreiben 

(3)  i)  =  4a/'(c),    c  =  -,    a^6, 

wobei  f{c)  numerisch  bekannt  ist,  wenn  c  das  etwa  in  Hundertel 
geteilte  InteryaU  0  bis  1  durchläuft.  (VergL  z.  B.  das  fünüstellige 
Tabellenwerk  von  Schlomilch.) 

Setzt  man  vorübergehend  c  =  rc,  |) :  4a  =  y,  so  wird 


4y'  4y'     ^         16y 


I  i 


Von  W.  Hbtma^h. 


297 


der  Parabel   y*  =  r^x. 


und  nun  findet  man  a?,  y  durch  den  Schnitt  der  Kurve  y  =  f{x)  mit 

Zeichnet    man    diese   Kurven   im    Intervall 

x  =  0  bis  1,  so  übersieht  man  augenblicklich,  daCs  der  Schnittpunkt 
stets  durch  einen  auf  der  Kurve  f  beginnenden  konvergenten  Anlauf 
erhalten  werden  kann.  Die  Iteration  ist  demnach  zu  vollziehen 
mittelst 

(5)  ^,^,=.l^/t(^,),    0<a:o<l. 

Für  solche  x,  welche  der  ersten  Hälfte  des  Intervalls  angehören,  kon- 
vergiert der  Iterationsprozefs  stark.  Im  Falle  6  —  a,  d.  h.  |)*  =  4«g 
rückt  der  Schnittpunkt  an  das  Ende 
des  Intervalls,  und  es  tritt  Berührung 
ein,  wodurch  die  Konvergenz  des 
Anlanfee  betrachtlich  abgeschwächt 
wird.  Die  Formel  (5)  ist  abo  für 
Ellipsen  mit  kleiner  Exzentrizität 
nicht  zu  empfehlen,  und  wir  wollen 
daher  die  Aufgabe  noch  in  anderer 
Weise  behandeln. 

Das  Integral  (1)  kann  in  mannig- 
&cher  Weise  durch  einfachere  Aus- 
drücke ersetzt  werden.  So  ermittelt 
z.  B.  Schlömilch  in  seinem  Übungs- 
bneh  der  Analysis,  Teil  11,  §  35, 
einen    Parabelbogen,     welcher    sich 

der  Kurve  y  =  f(x)  im  Intervall  o;  =  0  bis  1  derartig  eng  anschliefst, 
dais  das  arithmetische  Mittel  der  Fehlerquadrate  ein  Minimum  wird. 
Die  betreffende  Formel  lautet 

E(a,  6)  =  f  =  0,98244  •  a  +  0,31199  •  6  +  0,28580  •  ^, 

nnd  für  selbige  bleibt  der  absolute  Betrag  des  Fehlers  unter  0,006. 
Verknüpfte  man  dieses  Resultat  mit  der  Bedingung  q  ^  abx,  so 
würde  man  bezüglich  a  oder  b  zu  einer  Gleichung  vierten  Grades  ge- 
langen. Um  diese  Unbequemlichkeit  zu  vermeiden,  habe  ich  den  in 
Frage  kommenden  transzendenten  Bogen  der  Kurve  y  =  f{x)  durch 
andere,  für  die  Rechnung  bequemere  Bögen  zu  ersetzen  gesucht  und 
gefunden,  dals  sich  die  Kurve 

(6)  y  =  yi+x^ 

der  ursprünglichen  Kurve  im  Intervall  x  ==  0  bis  1  derartig  anschmiegt, 
dab  der  absolute  Betrag  des  grofsten  Fehlers,   welcher  in  der  Nähe 


Z«itMhrm  f.  lUtiMüuitik  n.  Phyiik.  46.  Band.  1901.  S.Heft. 
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von  X  =  0,2  eintritt;  die  Zahl  0,0038  nicht  übersteigt.    Der  Exponent 

n  bestimmt  sich  durch  die  Bedingung,  dafs  y  =  ö-  ^  x  =  1  sein  mii(s; 
es  ist  daher 

(7)  2«  =  J,  d.h.  n=  1,53493, 

und  die  Näherungsformel  für  den  EUipsenumfang  lautet 

(8)  p  =  4  >/a"  +  6". 

Man  vergL  die  ausführlichere  Darstellung  in  Hoffmanns  Zeitschrift^ 
30.  Jahig.,  S.  416.  —  Benutzt  man  die  Formel  (8)  bei  der  Auflösung 
unserer  Aufgabe,  so  folgt  aus 

(9)  a«  +  6»  =  (f)"    und    a6  =  J 
das  Resultat 


(10)   •    :i  -  ym'  ±  vw-w- 

Zur  Realität  gehört  die  Bedingung 

oder,  weil  nach  der  Definition  von  n  offenbar  }/4t  =(v)     ^%  ^o  muls 

(11)  l>*^4«g 

sein.     Im  Falle   der  Gleichheit  kommt  man  zum  Kreis,  und  dann  ist 
wirklich 

(12)  ,=.,  =  ±.^_^. 

Die  Bedingung  (11)  sagt  also  aus,  dafs  von  allen  Ellipsen  mit  gleichen 
Umfangen  der  Kreis  den  grofsten  Inhalt  besitzt. 

Wir  fügen  zur  Prüfung  der  Methode  ein  Zahlenbeispiel  an. 
Es  sei  a  =  6,  6  =  3,  also  nach  fünfstelligen  Tafeln  p  =  29,0654 
und  g  =  56,5487.     Die  Formel  (10)  liefert 

a'  =  5,97961,    6' =  3,01024, 
also  werden  die  absoluten  Fehler 

a  -  a' =  0,02039,    6  -  6' =  - 0,01024 
und  die  relatiyen 


a  —  a'       rxrvrxrt^       b  —  6' 


L  =  0,0034,    ^l-—^  =  - 0,0034. 
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Wir  haben  am  a.  0.  gezeigt^  daft  die  Kurve  y  =■  f(x)  im  Intervall 
z  =  0  bis  1  auch  durch  die  Hyperbel 

(13)  y-'V+t'^'  ^  =  *-2 

ersetzt  werden  kamL  Hier  betragt  der  absolute  Fehler  im  ungünstigsten 
Falle  0^0064  und  zwar  in  der  Nähe  von  x  =  0^.  Schreibt  man  (13)  in 
der  Form 

(14)  £,a'  +  (*-a)a6  +  6'^^^^_(4-«y 

und  verbindet  dieses  mit  q  =  absty  so  ergiebt  sich 

(15)  (o  +  6)«_f(a  +  6)-i^j  =  0. 

Demgemäüi  sind  a  und  b  die  Wurzeln  ein  und  derselben  quadratischen 
Gleichung,  nämlich 

(,6)       ^  -  [f + y(i)' + i^j. +1-0. 

Die  in  (16)  vorkommende  Quadratwurzel  wird  stets  reell  und  ist  po- 
sitiv zu  nehmen.  Im  Übrigen  gehört  zur  Realität,  wie  früher,  dafs 
p*  ^  4:xq. 

Bei  Zugrundelegung  des  oben  angefiihrten  Zahlenbeispiels  ergiebt 

sich  hier 

a"  =  5,97162,  6"-      3,01426, 

a-a''^  0,02838,     6  -  6"  =  -  0,01426, 
mithin  werden  die  relativen  Fehler 


^-^=^  =  0,00473,    ^^^  =  -0,00475. 
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Über  DreliTmgen  in  der  darstellenden  Geometrie. 

Von  Eduard  Salfker  in  Nürnberg. 

!•  Von  dem  Hilfsmittel  passender  Drehnngen  wird  in  der  dar- 
stellenden Geometrie  meines  Wissens  noch  nicht  bis  znr  letzten  Mög- 
lichkeit Gebrauch  gemacht.  Das  Drehen  einer  Geraden  nnd  einer 
Ebene  in  eine  Projektionsebene  wird  zwar  benutzt,  doch  geht  man 
nicht  soweit,  die  Drehung  fortzuführen,  bis  die  geometrischen  Gebilde 
in  der  neuen  Lage  sich  auf  dieselben  Projektionsebenen  mit  der  näm- 
lichen Achse  beziehen,  wodurch  sie  stets  in  solche  Lage  gebracht 
werden  konnten,  dafs  die  vorliegende  Aufgabe  zu  einer  einfachen  wiii 
Im  Nachfolgenden  wird  nun  versucht,  an  der  Hand  einiger  Beispiele 
darzuthun,  auf  welche  Weise  dahin  zielende  Drehungen  yoizq- 
nehmen  sind. 

2,  Die  Drehung  einer  Geraden  soll  an  der  Aufgabe  gezeigt 
werden,  den  kürzesten  Abstand  zweier  windschiefen  Geraden  anzugeben. 

Als  einfache  Lagen  der  Geraden  erwähnen  wir  die  zwei  folgenden: 

1.  Die  eine  Gerade,  etwa  J.,  sei  senkrecht  zu  einer  Projektions- 
ebene, etwa  zu  XY,  die  andere,  JB,  habe  eine  allgemeine  Lage. 

2.  Die  eine  Gerade  Ä  liege  in  einer  Projektionsebene,  die  andere 
B,  sei  derselben  paralleL 

Steht  eine  der  beiden  Geraden  senkrecht  zu  einer  Projektionsebene, 
so  ist  die  Projizierende  der  andern  auf  dieselbe  parallel  zur  ersteren. 
Legt  man  dann  durch  beide  Gerade  Ebenen  senkrecht  zu  dieser  Lot- 
ebene, so  enthält  die  Schnittlinie  die  Strecke  ihrer  kleinsten  Ent- 
femung. 

Diese  Überlegung  führt  für  den  Fall  einer  allgemeinen  Lage 
beider  Geraden  auf  folgende  Konstruktion,  bei  der  man  durch  passende 
Drehungen  den  erstgenannten  Fall  besonderer  Lage  erreicht  und  dann 
zur  eigentlichen  Losung  schreitet. 

Figur  1.  Ä  und  B  seien  die  gegebenen  windschiefen  Geraden. 
A  werde  senkrecht  zur  XF- Ebene  gestellt  durch  zwei  Drehungen:  ein- 
mal um  den  Winkel  a  und  um   Oa^,  so  dafs  J.  als  ^   in  die  Pro- 
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jektionsebene  YZ  fällt;  hierauf  nm  den  Winkel  ß  innerhalb  dieser  um 
(Xy  wodurch  sie  in  senkrechte  Lage  zu  XF  gebracht  wird«  Bei  der 
Drehung  um  0  bleibt  Punkt  a  in  seiner  Lage,  h  als  Spur  in  XZ 
kommt  nach  O,  in  die  Achse  Y,  Die  Senkrechte  durch  0'  (Drehung 
um  ß  Grad)  zur  Y  ist  ohne  weiteres  Ä^^  {A  selbst). 

Die    Drehungen   um   dieselben   Winkel   a   und   ß    und    dieselben 
Drehachsen  durch  0  und  (7  im  nämlichen  Sinn  und  derselben  Folge 

Fig.  1. 


hat  auch  die  Gerade  B  mitzumachen.  Die  zwei  Punkte  m  und  n  auf 
derselben  kommen  mit  ihren  Projektionen  zuerst  nach  fn[m*^j  W^'s; 
dann  nach  m^'wi^'f  K'^tf  wobei  zu  beachten  ist,  dafs  der  Kreisbogen, 
welcher  etwa  um  0  durch  n^  geht,  n^n^^  ^  vw  sein  mufs.  n^  wird 
erhalten  als  Schnitt  des  Lotes  zu  Y  durch  n^'  und,  da  bei  der  Drehung 
der  Abstand  von  der  XF-Ebene  imveiundert  bleibt;  auf  der  Parallelen 
durch  94  zu  Y.    Die  weitere  Drehung  des  Punktes  n  um  0'  und  den 
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Winkel  ß  geschieht,  indem  man  um  0'  einen  Kreisbogen  mit  O'n^ 
als  Radius  zeichnet  und  n^  n^  =  sr  macht.  —  Wie  n  sind  die  übrigen 
Punkte  zu  behandeln. 

Durch  diese  Drehungen  wurde  erreicht,  dals  Ä  und  B  immer 
noch  auf  das  ursprüngliche  Projektionssystem  bezogen  sind,  aber  in 
eine  Lage  kamen,  die  eine  einfache  Losung  der  Aufgabe  möglich  macht. 

Fig.  2. 


Die  Lotebene  B^  und  eine  zu  ihr  senkrechte  Ebene  durch  A^(^A) 
geben  in  ihrer  Schnittlinie  die  kürzeste  Entfernung  beider.  Deren 
Endpunkte  sind  f  und  g,  ihre  Lage  auf  den  ursprünglichen  Projektio- 
nen kann  durch  zurückgehende  Konstruktion  angegeben  werden,  e  =  f^g  " . 

3.  Es  kann  der  Fall  eintreten,  dafs  der  Schnitt  der  Lotebene 
durch  A^  in  der   FZ-Ebene   über   das   Zeichnungsblatt   hinaus- 
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fallt.  Dann  wählen  wir  einen  uns  passend  scheinenden  Punkt  0  auf 
Y  aus,  fällen  von  ihm  aus  die  Senkrechte  auf  Ä^  und  drehen  wie  in 
Figur  2   um    den  Winkel  a  so,   dafs  Ä^   und   damit  Ä  parallel   zur 


Fig.  3. 


37 


F2rEbene  liegt.  Eine  weitere  Drehung  um  Winkel  ß  stellt  Ä  senk- 
recht zur  X  F-Ebene.  Der  weitere  Oang  der  Lösung  stimmt  dann  mit 
der  ersten  überein. 

Die  Gerade  B  muüs  selbstrersiandlich  diese  Drehungen  starr  mit 
Ä  Terbimden  mitmachen. 

4.  XTm  die  von  uns  gedachte  Drehung  einer  Ebene  anzugeben, 
benutzen   wir  dieselbe  Aufgabe.     Diesmal  lösen   wir  sie,   indem   wir 
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durch  eine  der  windschiefen  Geraden  Ä  eine  Ebene  parallel  zur  andern 
(B)  legen.  Gerade  und  Ebene  drehen  wir  dann  so,  dafs  die  in  No.  2 
unter  2.  erwähnte  einfache  Lage  erscheint. 

Durch  Punkt  a  (Fig.  3)  wurde  die  zu  B  parallele  C  gelegt.  Die 
Spur  der  Ebene  ÄC  mit  XY  heifse  T.  Eine  Drehung  um  Oj  den 
Schnitt  der  Spur  mit  Achse  F,  und  um  a  Grad  stellte  T  und  Ebene 

Pig.4. 


äC  senkrecht  zur  FZ-Ebene.  R'  ist  nun  Spur  in  dieser  Ebene.  Eine 
zweite  Drehung  um  0  und  ß  Grad  lögte  AC  m  die  XF-Ebene,  mit 
ihr  natürlich  auch  Gerade  A. 

Weil  Gerade  B  parallel  zur  Ebene  AC  ist;  so  ist  ihre  Projektion 
auf  YZ  nach  der  ersten  Drehung  parallel  zur  R,  nach  der  zweiten 
parallel  zur  XF-Ebene.  Die  gesuchte  Entfernung  fg  mit  den  End* 
punkten,  aber  auch  der  Winkel  der  Geraden  A  und  JB,  nämlich 
difl'a[%  ist  damit  gefunden. 

6.  Eine  Gerade  A  und  ein  Punkt  a  seien  gegeben.  Punkt 
a  soll  um  «Grad  und  A  als  Drehachse  gedreht  werden. 
(Figur  4.) 
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in  Figur  1  wurde  die  Gerade  Ä  durch  zweimalige  Drehung 
senkreclit  zur  XF-Ebene  gestellt.  Punkt  a  hat  bei  diesen  Drehungen 
die   ^  zu  begleiten. 

Njclü  kann  Punkt  a  um  0\  den  Fufspunkt  der  senkrecht  gestellten  Ä, 
xuai    den    Torgeschriebenen   Winkel   s    gedreht  werden.     Nach   dieser 


Fig.  5. 


I.^--. 


I 


I 


4 


\ 


^fk.* 


Drehnng  erhielt  er  die  Bezeichnung  c,  dargestellt  durch  c['  und  c^\ 
Mit  ^  in  die  ursprüngliche  Lage  zurückgeführt  sind  c^  und  c^  seine 
Projektionen. 

6.  Es  werde  der  Winkel  gesucht,  den  zwei  durch  ihre 
Sclinittgerade  mn  und  je  einen  weiteren  Punkt  (a  und  b)  ge- 
gebenen Ebenen  bilden.     (Figur  5.) 

Durch  zwei  Drehungen  um  0  und  0'  wurde  die  Schnittgerade 
ff»«t   senkrecht   zur  XF-Ebene  gestellt.     Die  Projektionen  a['  und  b^' 
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geben  mit  0'  als  Scheitel  den  Winkel  der  beiden  Ebenen  an.  Fallt 
der  Schnitt  der  Spur  mit  der  F- Achse  über  das  Zeichnnngsblatt;  so 
kann  ähnlich  wir  in  No.  3,  Figur  2  yerfahren  werden,  nm  die  ge- 
gebenen Ebenen  senkrecht  zur  XY  zu  stellen. 

7.  Die  Forderung,  eine  Gerade  einer  allgemein  gegebenen 
Ebene  anzugeben;  welche  mit  einer  zur  letzteren  nicht  paral- 

Pig.6. 


lelen  Geraden  A  einen  vorgeschriebenen  Winkel  y  bildet^  gehört 
wohl  zu  den  schwierigeren  dieses  Kapitels.  In  Figur  6  wurde  sie  mittels 
Drehungen  gelöst.  Die  Ebene  Ta  (a  ist  der  Schnittpunkt  der  gegebenen 
Stücke)  wurde  durch  zweimalige  Drehung,  zuerst  um  a,  dann  um  ß 
Or»d  in  die  X  F-Ebene  gelegt;  Gerade  Ä  erscheint  dabei  starr  mit  Ta 
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?erbiindeiL  Nun  ist  die  Aufgabe  in  folgende  Form  gebracht:  Eine 
beliebige  Gerade  Ä  ist  gegeben;  gesucht  eine  Gerade  ax,  welche  in 
der  XF-Ebene  liegt  und  mit  A  einen  gegebenen  Winkel  y  einschliefst. 

Zu  dem  Ende  wurde  Ä  (=  a['a^'  und  b^^b^')  um  die  Drehachse 
O'm  in  die  Y^Ebene  gedreht  und  so  die  Lange  ai'm  gefunden. 
Hierauf  wurde  in  der  Nebenfigur  Dreieck  a^'mx^'  mit  a["  m  und  <^  y 
gezeichnet,  mx["  beliebig.  Letztere  ist  Mantellinie  des  Kegels  mit  der 
Achse  O'm^  woraus  der  Radius  x["  0'  des  Orundflächenkreises  gefunden 
wird.  In  der  Entfernung  o^'^'  xl\  wie  sie  die  Nebenfigur  angiebt,  er- 
halt man  dann  den  Punkt  x'l'  auf  der  eben  genannten  Kreislinie.  Die 
Projektionen  der  gesuchten  Geraden  in  der  ursprünglichen  Lage  anzu- 
geben;  bietet  keine  Schwierigkeit. 

8.  Die  dargelegte  Methode  der  Drehungen  giebt  ein  Mittel  an  die 
Hand;  Punkte,  Geraden,  Ebenen  und  Körper  jederzeit  in  solche  Lage  zu 
den  Projektionstafeln  zu  bringen,  dafs  die  Aufgabe  zu  einer  ein- 
fachen wird. 

Eine  ausfuhrliche  Darlegung  der  hier  nur  angedeuteten  Theorie, 
J)rehungen  in  der  darsteUenden  Geometrie'',  erscheint  demnächst  bei 
Karl  Koch,  Nürnberg. 


Eine  direkte  Lösung  der  Anfgabe:  Ein  Dreikant  ans  den 

drei  Flächenwinkeln  zn  konstmieren. 

Von  Edüabd  Salfneb  in  Nürnberg. 

Denken  wir  uns  ein  durch  keine  Querebene  begrenztes  dreiseitiges 
Prisma!  In  dasselbe  kann  eine  Kugel  geschoben  werden,  welche  die 
Seitenflachen  in  den  Punkten  a,  b  und  c  berührt.  Verbindet  man  den 
Hittelpunkt  m  der  Kugel  mit  den  drei  Berührungspunkten,  so  erganzen  je 
zwei  der  Verbindungslinien  durch  ihren  Winkel  den  gegenüber  liegen- 
den Flachenwinkel  des  Prismas  zu  zwei  Rechten;  zugleich  ist  der 
Kugebnittelpunkt  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  \kvWj  dem  Schnitt 
des  Prismas  mit  der  Ebene  abCy  einbeschriebenen  Kreises. 

Femer  denken  wir  uns  zwei  der  Prismenebenen,  bestimmt  durch  die 
Kanten  AB  und  AG  (s.  Figur  1),  als  festliegend  und  drehen  die  Ebene  BC 
um  bm  als  Achse,  etwa  auf  die  uns  zugekehrte  Seite  der  Yi^Ebene  zu; 
dann  dreht  sich  mit  dieser  Ebene  auch  mc  und.  beschreibt  einen  Kegel. 
Die  Mantellinien  desselben  machen  in  der  Prismenstellung  des  Radius 
mc  mit  ma  den  grölsten  Winkel;  sobald  aber  die  Ebene  BG  die  Pris- 
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menlage  yerULlst;  wird  der  Winkel  des  mc  mit  am  kleiner  und  ist  am 
kleinsten  y  wenn  er  zum  zweiten  Male  mit  der  ma  in  derselben  Ebene 
liegt.  Ist  im  Prismenschnitt  uw  —  vw,  so  trifft  me  nach  der  Drebmig 
der  Ebene  BC  um  222  mit  ma  zusammen  und  Ebene  BC  liegt  auf  ^iC, 
wenh  auch  in  umgekehrter  Folge. 

Es  interessiert  uns  nun,  Rechenschaft  über  die  Yerandeningen  za 
erhalten,  welche  diese  Drehung  der  Ebene  BC  bewirkt. 

Die  Änderung  des  Winkels  amc  ist  bereits  klar  gelegt  Weiter! 
Da  am  fest  liegt  und  mc  bei  der  Drehung  senkrecht  zur  Ebene  BC 

Flg.  1. 


bleibt;  so  steht  Ebene  amc  stets  senkrecht  auf  der  Kante  C  und  auch 
nach  der  Drehung^  d.  i.  nach  der  Verkleinerung^  bleibt  amc  Supplement- 
winkel zum  Flächenwinkel  Cy  also  wird  der  Flachenwinkel  um  ebenso- 
yiel  gröfser  als  jener  kleiner. 

Die  Verlängerung  der  mc  über  m  (s.  Figur  2)  schneidet  wahrend 
der  Drehung  auf  der  Ebene  AB  einen  Kreis  aus,  dessen  Mittelpunkt  h 
ist,  während  die  zu  ad  yerlangerte  am  fest  bleibt.  Hat  die  Drehung 
der  Ebene  BC  um  den  Winkel  b  stattgefunden,  so  hat  sich  Punkt  e 
nach  f  begeben  und  fmd  ist  der  Supplementwinkel  zu  dem  Flachen- 
winkel des  nunmehrigen  Dreikants  AB'C\    Aus  md^  mf=^me  und 
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dem  eingeflchlossenen  Winkel,  zwei  Rechte  minns  dem  bekannten 
Flachenwinkel  y^  kann  daher  das  Dreieck  fmd  konstruiert  werden, 
woduüh  die  Seite  df  erhalten  wird. 


Vig.8. 


Die  Drehung  der  Ebene  BQ  nm  die  Achse  hm  and  den  Winkel 
{  giebt  sogleich  den  Eantenwinkel  des  Dreikants  an,  der  dem  gegebe- 
nen Flachenwinkel  y  gegenüberliegt. 
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Ist  daher  ein  Dreikant  aus  den  drei  Flächenwinkeln  cc,  ß,  y  zu 
konstruieren^  ao  zeichnet  man  zuerst  ein  ebenes  Dreieck  uvw  mit  zwei 
gegebenen  Winkefai,  etwa  aus  a  und  ß.  Der  demselben  einbeschriebene 
Ereis  hat  als  Börührungspnnkte  a,  b  und  e.  Die  Verlängerungen  der 
Berührradien  am  und  ac  schneiden  uv  in  d  und  e.  Mit  be  ab  Radios 
ist  nun  jom  b  der  Ereis  zu  beschreiben.  Das  Dreieck  fmd  erhalt  man 
jetzt  aus  mdf  mf=  me  und  dem  Winkel  (2R  —  y), 

Seine  Seite  fd  wird  nun  Radius  des  Kreises  um  d.  Der  Schnitt 
beider  Kreise  giebt  Punkt  f.  (Nur  ein  Schnittpunkt  gilt  f&r  ein  Drei- 
kant, das  zwischen  unserm  Auge  und  der  Ebene  uvw  liegt).  Damit 
wird  auch  Bogen  ef  erhalten,  welcher  den  Winkel  £  milst,  um  den 
wir  die  Ebene  BC  drehen  müssen,  damit  BC  mit  ÄC  den  Winkel  y 
einschliefse.  Macht  man  weiter  bv[  =  bv  und  zieht  durch  v[  die  Senk- 
rechte zu  jener,  so  ist  dies  die  gesuchte  Kante  B\ 

Kante  C  ist  der  Schnitt  der  Ebenen  Äa  und  B'c,  Ein  PmLkt 
desselben  ist  D^;  einen  zweiten  sucht  man  als  Schnitt  (s)  der  Ebene 
B'c'  und  der  Aa  im  ebenen  Dreieck  uvw.  Bei  der  Drehung  der 
Ebene  Bc  um  die  Achse  bm  geht  sie  stets  durch  den  Punkt  h,  den 
Schnittpunkt  der  Achse  bm  mit  vw.  Somit  sind  k  und  t  (der  Sclmitt 
der  Kante  B'  mit  uv)  zwei  Punkte  der  gesuchten  Schnittlinie  in  der 
Ebene  uvw  und  der  Schnitt  kt  mit  ua  giebt  den  zweiten  Punkt  s  der 
Kante  C  an.  s^D^  ist  die  Projektion  der  Kante  C  auf  die  XF-Ebene^ 
US  die  auf  YZ. 

Winkel  y  kann  sowohl  spitz  als  stumpf  sein;  wenn  nur  die  Be- 
dingung für  die  Winkelsummen  eines  Dreikants  erfQllt  ist. 

Verlängert  man  die  Kanten  Ä  und  B'  nach  rückwärts,  behält 
aber  das  (nicht  yerlängerte)  C  bei,  so  hat  man  ein  zweites  Dreikant, 
das  als  Plä^henwinkel  (2Ä  -  a),  (2R  —  ß)  und  y  hat,  das  folgUch,  da 
a  und  ß  als  spitz  vorausgesetzt  sind,  zwei  stumpfe  und  einen  spitzen 
Winkel  besitzt,  wenn  y  im  ersten  Dreikant  ein  spitzer  Winkel  war, 
dagegen  drei  stumpfe  Winkel,  wenn  y  im  ersten  Dreikant  stumpf  war. 
Hieraus  folgt,  dafs  man  in  diesen  Fällen  das  Dreikant  mit  zwei  spitzen 
Winkeln  zuerst  zeichnet  und  durch  rückwärtige  Verlängerung  zweier 
Kanten  das  gesuchte  Dreikant  erhalt. 
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Von  H.  E.  TiMEBDmo  in  Stralsburg. 

1. 

Die  folgenden  Seiten  sind  der  Aufgabe  gewidmet^  die  Konstruktion 
der  beiden  geraden  Linien,  die  vier  im  Räume  gegebene  gerade  Linien 
schneiden,  in  Aufrifs  und  Orundrifs*  wirklich  auszuführen.  Für  die 
Behandlung  wird  eine  grofse  Vereinfachung  erzielt,  wenn  man  eine  der 
gegebenen  Linien  zur  Schnittlinie  x  der  Aufrifs-  und  Grundrifsebene 
wählt  Dann  ist  das  Problem  auf  die  Bestimmung  derjenigen  beiden 
Pimkte  I  und  J  dieser  Linie  zurückgeführt,  durch  welche  sich  eine 
gerade  Linie  so  legen  lafst,  dafs  sie  die  drei  übrigen  gegebenen  Linien, 
df  6,  c,  trifft. 

Nehmen  wir  einen  dieser  Punkte,  etwa  I,  als  gefunden  an,  nennen 
wir  femer  J.,  B,  C  die  Schnittpunkte  der  drei  Linien  a,  6,  c  mit  der 
Gnmdrifsebene,  Ä\  B\  C  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Aufrifsebene  und 
A'\  B\  C"  diejenigen  mit  der  Seitenrifsebene,  so  hat  man,  indem  man 
diese  letztere  Ebene  zu  Hilfe  zieht,  den  Punkt  I  mit  Ä,  B,  C  za 
verbinden,  um  die  Grundrifsspuren  der  Verbindungsebenen  yon  I  mit 
a,  b,  €  zu  erhalten.  Die  Schnittpunkte  dieser  Linien  mit  der  Schnitt- 
linie y  Yon  Grundrifs-  und  Seitenrifsebene  yerbinde  man  mit  den  zu- 
gehörigen Punkten  A'\  B>\  C",  Diese  drei  Linien^  die  Seitenrifsspuren 
der  genannten  Ebenen,  müssen  sich  dann  in  einem  Punkte  P  schneiden, 
und  dies  ist  der  Punkt,  in  dem  die  gesuchte  Linie  die  Seitenrilsebene 
darchstöfst.  Fallt  man  yon  P  die  Lote  auf  die  y-  und  jer- Achse  (oder 
Verlängerung  der  2:- Achse),  yerbindet  den  Fufspunkt  des  ersteren  Lotes 
mit  I  und  tragt  die  Länge  des  zweiten  Lotes  auf  der.  Verlängerung 
der  X-Achse  als  jer-Achse  ab,  um  den  Endpunkt  dieser  Strecke  eben- 
fidls  mit  I  zu  yerbinden,  so  sind  diese  beiden  Linien  durch  /  die 
Projektionen  einer  der  beiden  gesuchten  Linien  auf  die  Grundrifs-  und 
Aofirirsebene  und  das  Problem  somit  als  gelöst  zu  betrachten.    (Fig.  1.) 

Um  nun  auf  der  Linie  x  die  beiden  Punkte  I  und  J  zu  bestinunen, 
denken  wir  sie  mit  Ä,  B,  C  einerseits  sowie  mit  J.',  J5',  C  anderer- 
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Seite  durch  zwei  Eegelschnitte,  x  und  x\  yerbundeiL  Diese  K^elsclmitte 
bilden  dann  den  Schnitt  der  Grundrils-  und  Aufrifsebene  mit  der 
quadratischen  Begelfläche,  die  durch  die  drei  Linien  a,  6,  c  bestimmt 
wird;  und  sie  sind  durch  die  Begelschar,  der  diese  Linien  angehören, 
projektiY  auf  einander  bezogen;  so  da&  ihre  Schnittpunkte  i  und  J 
sich  selbst  entsprechen.    Die  Aufgabe  kann  demnach  auch  folgender- 


mafsen  gefafst  werden:  durch  zweimal  drei  gegebene  Punkte  sollen 
zwei  Kegelschnitte  so  gelegt  werden,  dals  sie  sich  zweimal  auf  einer 
gegebenen  geraden  Linie  schneiden,  und  diese  beiden  Punkte  sollen  in 
derjenigen  projektiven  Beziehung  zwischen  den  Punkten  beider  Kegel- 
schnitte sich  selbst  zugeordnet  sein,  welche  durch  die  dreimal  zwei 
gegebenen  Punkte  als  drei  Paare  entsprechender  Punkte  bestimmt  wird. 
Die  Seiten  der  Dreiecke  ABC  und  A'B'C  schneiden  auf  der 
Linie  x  zwei  Punktetripel  %  93,  @  und  X',  S9',  ^'  aus,  die  auf  dieser 
Linie  als  paarweise  homologe  Punkte  ebenfalls  eine  projektiTe  Ver- 
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wandtschafb  begründen.  Ich  behaupte  nun,  dafs  die  Doppelpunkte 
dieser  Verwandtschaft  eben  die  gesuchten  Punkte  I  und  J  sind.  Zum 
Beweise  braucht  man  nur  die  Ebene  kollinear  so  zu  transformieren, 
dals  das  Dreieck  ABC  in  A'B'C  und  die  Linie  x  in  sich  selbst 
übergeführt  wird.  Sind  dann  I  und  J  die  in  Bede  stehenden  Doppel- 
punkte auf  Xj  so  wird  der  Kegelschnitt ,  der  durch  Ä,  B,  C,  I,  J 
bestimmt  ist,  in  den  durch  A\  B'y  C\  I,  J  gelegten  Kegelschnitt 
übergehen,  und  beide  Kurven  sind  gleichzeitig  in  der  yerlangten  Weise 
projektiT  auf  einander  bezogen,  da  die  Punkte  I  und  J  ja  sich  selbst 
entsprechen.     Diese  Punkte  sind  daher  in  der  That  die  verlangten. 

Um  sie  zu  konstruieren,  kann  man  folgendermafsen  zu  Werke 
gehen.  Man  zeichne  irgend  einen  Kreis,  der  die  Linie  x  berührt. 
Durch  jeden  der  sechs  Punkte  91,  93,  6,  %',  93',  d'  geht  an  diesen 
dann  noch  eine  zweite  Tangente.  Seien  a,  b,  c,  a',  b',  c'  diese  sechs 
Tangenten,  so  verbinde  man 

den  Schnittpunkt  von  b,  c'  mit  dem  Schnittpunkte  von  6',  c, 

V  }9  7}      ^}  ^       }f         »  }}  n       ^  )  ^f 

77  77  yy      ^7    ^  77  »  7J  »         ^  ^    ^^  • 

Nach  dem  Satze  von  Brianchon  schneiden  sich  diese  drei  Linien  in 
einem  Punkte.  Die  an  den  Kreis  aus  diesem  Punkte  gelegten  Tan- 
genten treffen  die  Linie  x  in  den  gesuchten  Punkten  I  und  J, 

(Man  vergleiche  Fiedlers  Darstellende  Geometrie  1.  Band,  Art.  28, 
ond  die  von  anderen  Gesichtspunkten  ausgehende  Lösung  unserer  Auf- 
gabe im  2.  Bande,  Art.  38.) 

2. 

Hiermit  ist  die  gestellte  Aufgabe  bereits  gelöst.  Es  wäre  aber 
verfehlt,  auf  diesem  Punkte  stehen  bleiben  zu  wollen.  Vielmehr  liegt 
das  ganze  Interesse  des  Problems  in  seiner  weiteren  Diskussion. 

Denken  wir  uns  zunächst  einen  beliebigen  Punkt  P  der  Linie  x 
mit  den  Punkten  A,  B,  C  und  A\  J5',  C  verbunclen.  Dann 
können  wir  durch  ihn  eine  weitere  gerade  Linie  p  so  legen,  dafs  sie 
mit  den  Strahlen  nach  A^  B,  C  dasselbe  Doppelverhältnis  bildet  wie 
die  Linie  x  selbst  mit  den  Strahlen  nach  A\  B\  C\  Die  Punkte 
/  and  J  sind  dann  dadurch  gekennzeichnet,  dafs  f&r  sie  die  Linie  p 
mit  X  zusammenfallt.  In  der  That  sind  die  Punkte  I,  J,  A,  jß,  C  und 
die  Punkte  /,  J,  A',  B',  C  homologe  Punkte  auf  den  Kegelschnitten 
X  und  x',  und  müssen  deshalb  die  Strahlen,  die  beispielsweise  I  mit 
Af  By  C  und  J  verbinden,  das  nämliche  Doppelverhältnis  bilden  wie 
die  Strahlen,  welche  denselben  Punkt  I  mit  A\  B\  G\  J  verbinden 
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Nun  umhüllt  die  Linie  p,  wenn  der  Punkt  P  sich  auf  x  bewegt, 
eine  rationale  Kurve  dritter  Klasse  und  vierter  Ordnung^  welche  x 
selbst  doppelt  berührt^  nämlich  in  den  Punkten  I  und  J.  Zu  den 
Tangenten  dieser  Kurve  gehören  femer  die  Seiten  a,  b,  c  des  Dreiecb 
ABC  und  die  Linien  a^y  \,  c^^  welche  die  Schnittpunkte  9 '99 '6'  der 
Linie  x  und  der  Seiten  des  Dreiecks  A'B'C  mit  den  homologen 
Ecken  des  Dreiecks  ABC  verbinden.  Die  Kurve  ist  durch  diese  sechs 
Tangenten,  die  zu  dreien  durch  die  Punkte  Aj  B,  C  gehen,  und  durch 
ihre  Doppeltangente  x  vollkommen  bestimmt.  Sie  hangt  sonach  aufser 
von  den  vier  Linien  a,  6,  c,  x  nur  von  der  Lag^  der  Punkte  31',  93',  6' 
auf  X  und  weiter  nicht  von  der  Lage  des  Dreiecks  A'B'C  ab.  Dies 
letztere  kann  vielmehr,  ohne  dafs  die  Kurve  sich  ändert,  durch  irgend 
eine  Perspektive  Kollineation  transformiert  werden,  welche  x  zor 
KoUineationsachse  hat. 

In  der  reziproken  Form  lauten  diese  Sätze  folgendermaben:  Sind 
aufser  einem  festen  Punkte  X  zwei  Dreiecke  ABC  und  A'B'C 
gegeben,  und  bestimmt  man  auf  jedem  Strahle  durch  X  den'  Punkte 
der  mit  den  Schnittpunkten  des  Strahles  und  der  Seiten  des  einen 
Dreiecks  dasselbe  Doppelverhältnis  bildet  wie  der  feste  Punkt  mit  den 
Schnittpunkten  des  Strahles  und  der  Seiten  des  anderen  Dreiecks,  dann 
erfQllen  diese  Punkte  eine  rationale  Kurve  dritter  Ordnung,  die  durch 
den  Punkt  X  doppelt  hindurchgeht.  Die  Tangenten  im  Doppelpunkte 
sind  die  Doppelstrahlen  der  projektiven  und  konjektiven  Strahlen- 
büschel, zu  denen  die  Verbindungslinien  des  festen  Punktes  X  mit  den 
Ecken  beider  Dreiecke  als  sich  paarweise  entsprechende  Strahlen  gehören. 

Alle  Kegelschnitte,  die  durch  den  Punkt  X  und  die  auf  der  Kurve 
dritter  Ordnung  gelegenen  Ecken  des  ersten  Dreiecks  gehen,  bilden  ein 
Kegelschnittbüschel,  das  auf  das  Büschel  aller  durch  X  gehenden 
Strahlen  projektiv  bezogen  ist  und  mit  ihm  die  Kurve  dritter  Ordnung 
erzeugt.  Die  Tangenten  der  Kegelschnitte  im  Punkte  X  stehen  zu  dem 
Strahlenbüschel  in  der  soeben  erörterten  projektiven  Verwandtschaft, 
deren  Doppelstrahlen  die  Doppelpunktstangenten  bilden.  Die  zer- 
fallenden Kurven  in  dem  Kegelschnittbüschel  bestehen  aus  je  einer 
Seite  des  ersten  Dreiecks  und  dem  Strahle  vom  Doppelpunkte  nach  dem 
gegenüberliegenden  Eckpunkte  desselben  Dreiecks,  und  ihnen  entspricht 
jedesmal  der  Strahl  nach  der  homologen  Ecke  des  zweiten  Dreiecks,  der 
sonach  allemal  die  zugehörige  Seite  des  ersten  Dreiecks  in  einem  Punkte 
der  Kurve  dritter  Ordnung  triffl.  Diese  Betrachtungen  zeigen,  daCs  man 
den  vorangehenden  Satz  auch  umkehren  und  dann  so  aussprechen  kann: 

Wenn  man  irgend  einer  rationalen  Kurve  dritter  Ordnung  ein 
Dreieck  einbeschreibt,  auf  den  Linien,  welche  von  dem  Doppelpunkte 
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nach  den  dritten  Eurvenpunkten  auf  den  Seiten  dieses  Dreiecks  gehen, 
die  Ecken  eines  zweiten  Dreiecks  annimmt  und  einen  beliebigen 
Knrrenpunkt  P  mit  dem  Doppelpunkte  X  yerbindet,  so  bilden  auf 
dieser  Verbindungslinie  die  Schnittpxmkte  mit  den  Seiten  des  ersten  Dreiecks 
zusammen  mit  P  immer  dasselbe  Doppelrerhältnis  wie  die  Schnittpunkte 
der  Linie  mit  den  Seiten  des  zweiten  Dreiecks  zusammen  mit  X 

3. 

Wir  wollen  nun  unser  Augenmerk  wieder  auf  die  quadratische 
Begelflache  richten,  die  durch  die  drei  Linien  a,  b,  c  bestimmt  wird. 
Diese  Begelflache  schneide  die  Aufrifs-  und  Ghrundrifsebene,  wenn  wir 
beide  in  ihrer  ursprünglichen  Lage,  senkrecht  gegen  einander,  annehmen, 
in  den  Kegelschnitten  x  und  x\  Diese  beiden  Kegelschnitte  sind  durch 
die  B^elschar,  der  die  Linien  a,  by  c  angehören,  projektiy  auf  einander 
bezogen,  so  dais  ihre  Schnittpunkte  I  und  J  sich  selbst  entsprechen. 
Denken  wir  uns  nun,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  die  Au&ÜBebene 
80  um  ihre  Schnittlinie  mit  der  Gh-undrifsebene  herumgeklappt,  dalÄ^ 
sie  mit  der  letzteren  zusammen^LUt,  dann  gehe  die  Kurve  x  in  x''  über, 
nnd  es  werden  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  auf  den 
beiden  Kegelschnitten  x'  und  x"  einen  neuen  Kegelschnitt,  A,  um- 
hüllen.  Dieser  Kegelschnitt  ist  offenbar  nichts  anderes,  als  die  Schnitt- 
linie der  Ebene  mit  dem  TangentialcyL'nder  der  Begelflache,  dessen 
Achse  gegen  die  Grundrifsebene  um  einen  halben  rechten  Winkel  geneigt 
ist.  Projiziert  man  also  aus  dem  in  dieser  Achsenrichtung  unendlich  fem 
gelegenen  Punkte  die  Begelschar  auf  die  Ghrundrifsebene,  so  erhält  man 
die  Tangenten  des  Kegelschnittes  A.  AuTserdem  haben  wir  aber  auch 
die  orthographischen  Projektionen  der  Begelschar  auf  die  Aufrifs-  und 
Onmdrilsebene  in  Betracht  zu  ziehen.  Es  wird  daher  gut  sein,  yorftb 
die  folgende  allgemeine  Frage  zu  beantworten: 

Wenn  man  yon  den  Punkten  einer  geraden  Linie  g  aus  die  Tan- 
gentenkegel an  eine  quadratische  Flache  F  legt,  was  für  eine  Kegel- 
Bchnittschar  bilden  dann  die  Schnittlinien  dieser  Tangentenkegel  mit 
einer  beliebigen  Ebene  tc? 

Zunächst  ist  klar  und  langst  bekannt,  dafs  die  Schnittpunkte  jedes 
Kegelschnittes  A  dieser  Schar  mit  der  Schnittlinie  x  der  Flache  JE 
and  der  Ebene  x  sich  paarweise  vereinigen  müssen.^)  Ist  nämlich  L 
die  Spitze  des  zugehörigen  Tangentenkegels,  so  müssen  diese  gemein- 
samen Punkte  beider  Kegelschnitte  alle  auf  der  Schnittlinie  der  Ebene  it 

1)  Die  grundlegende  Arbeit  über  den  im  Folgenden  berührten  Gegenstand  ist 
Steiners  ,fAllgemeine  Betrachtang  über  einander  doppelt  berührende  Kegelschnitte^^ 
Crelles  Jonnud,  Band  45,  Seite  212,  in  den  gesammelten  Werken  Band  2,  Seite  469. 
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mit  der  Polarebene  des  Punktes  L  liegen.  Die  Eegelsclmitte  der 
Schar  berühren  aber  auch  die  beiden  Schnittlinien  i  und  j  der  Ebene  % 
mit  den  durch  die  Linie  g  gelegten  Tangentenebenen  der  Flache  F. 

Um  nun  Ordnung  und  Erlasse  der  Schar  zu  bestimmen,  hat  man 
nur  zu  bedenken,  dafs,  wenn  einer  ihrer  Kegelschnitte  eine  gerade  Linie  u 
berührt,  sein,  zugehöriger  Tangentenkegel  eine  der  durch  diese  Linie  u 
gelegten  Tangentialebenen  der  Fläche  berühren  mufs.  Die  Spitze  des 
Kegels  muTs  also  einer  der  beiden  Punkte  auf  g  sein,  in  denen  diese 
Linie  von  den  beiden  durch  u  gehenden  Tangentialebenen  geschnitten 
wird.  Die  Schar  ist  also  von  der  zweiten  Klasse.  Sie  ist  auch  Ton 
der  zweiten  Ordnung.  Denn  soll  einer  ihrer  Kegelschnitte  durch  einen 
bestimmten  Punkt  P  gehen,  so  muTs  sein  zugehöriger  Tangentenk^I 
eine  durch  P  gehende  Tangente  enthalten.  Seine  Spitze  ist  also  einer 
der  beiden  Punkte,  in  denen  der  von  P  aus  an  die  Fläche  gel^ 
Tangentenkegel  die  Linie  g  schneidet.     Wir  finden  somit: 

Die  Tangentenkegel  einer  quadratischen  Fläche  Fy  deren  Spitzen 
.auf  einer  gegebenen  geraden  Linie  liegen,  schneiden  eine  beliebige 
Ebene  in  den  Kegelschnitten  einer  quadratischen  Schar  (zweiter  Ord- 
nung und  zweiter  Klasse).  Dieselben  berühren  zwei  gerade  Linien  i 
und  j  und  auTserdem  doppelt  die  Schnittkurve  x  der  Ebene  mit  der 
Fläche  JP.  Die  Berührungssehnen  gehen  alle  durch  einen  festen  Pnnkt, 
dei*  mit  den  Schnittpunkten  der  Kurve  x  und  der  Linien  %  und  j  paar- 
weise auf  einer  geraden  Linie  liegt,  ohne  aber  mit  dem  eigenen  Sclmitt- 
punkte  Ton  %  und  j  zusammenzu&llen,  er  liegt  yielmehr  auf  der  Polare 
dieses  Schnittpunktes  bezüglich  x. 

Halten  wir  nun  umgekehrt  den  Tangentenkegel  der  Fläche  F  fest^ 
lassen  aber  die  Ebene  %  sich  um  eine  Axe  drehen  und  so  ihre  Schnitt- 
kurve mit  F  sich  ändern,  dann  erhalten  wir  den  zu  dem  vorigen  rezi- 
proken Satz^  Projiziert  man  aus  einem  beliebigen  Punkte  P  die  Schnitt- 
kurven  einer  quadratischen  Fläche  mit  den  Ebenen  eines  Ebenenbüschels 
auf  irgend  eine  andere  Ebene  17,  so  erhält  man  in  dieser  eine  quadra- 
tische Schar  von  Kegelschnitten,  die  alle  durch  zwei  feste  Punkte  1 
und  J  gehen  und  aufserdem  die  Schnittkurve  k  der  Ebene  mit  dem 
aus  P  an  die  Fläche  gelegten  Tangentenkegel  doppelt  berühre.  Die 
Berührungssehnen  gehen  durch  einen  festen  Punkt.  Derselbe  ist  be- 
züglich k  der  Pol  einer  Diagonale  des  Yierseits,  das  die  aus  den 
Punkten  I  und  J*  an  A  gelegten  Tai^enten  bilden. 

Wir  wollen  endlich  noch  die  quadratische  Fläche  selbst  sich 
ändern  lassen,  indem  wir  ihre  Schnittkurven  x  und  x'  mit  zwei  festen 
Ebenen  b  und  b'  unverändert  lassen,  x  und  x'  durchschneiden  sich  in 
zwei   Punkten   I  und   J.     Die   Fläche   durchläuft   dann   ein  Büschel 
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Durch  jeden  Punkt  des  Baumes  geht  eine  Fläche  desselben.  Jede 
Ebene  wird  von  zwei  Flachen  des  Bücheis  berührt,  denn  in  dem  Eegel- 
schnittbüBchely  welches  das  Flächenbüschel  aus  der  Ebene  ausschneidet, 
sind  auTser  dem  Paare  der  Schnittlinien  mit  s  und  e'  zwei  zerfallende 
Enryen  enthalten,  die  auf  zwei  die  Ebene  berührenden  Flächen  des 
Büschels  liegen.  Aber  auch  jede  gerade  Linie  wird  yon  zwei  Flächen 
des  Büschels  berührt.  Legt  man  also  von  einem  beliebigen  Punkte  P 
aas  die  Tangentenkegel  an  die  Flächen  des  Büschels  und  bringt 
sie  mit  der  Ebene  s'  zum  Schnitt,  indem  man  auf  diese  Ebene  gleich- 
zeitig die  Kurve  x  aus  demselben  Punkte  P  projiziert,  so  erhält  man 
wieder  eine  quadratische  Schar  yon  Kegelschnitten,  die  alle  die  Kurve  x' 
und  die  Projektion  x"  von  x  doppelt  berühren. 

Durch  jede  Begelschar  auf  einer  Fläche  des  Büschels  sind  die 
Kegelschnitte  x'  und  x''  projektiv  aufeinander  bezogen,  so  dafs  ihre 
gemeinsamen  Punkte  /  und  J  sich  selbst  entsprechen.  Die  Projek- 
tionen der  Linien  einer  solchen  Regelschar  auf  die  Ebene  e'  umhüUen 
aber  immer  einen  Kegelschnitt  der  quadratischen  Schar.  Sind  also* 
zwei  Kegelschnitte  x'  und  x''  derart  projektiv  aufeinander  bezogen,  dafs 
zwei  ihrer  Schnittpunkte,  I  und  c7,  sich  selbst  entsprechen,  so  um- 
hüllen die  Verbindungslinien  homologer  Punkte  einen  Kegelschnitt, 
der  beide  Kurven  doppelt  berührt.  Die  Berührungssehnen  gehen  für 
beide  Kegelschnitte  immer  durch  einen  und  denselben  Punkt.  In 
diesem  Punkte  wird  die  Linie  IJ  von  der  Verbindungslinie  der  beiden 
übrigen  Schnittpunkte  der  Kurven  x'  und  «"  getroffen.     (Fig.  2.)*) 

Den  zwei  K^eln,  die  durch  die  beiden  Kegelschnitte  x  und  x' 
im  Räume  gehen,  entsprechen  in  der  EbeuQ  s'  zwei  Arten  der  Per- 
spektiven Beziehung  zwischen  den  Kurven  x'  und  x''  und  zwei 
Paare  von  gemeinschaftlichen  Tangenten  beider  Kurven.  Die  quadra- 
tische Kegelschnittschar  enthält  aber  nicht  blofs  zwei  Linienpaare, 
sondern  auch  zwei  Punktepaare,  die  aus  je  zwei  Schnittpunkten  der 
Kurven  x'  und  x",  das  eine  Mal  /  und  J,  bestehen.  Jedem  dieser 
Ponktepaare  entspricht  eine  doppelt  Perspektive  Beziehimg  zwischen 
den  Punkten  von  x'  und  x".  In  der  That  wird  eine  solche  Beziehung 
ja  hergestellt,  indem  man  die  Punkte  der  einen  Kurve  auf  die  andere 
ans  einem  ihrer  Schnittpunkte  projiziert. 

Zu  derselben  quadratischen  Kegelschnittschar  wäre  man  gelangt^ 
wenn  man  die  Kegelschnitte  x'  und  x"  projektiv  so  auf  einander  be- 

1)  Die  Figur  bezieht  sich  auf  den  besonders  merkwürdigen  Fall,  dafs  die 
beiden  Kegelschnitte  x'  und  x"  Kreise  und  die  Punkte  I  und  J  die  unendlich 
fernen  Kreispunkte  sind.  Dann  bilden  die  Radien  nach  entsprechenden  Punkten 
aof  den  beiden  Kreisen  alle  mit  einander  denselben  Winkel. 
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zogen  hätte  y  daCs  statt  I  und  J  ihre  übrigen  beiden  Schnittpimkte 
sich  selbst  entsprachen,  oder  wenn  man  sie  als  Euryen  zweiter  Klasse 
so  auf  einander  bezogen  hätte,  dafs  zwei  ihrer  gemeinsamen  Tangenten^ 


Fig.  2 


die  in  der  Kegelschnittschar  ein  Paar  bilden,  sich  selbst  entsprachen. 
Die  Schnittpunkte  homologer  Tangenten  von  x'  imd  x''  hatten  dann 
immer  einen  Kegelschnitt  der  quadratischen  Schar  gebildet.  In  dieser 
allgemeineren  Kegelschnittschar  sind  die  vorher  besprochenen  als  spe- 
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zielle  Falle  enthalten.  In  der  That  braucht  man  nur  den  einen  Eegel- 
sclmitt  in  ein  Linienpaar  oder  ein  Punktepaar  ausarten  zu  lassen^  um 
zn  ihnen  zu  gelangen. 

4. 

Aus  der  projektiren  Beziehung  zwischen  den  .beiden  Kegelschnitten 
%  und  x'^  in  Orundrifs-  und  Aufrirsebene,  wie  sie  durch  die  eine  Regel- 
schar der  zugehörigen  Regelfläche  begründet  wird^  lassen  sich  die  Eegel- 
sdmitte  X'  imd  X"  leicht  ableiten^  von  welchen  die  orthographischen 
Projektionen  der  Regelfläche  auf  die  Orundrifs-  und  Aufrifsebene  be- 
grenzt werden.  Man  hat  nämlich  nur  jeden  Punkt  des  einen  oder 
anderen  Kegelschnittes  auf  die  Linie  x  senkrecht  zu  projizieren  und 
den  Fulspunkt  des  Lotes  jedesmal  mit  dem  entsprechenden  Punkte  des 
anderen  Kegelschnittes  zu  yerbinden.  Diese  Linien  umhüllen  dann 
eine  der  gesuchten  Kurven. 

Yerbinden  wir  immittelbar  die  Paare  entsprechender  Punkte  auf 
%  and  x'^j  so  umhüllen  die  Verbindungslinien  den  bereits  erwähnten 
Kegelschnitt  A.  Jede  Tangente  dieses  Kegelschnittes  schneidet  aber 
beide  Kurven  %  und  %'  zusammen  in  vier  Punkten^  zwei  davon  sind 
einander  als  homologe  Punkte  zugewiesen^  aber  auch  die  beiden  übrigen 
entsprechen  sich  in  einer  zweiten  projektiven  Beziehung  zwischen  den 
beiden  Kegelschnitten,  und  diese  beiden  Verwandtschaften  sind  so  ein- 
ander zugeordnet  9  dafs  jede  durch  die  andere  bedingt  ist.  Denken 
wir  uns  den  Kegelschnitt  x"  wieder  aus  der  Ebene  des  anderen  Kegel- 
schnittes %  herausgedreht,  so  dafs  er  wieder  in  die  Kurve  x  übergeht, 
dann  entsprechen  die  beiden  projektiven  Beziehungen  den  beiden  Regel- 
scharen  einer  durch  die  zwei  Kegelschnitte  gelegten  Regelfläche.  Durch 
die  Kurve  X  sind  aber  zwei  solche  Paare  einander  zugeordneter,  pro- 
jektiver Beziehungen  begründet,  denn  man  kann  auf-  einer  Tangente 
dieser  Kurve  in  doppelter  Weise  die  zweimal  zwei  Schnittpunkte  mit 
den  Kegelschnitten  %'  und  x"  paarweise  zusammenfassen,  so  dafs  die 
Punkte  jedes  Paares  auf  verschiedenen  Kegelschnitten  liegen.  In  der 
That,  legen  wir  durch  die  Kurve  X  den  Tangentialcylinder  der  Regel- 
flache, der  durch  diese  Kurve  gehen  soll,  so  ist  derselbe,  bei  bekannter 
Achsenrichtung,  offenbar  bestimmt  durch  die  vier  Tangenten  der  Kurve  X 
in  den  Punktepaaren,  in  welchem  sie  die  Kegelschnitte  %  und  x"  be- 
rührt^ und  durch  irgend  eine  fünfte  Tangente  von  A.  Legen  wir  durch 
diese  fünfte  Tangente  die  Tangentialebene  r  des  Cylinders,  so  ist  die 
quadratische  Fläche,  zu  der  derselbe  gehören  soll,  dadurch  festgelegt, 
dafe  sie  durch  die  Kurven  x  und  x  gehen  und  diese  Ebene  x  selbst 
berühren  soll.  Solcher  Flächen  giebt  es  aber  zwei,  und  von  beiden 
aas  gelangen  wir  zu  derselben  Kurve  X, 
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Sind  nun  aber  zwei  Kegelschnitte  %  und  %'  projektiy  aufeinander 
bezogen;  so  daTs  zwei  ihrer  Schnittpunkte ,  I  und  Jy  sich  selbst  eni- 
sprecheU;  so  lassen  sie  sich  immer  perspektiy  auf  die  Verbindungslinie 
X  dieser  Schnittpunkte  beziehen^  derart  dafs  entsprechende  Punkte  auf 
ihnen  demselben  Punkte  dieser  Linie  x  zugeordnet  sind.  Und  zwar 
ist  dies  immer  auf  unendlich  viele  Arten  möglich,  denn  wir  können 
einen  beliebigen  Punkt  der  Linie  x  mit  irgend  einem  Paare  ent- 
sprechender Punkte  auf  beiden  Kegelschnitten  verbinden.  Diese  Ver- 
bindungslinien schneiden  die  Kegelschnitte  dann  noch  in  je  einem  wei- 
teren Punkte,  und  wählt  man  diese  beiden  Punkte  zu  Projektionszentren^ 
so  sind  die  beiden  Kegelschnitte  in  der  verlangten  Weise  projektiv  auf 
die  Linie  x  bezogen.  Legen  wir  also  das  Projektionszentrum  auf  einem 
der  beiden  Kegelschnitte  fest;  so  ist  es  auf  dem  anderen  Kegelschnitte 
vollkommen  bestimmt,  und  die  projektive  Beziehimg;  welche  so  zwischen 
den  beiden  Kurven  begründet  wird,  ist  eben  die,  welche  der  ursprüng- 
lich gegebenen  in  der  vorhin  erörterten  Weise  zugeordnet  ist. 

Verbinden  wir  den  Punkt;  in  dem  eine  Tangente  des  einen  Kegel« 
Schnittes  x"  die  Linie  x  trifft;  mit  dem  Punkte  des  anderen  Kegel- 
schnittes %j  der  dem  Berührungspunkte  der  Tangente  entspricht;  so 
schneidet  diese  Linie  aufserdem  den  Punkt  herauS;  welcher  diesem  Be- 
rührungspunkte in  der  zugeordneten  zweiten  projektiven  Verwandir 
Schaft  entspricht;  und  sie  umhüllt;  wenn  die  Taogente  an  dem  ersten 
Kegelschnitte  %"  entlang  gleitet;  selbst  einen  Kegelschnitt  yjy  der  den 
zweiten  der  vorgelegten  Kegelschnitte;  %\  doppelt  berührt.  Denkt  man 
sich  den  ersten  Kegelschnitt;  als  Kurve  X;  wieder  senkrecht  g^en  % 
gestellt;  so  schneidet  der  Tangentenkegel;  welcher  die  zugehörige  Kegel- 
fläche längs  X  berührt;  also  den  Pol  der  Ebene  dieser  Kurve  zor 
Spitze  hat;  die  Ebene  von  %    in  dem  Kegelschnitte  fi'. 

Wenn  zwei  Punkte  P'  und  P"  auf  einem  Lote  der  x-Achse  die 
Projektionen  eines  Punktes  P  unserer  Regelfläche  sind,  so  mnJjs  es 
in  der  ursprünglichen  projektiven  Beziehung  zwischen  den  Kegelschnitten 
%'  und  %'  ein  Paar  entsprechender  Punkte  S'  und  8"  gebeU;  so  dafs 
^'F }^^  Fufspunkt  8';  des  aus  S"  auf  die  a;- Achse  gefäUten  Lotes, 
S"  V"  den  Fufspunkt  S'^  des  durch  8'  gehenden  Lotes  enthält. 

Um  nun  die  Tangentialebene  der  Fläche  in  dem  durch  P';  P"  ge- 
gebenen Punkte  P  darzustellen;  lege  man  durch  den  Schnittpunkt  P^ 
von  S'S"  mit  VT?"  an  X  die  zweite  Taogente.  (Die  erste  ist 
S'S"  selbst.)  Seien  T\  T"  diejenigen  Schnittpunkte  dieser  Tangente 
mit  %'  und  %\  die  sich  in  der  ursprünglichen  Beziehung  zwischen  bei- 
den Kurven  entsprechen;  so  entsprechen  sich  die  zweiten  Schnittponkte 
Tj,  Tj'  in   der  zweiten   projektiven  Beziehung.    Verbinden  wir  dann 
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die  Punkte  S'  und  T[,  die  auf  x'  liegen,  und  die  Punkte  S",  T^'  auf  x", 
80  schneiden  sich  diese  beiden  Linien  notwendig  auf  der  a;-Achse 
und  sind  die  Schnittlinien  der  gesuchten  Tangentialebene  mit  Au&ifs- 
und  Grundri&ebene. 

Rücken  S'  und  P'  zusammen;  so  fallt  auch  T^  in  denselben 
Punkt,  die  Linie  S'T  wird  zur  Tangente  in  S',  und  die  Linie  S"T" 
enthalt  dann  die  beiden  dem  Punkte  8'  entsprechenden  Punkte  von  x". 
In  der  That  ist  die  Verbindungslinie  dieser  beiden  Punkte  die  Linie, 
welche  die   Tangentialebene   in  8'   mit   der  Aufrifsebene   gemein  hat. 

Die  Schnittpunkte  einer  beliebigen  geraden  Linie  mit  unserer 
Regelfläche  lsss2  sich  leicht  konstruiln,  L  damit  wird  die  ursprüng- 
lich gestellte  Aufgabe  in  der  allgemeinen  Form  gelost,  dafs  die  vier 
gegebenen  geraden  Linien  ganz  beliebige  Lage  gegen  Grundrifs-  und 
Anfrilisebene  haben.  Denn  man  braucht  sich  nur  durch  beliebige  drei, 
a^  6,  c,  der  vier  geraden  Linien  die  Regelfläche  gelegt  zu  denken,  die 
Schnittpunkte  der  rierten  Linie  g  mit  dieser  Fläche  haben  dann  die 
Eigenschaft,  dafs  durch  sie  je  eine  gerade  Linie  geht,  die  alle  vier  ge- 
gebenen Linien  trifiFt.  Die  Lösung,  die  wir  zu  Anfang  für  die  beson- 
dere Lage  der  Linie  g  gegeben  haben,  hängt  nun  nicht  davon  ab,  dafs 
Gmndrüs-  und  Aufrüsebene  zu  einander  senkrecht  sind.  Wir  denken 
uns  also  jetzt  durch  g  zwei  Ebenen  gelegt,  yon  denen  die  eine,  /i,  senk- 
recht zur  Aufrifsebene,  die  andere,  v,.  senkrecht  zur  Grundrifsebene  ist. 
Sind  M  und  N  die  Durchstofsimgspunkte  der  Linie  g  mit  Grundrifs- 
ond  Aufrifsebene,  Jf^  ^;|  die  Fufspunkte  der  aus  ihnen  auf  die  rr- Achse 
gefällten  Lote,  so  sind 

3f  Jfj  u.  NM^  die  Schnittlinien  der  Ebene  [i  mit  Grundrifs-  u.  Aufrifsebene, 

iHiVj    „  iViVj     „  „  „         „       V    „  jj  jf  n 

Sind  nun  A  und  A'  die  Durchstofsungspunkte  der  Linie  a  mit 
Omndrifs-  und  Aufrifsebene,  so  verfährt  man,  um  die  Schnittpunkte 
dieser  Linie  mit  /^  und  v  darzustellen,  folgendermafsen.  A^  und  A[ 
seien  die  Fufspunkte  der  aus  A  und  A'  auf  die  rr- Achse  gefällten  Lote, 

SR«'  der  Schnittpunkt  von  M^N  und  A' A^j 

m  und  n  die  durch  SR«'  und  SSli  gehenden  Lote  der  a;-Achse, 

3Ra  der  Schnittpunkt  von  m  mit  AA[y 

91«     n  79  n     ^     7}     ^  -^o 

dann  sind   SR«,  SR«  und  91«,  91«    die  Projektionen  der  Schnittpunkte 
von  a  mit  (i  und  v.    (Fig.  3). 

Operieren  wir  der  Einfachheit  halber  mit  der  schiefsymmetrischen 
Projektion  auf  die  Ghxindrifsebene,  so  sind  zunächst  die  Schnittpunkte 
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9ß<K  und  %t  der  Lote  m  und  n  mit  ^  J.'  die  schiefsymmetrischen  Pro- 
jektionen der  gesuchten  Schnittpunkte  von  a.  Für  die  Linien  b  and  c 
mögen  wir  entsprechend  zwei  Punktepaare  3Slbf  91»  und  3)^  %,  finden. 
Verbinden  wir  dann  3Slb  mit  9ße  und  Sl»  mit  ^e,  so  schneiden  diese 
Linien  die  Gerade  MN  in  zwei  Punkten  9  und  %',  und  auf  analoge 
Weise  finden  wir  noch  zwei  Punktepaare  93,  93'  und  fi,  S'.  Diese 
drei  Punktepaare  sehen  wir  als  Paare  entsprechender  Punkte  in  einer 

Fig.  8. 


projektiven  Punktverwandtschaft  auf  MN  an.  Deren  Doppelpunkte  I 
und  j;  welche  sich  auf  die  bereits  angegebene  Art  konstruieren  lassen, 
sind  die  Projektionen  der  gesuchten  Punkte,  durch  welche  je  eine  alle 
vier  Linien  a,  6,  c,  g  schneidende  Gerade  geht.  — 

Nebenbei  zeigt  das  Vorhergehende  auch,  wie  die  Aufjgabe,  in  der 
Ebene  zwei  Punkte  so  zu  finden,  dafs  ihre  Verbindungslinien  mit  je 
drei  gegebenen  Punkten  sich  paarweise  auf  einer  geraden  Linie 
schneiden,  auf  zwei  Kegelschnitte  führt,  die  durch  je  drei  der  ge- 
gebenen Punkte  gehen  und  projektiv  so  auf  einander  bezogen  sind, 
dafs   je    ein    Paar    entsprechender   Punkte    der    gestellten    Bedingung 
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genügt.      Zwei    Schnittpunkte     der    Kegelschnitte    entsprechen     sich 
selbst. 

Eine  bedeutende  Vereinfachung  der  zuletzt  angestellten  Betrach- 
tungen tritt  ein^  wenn  man  zwei  Synunetrieebenen  der  Regelfläche  als 
Grandebenen  wählt.  Dann  berühren  sich  die  Kegelschnitte  x  und  x"  in  den 
Endpunkten  einer  Hauptachse.  Sie  sind  durch  die  beiden  Regelscharen  der 
Regelfläche  derart  in  doppelte  projektive  Beziehung  gebracht^  dafs  die 
Punkte  des  einen  Kegelschnittes^  die  demselben  Punkte  des  anderen  Kegel- 
schnittes entsprechen,  symmetrisch  gegen  die  gemeinsame  Hauptachse 
liegen,  und  dieselbe  wird  durch  je  zwei  Lote,  welche  zwei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  von  beiden  Kegelschnitten  enthalten,  harmonisch 
geteilt  Hieraus  ist  ersichtlich/  wie  man  die  Kurve  A  erhält,  deren 
Tangenten  entsprechende  Punkte  auf  beiden  Kegelschnitten  verbinden. 
Auch  dieser  Kegelschnitt  X  hat  mit  %'  und  %'  dieselbe  Hauptachse 
gemein. 
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Geraden  nnd  Ebenen. 

Von  Dr.  Josef  Grünwald  in  Prag. 

In  einer  im  45.  Bande  dieser  Zeitschrift,  S.  10 — 22  unter  dem 
Titel:  ^^ineare  Losung  der  Aufgaben  über  das  Verbinden  und  Schneiden 
imaginärer  Punkte ,  Geraden  und  Ebenen''  erschienenen  Abhandluiig 
hat  der  Verfasser  sehr  einfache  Methoden  für  das  Konstruieren  mit 
imagii^ren  Punkten,  Geraden  und  Ebenen  entwickelt. 

EUer  sollen  nunmehr  einige  Fragen  behandelt  werden,  welche  mit 
der  genannten  Abhandlung  im  engsten  Zusammenhange  stehen,  dort 
aber  nur  flüchtig  gestreift  werden  konnteiL 

Vorerst  möge  aber  eine  kurze,  zusammenfassende  Übersicht  der 
in  der  genannten  Abhandlung  gewonnenen  wesentlichsten  Resultate 
hier  ihren  Platz  finden. 

Es  wurden  nachstehende  Gebilde  in  Betracht  gezogen: 

1.  Der  imaginäre  Punkt. 

2.  Die  imaginäre  Gerade  erster  Art. 

3.  Die  imaginäre  Ebene. 

4.  Die  imaginäre  Gerade  zweiter  Art. 

Was  die  unter  1.,  2.,  3.  aufgezählten  Gebilde  anlangt,  so  wurde 
die  harmonische   Staudtsche  Darstellung   derselben  zu  Grunde  gelegt, 
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d.  i.  die  Darstellung  durch  einen  harmonischen  Wurf  in  dem  jeweilig 
zugehörigen  reellen  Träger;  also  im  Falle  1.  durch  einen  harmonischen 
Wurf  auf  einer  reellen  Geraden^  im  Falle  2.  durch  einen  harmonisclieii 
Wurf  in  einem  reellen  Strahlenbüschel,  im  Falle  3.  durch  einen  har- 
monischen Wurf  in  einem  reellen  Ebenenbüschel. 

Es  erwies  sich  als  zweckmäfsig^  neben  dieser  Darstellung  der  6e 
bilde  1.,  2.y  3.  noch  eine  neue,  Tom  Verfasser  als  die  ^^krumme^ 
bezeichnete  Darstellung  einzuführen.  Durch  vier  reelle  Punkte  (äbäft); 
in  einer  EbenO;  in  bestimmter  Aufeinanderfolge  gedacht,  ako  durch 
ein  mit  Durchlaufungssinn  begabtes  Viereck,  ist  in  einfachster  Weise 
ein  imaginärer  Punkt  bestimmt;  das  Viereck  (ah ab)  heilst  dami  eine 


krumme  Darstellung  dieses  imaginären  Punktee.  (VergL  die  oben 
angeführte  Abhandlung,  Seite  15.) 

Beistehende  Figur  mag  in  Erinnerung  bringen,  wie  der  Übergang 
von  der  krummen  DarsteUung  {ab ah)  eines  imaginären  Punktes  zur 
harmonischen  Staudtschen  Darstellung  (ah ab)  dieses  Punktes  zu 
bewerkstelligen  ist.  (Die  gezeichnete  Figur  entspricht  ganz  der  Fig.  1 
in  der  früheren  Abhandlung,  nur  sind  hier  die  Bezeichnungen  anders 
gewählt.) 

Durch  vier  Gerade:  a)  in  einer  reellen  Ebene,  oder  ß)  durch  vier 
Gerade  in  einem  reellen  Strahlenbündel  ist  in  analoger  Weise  eine 
imaginäre  Gerade  erster  Art  bestimmt.  Als  „krumme''  Darstel- 
lung einer  imaginären  Geraden  erster  Art  ergiebt  sich  sonach  ein  mit 
Durchlaufungssinn  begabtes  a)  Vierseit,  oder  ß)  Vierkant.  — 

Durch  vier  in  bestimmter  Aufeinanderfolge  gedachte  Ebenen  eines 
Ebenenbündels  ist  in  analoger  Weise  eine  imaginäre  Ebene  bestimmt 
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Als  ^knunme^'  Darstelltuig  einer  imaginären  Ebene  ergiebt  sich  sonach 
ein  mit  Durchlaufimgssinn  begabtes  Yierflaeh.  — 

Der  Übergang  von  der  krummen  Darstellung  (ab ab)  eines  der 
oben  anter  1.,  2,,  3.  aufgezahlten  Gebilde  zur  harmonischen  Staudt- 
schen,  welcher  für  den  Fall  eines  imaginären  Punktes  durch  unsere 
Figur  erläutert  wird,  vollzieht  sich  stets  nach  folgendem  leicht  ver- 
standlichen Schema:  Man  konstruiere: 

* 

ab  -  cib  =  a 
56 • db  =  a 
äa '  aa  =  b 
bb '  aa  =  b 

Dann  ist  (ab ab)  die  gesuchte  Staudtsche  Darstellung.  —  ** 

Was  endlich  die  oben  unter  4.  aufgeßihrte  imaginäre  Gerade 
zweiter  Art  anlangt^  so  ist  dieselbe  stets  dargestellt  zu  denken  durch 
einen  (mit  bestimmtem  Durchlaufimgssinn  begabten)  Wurf  von  vier 
harmonischen  Geraden  einer  hyperboloidischen  Regelschar.  (Vergl.  die 
oben  erwähnte  Abhandlung,  Seite  17,  18, . . .). 

Es  gelten  dann  folgende  Sätze: 

I.  Ii^end  zwei  von  den  unter  1.,  2.,  3.  aufgezählten  Gebilden, 
welche  in  Staudtscher  Weise  durch  harmonische  Würfe  in  ihren  reellen 

T  -  u         •  j  j  i.     •       j     f  verbunden, 

iragem   gegeben    smd,    werden   mit   emander{  «  i^   -a.       i      i  x 

^        ^  *^  '  Izum  Schnitt   gebracht, 

indem   man   die   homologen   Glieder   der   beiden  Würfe   mit   einander 

Terbindet  ß,,    ^   ..^altene  Wurf  giebt  in  „krummer« 

zum  Schnitte  brmgt.  °  " 

Darstellung  das  gesuchte!^  ,    .  [Gebilde. 

IL  Das  oben  unter  4.  aufgeführte  Gebilde,  die  imi^inäre  Gerade 

..       .  ^      .  j      .^r einem  1      „     r Punkte!  (verbunden    ]   .    , 
zweiter  Art  wird  mitl   .        \reeUen{^^        ){        ,    .^^      }, indem  man 

lemer  j  l  Ebene  )  l  geschnitten  J ' 

die  Glieder  des  die  Gerade  darstellenden  Wurfes  der  Reihe  nach  mit 

dem  betreffenden  Punkte  f  verbindet. 

der  betreffenden  Ebene    1  schneidet 

Die   Aufgabe,    eine    imaginäre    Gerade    zweiter    Art    mitl   . 

.   ^        fPunktel       (verbinden,  «  «    ,.       ,         u  i.     j  li. 

imairinaren{^,  }zu<     ,      .,         muTs    auf    die    eben    behandelte 

l  Ebene  )      l  schneiden, 

einfachere  Aufgabe  zurückgeführt  werden,  wie  dies  auf  Seite  21  und  22 

in  der  eingangs  genannten  Abhandlung  geschehen  ist. 

Damit  sind  denn  alle  Aufgaben,  welche  sich  auf  das  Projizieren 

and  Sehneiden  imaginärer  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  beziehen,  in 


I 
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einfaclister  Weise  und  zwar  linear  gelost.  Als  Regel  ist  festzuhalten, 
daTs  beim  Konatniieren  mit  imaginären  Gebilden  die  Punkte,  Geraden 
erster  Art  und  Ebenen,  welche  durcb  die  Konstruktion  in  krummer 
Darstellung  sich  ei^eben,  stets,  bevor  man  weiter  mit  ihnen  konabniiert, 
anf  die  barmonlBcIie  Staudtache  Darstellungsform  gebracht  werden 
müssen. 

§  2.  Man  erhält  nach  dem  entwickelten  Verfahren  jedes  im^^inäre 
Gebilde  nur  in  einer  einzigen  harmonischen  Darstellung;  und  da 
liegt  die  Frage  nahe,  wie  man  aus  einem   harmonischen  Wurfe,   der 


ein  imaginäres  Gebilde  darstellt,  einen  anderen  harmonischen  Wurf, 
der  dasselbe  Gebilde  darstellt,  ableiten  kann. 

Eb  kann  dies  sehr  einfach  auf  lineare  Weise  geschehen. 

Sei  (ab all)  die  harmonische  Darstellung  eines  imaginären  Punktes 
F  der  reellen  Trägergeradeu  a  a  (aiebe  Fig.  2). 

Sei  femer  a'  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Tr^ergeraden;  und  es 
werde  jene  harmonische  Darstellung  {(i'b'a'h')  des  imaginären  Punktes 
{ab ab)  gesucht,  welche  vom  Punkte  a'  ausgeht. 

Folgende'  Konstruktion   giebt  die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe: 

Man  konstruiere,  wie  in  der  Figur  ersichtlich,  irgend  eine 
„krumme"  Darstellung  {ab ah)  des   imaginären   Punktes  {ab ab),  und 
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konatniiere  femer  einen  Punkt  s  nach  folgendem  leicht  verständlichen 
Schema*):  • 

s  =  a' a  '  bcL  -b  •  ab  •  CL '  aa\ 

Projiziert  man  aus  dem  so  gefundenen  Punkte  s  die  vier  Punkte 
äjbfüyb  auf  die  reelle  Tragergerade  des  Pimktes  (ab ab),  so  erhalt 
man  die  gesuchte  Ton  a'  ausgehende  Darstellung  (fl'b'a'b')  dieses 
Punktes. 

Beweis:  Auf  dem  durch  die  Punkte  ä,bfä,b,s  bestimmten  Kegel- 
schnitte St  bilden  nach  unserer  Konstruktion  die  Punkte:  a,byäjb  einen 
harmonischen  Wurf.  Projiziert  man  diesen  harmonischen  Wurf  aus 
irgend  welchen  Punkten  s^SiyS^,-  -  des  Kegelschnitts  St,  so  erhalt  man 
harmonische  Würfe  von  Strahlen ,  welche  ebensoviel  imaginäre  Gerade 
SyS^jS^y- ' '  darstellen;  und  man  erkennt^  dafs  irgend  zwei  von  diesen 
Geraden  sich  eben  in  jenem  imaginären  Punkte  durchschneiden,  dessen 
krumme  Darstellung  lautet:  (ab ab).  Die  Gerade  S,  welche  durch 
Projektion  des  Wurfes  (ab Hb)  aus  s  entsteht,  enthalt  also  den  Punkt 
(ab ab)  =  (ab ab) j  und'  schneidet  also  auf  der  reellen  Tragergeraden 
dieses  Punktes  einen  Wurf  (a'b'a'b*)  aus,  der  denselben  imaginären 
Punkt  wie  der  Wurf  (ab ab)  darstellt;  was  zu  beweisen  war. 

Ganz  analog  wird  bei  imaginären  Geraden  erster  Art  und  bei 
imaginären  Ebenen  der  Übergang  von  einer  harmonischen  Darstellung 
zu  einer  anderen  bewerkstelligt. 

Es  bleibt  also  noch  die  imaginäre  Grade  zweiter  Art  zu  untersuchen. 

§  3.  Gegeben  sei  eine  imaginäre  Gerade  zweiter  Art  y  durch 
einen  harmonischen  Wurf  (ab ab)  in  einer  hyperboloidischen  Regel- 
schar; a^  sei  ein  beliebiger  Punkt  des  Baumes. 

Wir  fragen  zunächst  nach  einem  solchen  von  a^  ausgehenden 
Wurf  (04  bi  Ol  61),  welcher  in  harmonischer  Staudtscher  Weise  einen 
anf  y  liegenden  Punkt  darstellt. 

Folgende  überaus  einfache  Konstruktion  giebt  die  Lösung  der 
gestellten  Aufgabe: 

Man  lege  aus  a^  über  a  und  b  eine  Transversale  t,  welche  die 
letztgenannten  beiden  Geraden  in  den  Punkten  ä  und  b  treffen  möge; 
ferner  ebenfidls  aus  a^  über  a  und  b  eine  Transversale  t,  welche  die 
letzteren  Geraden  beziehlich  in  a  und  b  treffen  möge.  Das  Viereck 
iähäb)  in  der  durch  die  Transversalen  t  und  t  gelegten  Ebene,  welche 
in  Figur  3   zur  Zeichenebene  gewählt  wurde,  ist  dann  die  krumme 


1)  Daft  bei  AuBführung  dieser  Konstruktion  in  Figur  2  die  Geraden  sd,  ää 
und  noch  eine  dritte  Gerade  in  einem  und  demselben  Punkte  aicb  treffen,  ist  nicht 
etwa  Zufall,  sondern  innere  Notwendigkeit. 
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Darstellimg  eines  atif  der  imaginären  Geraden  zweiter  Art  y  liegenden 
Punktes.  Geht  man  von  der  kmmmen  Darstellung  dieses  imaginareii 
Punktes  nach  dem  bekannten  Schema  zur  harmonischen  Staudtscheii 
über,  so  erhalt  man  einen  harmonischen  Wurf  {a^  \  ttj  61),  welcher  vom 
Punkte  a^  ausgeht  und  ßinen  auf  y  liegenden  imaginären  Punkt  dar- 
stellt; und  damit  ist  die  gestellte  Aufgabe  erledigt. 

Wird  nun  yerlangi,  eine  imaginäre  Gerade  zweiter  Art  y,  welche 
durch  einen  hyperboloidischen  harmonischen  Wurf  (a  6  a  6)  gegeben  ist^ 
durch  einen  andern  Wurf  (cbcd)  darzustellen,  welcher  von  einer 
beliebig^)  angenommenen  Geraden  c  ausgehen  soll,  so  liegt  es  jetzt 
wohl  auf  der  Hand,  wie  man  den  gewünschten  Wurf  (cbcd)  findet 
Man  braucht  nur  auf  der  Geraden  c  zwei  Punkte  q  und  c^  willkürlich 

auszuwählen  und  jene 
beiden  harmonischen 
Würfe  (qbiCidi)  und 
{c^  \  C,  cJ^)  herzustellen, 
welche  von  q  beziehent- 
lich c,  ausgehen,  und  in 
Staudtscher  Weise  je 
einen  auf  y  liegenden 
imaginären  Punkt  dar- 
stellen. Die  Geraden  r, 
b,  C,  d  des  gesuchten 
Wurfes  (c  b  cd)  sind  dann 
bestimmt  als  die  Ver- 
bindungsgeraden Cj  r,t 
bjbj,  CjC,,  ijd,  derhomo- 
""^'-^  logen  Punkte  jener  beiden 
Würfe. 
Noch  eine  andere  schöne  Anwendung  kann  man  von  der  oben 
(in  Fig.  3)  ausgeführten  Konstruktion  machen;  eine  Anwendung  näm- 
lich auf  die  Lehre  von  der  sogenannten  windschiefen  Involution. 
(Vergl.  etwa:  die  „Liniengeometrie"  von  Sturm,  Bd.  I,  Seite  115, 116). 
Eine  solche  involutorische  Eollineation  des  Raumes  in  sich  besitzt 
stets  zwei  reelle  oder  konjugiert  imaginäre  „Leitlinien"  deren  Punkte 
sich  selbst  entsprechen.  Sind  diese  Leitlinien  reell,  so  findet  man  vi 
irgend  einem  Punkte  a^  des  Raumes  den  ihm  in  der  Involution  ent; 
sprechenden   Qj,    indem    man   aus   a^   über   die   beiden  Leitlinien  die 


4 


1)  Heliebi((  mit  der  Einschränkung,   dafs  c  dem  Strahlensyateme  der  zn  y 
gehörigen  reellen  Trägergeraden  nicht  angehören  darf. 
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Tranfiyersale  1^  und  denjenigen  Punkt  der  Transversalen  aufsucht, 
welcher  von  «4  durch  die  beiden  Leitlinien  harmonisch  getrennt  wird. 
Sind  die  Leitlinien  konjugiert  imaginäre  Gerade  zweiter  Art,  so 
hat  man  genau  die  entsprechende  Konstruktion  mit  diesen  imaginären 
Leitlinien,  welche  durch  hyperboloidische  harmonische  Würfe:  y  :  (ahab) 
und  y'  :(abab)  gegeben  zu  denken  sind,  auszuführen.  Man  findet  so, 
dafs  dem  Punkte  a^  in  Fig.  3  in  der  betrachteten  windschiefen  Lito- 
lotion  gerade  der  Punkt  o^  entspricht;  und  hat  demnach  folgende 
einfache  Konstruktion: 

„Um  zu  irgend  einem  Punkte  a^  des  Baumes  den  entsprechenden 
Punkt  a^  in  jener  windschiefen  LiTolution,  welche  durch  die  imaginären 
Leitlinien  y:(a\)ab)  und  y':  (ab ab)  bestimmt  ist,  zu  finden, 
I^e  man  aus  a^  über  die  Geraden  a,6  die  Transversale  tj  welche 
die    genannten    Geraden    in   den    Punkten   ä,b   treffen    möge;    des- 
gleichen Über  die  Geraden  Q,&  die  Transversale  t,  welche  die  letzt- 
genannten Geraden  in  den  Punkten  ä,b  treffen  möge:  Der  Schnitt- 
punkt der  Geraden  ab  und  ab  ist  dann  der  gesuchte  Punkt  o^.'' 
Wie  man  sieht,  kann  man  nach  den  entwickelten  Methoden  mit 
windschiefen    Livolutionen,    welche    keine    reellen   Leitlinien  besitzen, 
geradeso  einfach  operieren  wie  mit  solchen,  die  reelle  Leitlinien  haben; 
die  Konstruktionen  sind  bei  den  erstgenannten  Livolutionen  durchaus 
nicht  umständlicher  als  bei  den  letztgenannten. 

Es  li^  auf  der  Hand,  dafs  die  eben  angestellten  Betrachtungen 
nach  dem  Piinzipe  der  Dualität  umgekehrt  werden  können,  so  dab 
fiberall,  wo  von  Punkten  die  Bede  war.  Ebenen  an  die  Stelle  treten; 
doch  wäre  es  wohl  überflüssig,  dies  hier  näher  auszuführen.  — 

Soviel  dürfte  aus  dem  Voranstehenden  klar  hervorgehen,  dals  die 
Tom  Verfasser  vorgeschlagene  Behandlung  der  imaginären  Elemente 
geeignet  erscheint,  das  Konstruieren  mit  denselben  möglichst  einfach 
und  bequem  zu  gestalten,  und  damit  eine  ausgedehntere  praktische 
Verwendung  derselben  beim  Lösen  geometrischer  Aufgaben  anzu- 
bahnen; über  den  hohen  theoretischen  Wert  der  imaginären  Elemente 
in  der  Geometrie  besteht  ja  seit  den  glänzenden  Arbeiten  von  v.  Staudt 
kein  Zweifel  mehr.^) 

1)  Herr  A.  Adler  hat  ans  ebenfalls  Lösungen  der  oben  behandelten  Auf- 
gaben übersandt,  was  wir  auf  seinen  Wnnsch  hier  bemerken.    Die  Schriftleitnng. 


Zataehrift  f.  lUthmofttik  n.  Physik.  46.  Band.  1901.  8.  Heft.  22 
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Die  EoppelknrTe  mit  sechspnnktig  berttlirender  Tangente. 

Von  R.  MOller  in  Brannachweig. 

1.  Wenn  ein  Gelenkriereck  dnrcli  Feststellnng  eines  Gliedes  in 
einen  Eurbelmechanismns  verwandelt  wird,  so  existiert  bekanntUch  für 
jede  Lf^^e  der  Eoppelebene  —  wie  überhaupt  f&r  jede  Lage  eines 
komplan  bewegten  starren  ebenen  Systems  —  ein  bestimmter  und 
leicht  konstmierbarer  Punkt,  der  augenblicklich  eine  Bahnstelle  mit 
yierpunktig  berührender  Tangente  durchschreitet  —  der  Ballsche 
Punkt  der  betrachteten  EoppellagC;  und  es  giebt  immer  einzelne  Koppel- 
lagen,  f&r  welche  diesem  Punkte  eine  f ünfpunktig  berührende  Tangente 
zukommt.  In  einem  früheren  Aufsätze^)  habe  ich  u.  a.  die  Bedingimg» 
abgeleitet,  denen  das  Viereck  genügen  mufs,  wenn  ein  Punkt  der 
Koppelebene,  bezw.  ein  Punkt  der  Koppelgeraden,  eine  Bahnkurre  mit 
sechspunktig  berührender  Tangente  beschreiben  soll  —  eine  Frage, 
die  mit  dem  Problem  der  angenäherten  Oeradführung  innig  zusammen- 
hangt ^)  Die  so  definierten  speziellen  Koppelkunren  und  die  zugehörigen 
Kurbelmechanismen  sollen  im  Folgenden  noch  etwas  eingehender  unter 
sucht  werden. 

Um  uns  kürzer  ausdrücken  zu  können,  wollen  wir  jede  Koppelkurre, 
die  eine  sechspunktig  berührende  Tangente  besitzt,  ab  gestreckt  be- 
zeichnen.  Wird  eine  solche  Kurve  Yon  einem  Punkte  der  Koppel- 
geraden beschrieben,  so  ist  sie  symmetrisch  in  Bezug  auf  das  feste 
Glied  des  Vierecks  und  hat  demnach  zwei  sechspunktig  berühr^ide 
Tangenten;  wir  nennen  sie  deshalb  doppelt  gestreckt,  im  Oegeusatze 
zur  einfach  gestreckten  Koppelkurye,  die  von  einem  aufserhalb  der 
Koppelgeraden  liegenden  Punkte  erzeugt  wird.  Wenn  femer  ein 
Kurbelmechanismus  die  Eigenschaft  hat,  dals  ein  Punkt  der  Kurbel- 
ebene  eine  gestreckte  Koppelkurve  beschreibt,  so  möge  unter  Haupt- 


1)  Beiträge  zur  Theorie  des  ebenen  GelenkiriereckB,  diese  Zeitschnit  Bd.  42, 

1897,  S.  260. 

2)  Yergl.  Über  die  angenäherte  GeradfOhrung  mit  Hilfe  eines  ebenen  Gelenk- 
rieivcks,  diese  Zeitschrift,  Bd.  48,  1898,  S.  36. 
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läge  diejenige  Lage  der  drei  beweglichen  Glieder  yerstanden  werden, 
bei  welcher  der  betreffende  Punkt  sich  gerade  in  der  ausgezeichneten 
Bahnstelle  befindet. 

2.  Um  den  Ghuig  der  Untersuchung  später  nicht  durch  Zwischen- 
betrachtungen  unterbrechen  zu  müssen,  schicken  wir  zunächst 
einige  Bemerkungen  Yoraus,  die  an  bekannte  Sätze  unmittelbar  an- 
knüpfen. 

I.  Wenn  bei  einem  Gelenkviereck  die  Summe  des  kleinsten  und 
grotsten  Gliedes  grolser  ist  als  die  Summe  der  beiden  anderen  Glieder, 
so  entsteht  durch  Feststellung  irgend  eines  der  yier  Glieder  unter  allen 
umständen  ein  Doppelschwingmechanismus  ^),  und  dann  beschreibt 
jeder  Punkt  der  Eoppelebene  —  wie  aus  der  Ableitung  dieses  Satzes 
ohne  weiteres  hervorgeht  —  eine  einteilige  Eoppelknrve.  Ein 
solcher  Mechanismus  möge  im  Folgenden  als  Doppelschwing- 
mechanismus erster  Art  bezeichnet  werden.  —  Einteilige  Koppel- 
kurren  —  aber  mit  vier,  statt  mit  drei  Doppelpunkten  —  erhalten 
wir  auch  im  FaQe  eines  durchschlagenden  Eurbelmechanismus,  wenn 
also  die  Summe  des  kleinsten  und  gröjjsten  Gliedes  gleich  ist  der 
Snmme  der  beiden  anderen  Glieder.  Ist  dagegen  die  erste  Summe 
kleiner  als  die  zweite,  so  sind  die  zugehörigen  Eoppelkurven  unbedingt 
zweiteilig,  und  zwar  ergiebt  sich  durch  Feststellung  des  kürzesten 
Ghedes  ein  D.oppelkurbelmechanismu8,  durch  Feststellung  eines  der 
beiden  diesem  benachbarten  Glieder  ein  Schwingkurbelmechanismus, 
endhch  durch  Feststellung  des  dem  kürzesten  gegenüberliegenden 
GUedes  ein  Doppelschwingmechanismus,  den 
wir  zur  Unterscheidung  von  dem  anfangs  er- 
wähnten einen  Doppelschwingmechanismus 
zweiter  Art  nennen  wollen. 

n.  In  Fig.  1  ist  fiiBBÄ  ein  beliebiger 
Kurbelmechanismus  mit  dem  festen  Gliede  AB 
und  dem  Eoppeldreieck  ABK,  Eonstruieren 
wir  die  Parallelogramme  KAKA^  und  EBKB^, 
machen  l\A^KC^  und  l\KB^C^  ~  l^ABK 
and  zeichnen  schliefslich  das  Parallelogramm 
CjZCjf;  ßo  können  wir  die  Eoppelkurve,  die  der  Punkt  K  in  Ver- 
bindung mit  dem  gegebenen  Mechanismus  beschreibt,  bekanntlich  auch 
eneogen,  indem  wir  denselben  Punkt  K  bezw.  an  die  Eoppeln  A^C^ 
nnd  B^C^  der  als  Eurbelmechanismen  aufgefalsten  Vierecke  VKA^C^  und 


1)  Grashof,  TheoretiBche  Maschinenlehre  Bd.  11,  1888,  S.  117,  vergl.  auch 
Burmester,  Kinematik  I,  S.  287. 
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VBB^C^  anschliefsen.^)  Dann  ist  auch  A^Bf  ^  AÄBK^  mitiim  ver- 
hält sich. 

AB  :  ^^  :  Sr  =  AB :  AK :  BK  =^  A^K:A^C^:KC^  =  KB^iKC^iB^C, 
oder 
AB:Ar:Br-^B:A^i:B^  =  A^    lA^C^iCJ  =BB   :CJ  iB^C.. 

Ist  also  in  dem  ursprüngUchen  Mechanismus  die  Summe  des  klemBten 
und  gröfsten  Gliedes  kleiner  als  die  Summe  der  beiden  anderen  Glieder, 
und  ist  das  kleinste  Glied  fest^  so  gilt  dasselbe  von  den  beiden  ab- 
geleiteten Mechanismen;  ist  dagegen  die  Koppel  AB  das  kleinste  Glied, 
so  haben  die  beiden  anderen  Mechanismen  zu  kleinsten  Gliedern  bezw. 
die  Arme  A^^  und  B^.  Hieraus  folgt  mit  Bücksicht  auf  I:  Eine 
zweiteilige  Eoppelkurve  wird  entweder  von  drei  Doppel- 
kurbelmechanismen erzeugt^  oder  von  einem  Doppelschwing- 
mechanismus zweiter  Art  und  von  zwei  Schwingkurbel- 
mechanismen. —  Andererseits  gehören  zu  jeder  einteiligen 
Eoppelkurve  entweder  drei  Doppelschwingmechanismen 
erster  Art^  oder  drei  durchschlagende  Eurbelmechanismen. 

III.  Besteht  zwischen  den  Gliedern  des  ursprünglich  betrachteten 
Eurbelmechanismus  ABBA  und  den  GUedem  eines  anderen  Eurbel- 
mechanimus  A^B'JS'^'  die  Beziehung 

AB  :  A'B'  =  AB :  B'R  =  A^  :  A'B"  =  BB :  A'^'; 

und  bestimmen  wir  in  der  zu  A'B'  gehörigen  Eoppelebene  den  Punkt 
K'  in  der  Weise,  dafs  AABKr^  ARK'A'  wird,  so  beschreiben  die 
Punkte  K  und  K'  ähnliche  Eoppelkurven;  denn  der  MechanismuB 
A'B'JS'^'  geht  aus  dem  in  Fig.  1  dargestellten  Mechanismus  VkA^C^ 
hervor,  wenn  wir  alle  Glieder  in  konstantem  Verhältnis  verändern.^ 

3.  Die  doppelt  gestreckte 
Eoppelkurve.  Um  einen  Eurbel- 
mechanismus zu  konstruieren,  der 
eine  doppelt  gestreckte  Eoppelkurre 

-^    V/'^g'ft erzeugt,    verfahren    wir    auf  Grund 

früherer  Darlegungen')  in  folgender 
Weise  (Fig.  2):  Wir  zeichnen  über  der  beliebig  gewählten  Eoppelstrecke 
AB  das  gleichseitige  Dreieck  AB^^  verbinden  $  mit  einem  beliebigen 

1)  Roberts,  Three-bar  Motion  in  Plane  Space,  Proceedings  of  the  London 
Mathematical  Society,  vol.  YII,  p.  14,  vergl.  auch  Bnrmester,  Kinematik  I, 
S.  296. 

2)  In  etwas  anderer  Form  als  principe  de  Tächange  de  bielle  et  mani?elle 
bei  Eoenigs,  le9onB  de  cin^matique  p.  266. 

3)  Beiträge  zur  Theorie  des  ebenen  Gelenkvierecks  a.  a.  0.  S.  261. 
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Punkte  ^  Yon  AB  und  tragen  in.$  das  Dreifache  des  Winkels  B^^ 
nach  derselben  Seite  an  $$  an;  die  so  erhaltene  Gerade  schneide  A^ 
und  B^  bezw.  in  A  und  B.  Wir  fällen  femer  von  $  auf  AB  ein  Lot^ 
tragen  den  Winkel,  den  das  Lot  mit  ^^  bildet,  in  $  nach  der  ent- 
gegengesetzten Seite  an  ^^  an  und  bestimmen  den  Schnittpunkt  K 
der  80  gefundenen  Oeraden  mit  AB.  Dann  wird  durch  das  Viereck 
k^BA  ein  Eurbelmechanismus  dargestellt,  bei  welchem  der  Punkt  K 
eine  doppelt  gestreckte  Koppelkurre  beschreibt,  und  zwar  ist  die 
eine  der  beiden  sechspunktig  berührenden  Tangenten  das  Lot  in  Kza^K'^ 
die  gezeichnete  Lage  der  drei  beweglichen  Glieder  ist  also  eine  HaupÜage. 

Da  bei  unserer  Konstruktion  der  Punkt  ^  auf  der  Geraden  AB 
beliebig  angenommen  wurde,  so  gehören  zur  Koppelstrecke  AB  cx>^ 
Knrbelmechanismen,  die  eine  doppelt  gestreckte  Koppelkurye  liefern. 
Nun  entsprechen  aber  zwei  Punkten  ^  und  ^*,  die  in  Bezug  auf  den 
Mittelpunkt  M  yon  AB  symmetrisch  liegen,  identische  Gelenkrierecke; 
wir  erhalten  also  die  Gesamtheit  der  in  Frage  kommenden  Vierecke  . 
and  folglich  —  von  Ahnlichkeitstr^nsformationen  abgesehen  —  die 
sämthchen  überhaupt  möglichen  doppelt  gestreckten  Koppelkurven,  in- 
dem wir  den  Punkt  ^  auf  der  Geraden  AB  von  M  aus  über  B  bis 
ins  Unendliche  wandern  lassen.  Wie  bereits  aus  dem  Satze  von  der 
dreifachen  Erzeugung  der  Koppelkurre  (2,  II)  unmittelbar  hervorgeht, 
werden  immer  je  drei  der  so  entstehenden  Kurbelmechanismen  ähnliche 
Koppelkurven  beschreiben. 

Setzen    wir    A-4.  =  a,    BJB=6,    AB=^c,   AB  =  d,  /.JB?ß§  =  a, 

AK 

^  =  fft,  so  finden  wir  aus  Fig.  2 

_     Bin  (60<^  +  a)  ein  (60'  —  4«)       ,  _     BingeinCeCO  —  4  g) 
^"^  ^flm(60«  — «)  Bin (60^  +  4 a)'  Bin(60«—  a)Bin4a  ' 

,  _    Bin»  60' Bin  3« _  8in(80<>+  2  g)  (1) 

^  ^Bin(60«  — g)Bin4g8in(600  + 4g)'      ^~  C0B2g 

Dabei  liefert  die  erste  Gleichung  für  a  einen  positiven  Wert,  wenn  in 
Fig.  2  die  Strecken  A^  und  AA  gleichen  Sinnes  sind,  und  das  Analoge 
gilt  f&r  b;  d  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  a  und  b  dasselbe 
oder  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben.  Bezeichnen  wir  noch  mit  v 
das  Teilungsverhältnis  des  Punktes  ^  in  Bezi^  auf  die  Grundstrecke 
ÄBj  setzen  also 

Bin  (60*  +  g) 

V  =  ^-; ■ -, 

Bing         ' 
80  folgt 

.            2v  —  1 
cot  a  = 7= — . 

|/8      ' 


1 
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nnd  die  Gleiclmngen  (1)  gehen  über  in 

_  >+l)(t>«-4r+l)        X  __        (^ +  !)(!,«- 4y  4- 1)  ) 

^"""(p^  2)(r»  +  2r  -  2)>      '^  -  ^(21,  -  l)(2t.«  -  2r  ^  1)'       | 

,  _  o^ (r*  -  r  +  1)' y'-h«^-^    '  ' 

"""  ^    (y  —  2)(2ir  —  l)(ir>  +  2y  —  2)(2y>  — 2y  — 1)'    f^        2,r«  — 2f-l) 

Hier  durchläuft  v  alle  Werte  zwischen  —  1  und  —  c»,  sowie  zwischen 
+  oo  und  +  1.     Ersetzen  wir  jetzt  v  durch  v'  =  ^  _^    ,  darauf  durch 

v"  =  — ^ ,   d.  h.    a    durch    a'  =  «  —  60^   und   durch   a"  =  60® - ß, 

so  erhalten  wir  zwei  neue  Eurbelmechanismen  A'B'BA  und  A"B"Bi 
mit  den  Eoppelpunkten  K'  und  K".  Dann  treten  an  Stelle  toh  a,  i; 
d,  fi  die  Werte 

(r  —  2)(ir«  +  2y—  2)  ,  ,  _     (y  -  2)(»'  +2^-2) 

lir  —  1)>       ^     ■"  ^(«r  +  l)(|r»  —  4ir  +  1)' 


a  =  c 


(2ir  —  l)(2y«  —  2 

(V  +  l)(2ir  —  l)(2»r«  —  2y  —  l)(«r«  —  4tr  +  1)' 
,         2r«—  2»r—  1  1 


V*  —  4»r  -j-  1  1  —  J*' 

und 

,,  _      (2y  -^  l)(2y«~  2»— 1)        ,  ,,  _      (2y  —  l)(2y«  —  2y  -  1) 
^     —^     (,r  — 2)(ir«  +  2r  —  2)    '      ^     "  ^     (^  +  l)(«r»  —  4r  +  1)    ' 

d"  _  3. (*-'  -^  +  ^)' 

"^  {v  +  i){v  —  2)(tr>  +  2ir  —  2)(ir»  —  4^  +  1)  ' 


Es  ist  also 


und 


sowie  femer 


und 


„  _  _  »»  +  2»  —  2 ft^ 

^  y*  —  4y^i        y,  — 


d  e   a  b 

-jßv-'  =  ~AB^  ^'  ^'  ABK *^ BK' Ay 

d   c   a         h 

a  0  a  c 


Die  doppelt  gestreckten  Koppelkurven,  welche  die  drei  Punkte  i,  -T, 
JST"  in  Verbindung  mit  den  Eurbelmechanismen  ABJSJ.,  A'B'B^l, 
A"B''£^  beschreiben,  sind  demnach  einander  ähnlich  (2,111). 

Geben  wir  nun  in  Fig.  2  dem  Winkel  a  alle  Werte  zwischen  30^* 
und  60®,  also  dem  Teilungsverhältnis  v  des  Punktes  ^  alle  Werte 
zwischen  2  und  1,  so  ist  gleichzeitig 

—  1     ^  v'  ^  —  <x>     und    2     ^  v"  ^  +  oo, 
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Ah. 

-3(y>^a'^0      und  30P^a"£0, 

Durch  die  Winkel  a,  a'y  a"  wird  demnach  das  ganze  Intervall  von 
—  30^  bis  60^  gerade  einmal  Yollsiandig  ausgefüllt;  mit  anderen 
Worten:  Wir  erhalten  in  Fig.  2  die  Gesamtheit  aller  doppelt  gestreckten 
Koppelkurven,  wenn  wir  den  Winkel  a  von  30*^  bis  60®  wachsen 
lassen. 

4.  Wir  untersuchen  zuimchst  die  zugehörigen  Eurbelmecha- 
nismen,  indem  wir  auf  die  Gliedlängen  a,  b,  c^  dy  die  durch  die 
Gleichungen  (2)  mit  einander  verknüpft  sind,  die  Kriterien  des  Gras- 
hofschen   Satzes   (2,  I)    anwenden,   immer    unter    der  Voraussetzung 

Beginnen  wir  mit  dem  Werte  v  =  2(a  =  30®),  so  finden  wir  aus 
den  Gleichungen  (2)  a  =  —  d  =  c»,  6  =  —  c,  ^  =  2{AK  =  2  •  -4 JB),  und 
wir  erhalten  den  in  Fig.  3  dargestellten  gleichschenkligen  Schubkurbel- 
mechanismus.   Femer  ergiebt  sich  für  «/«-^i^'— (a=45®):a=c(2+V3) 

=  ctan  75®,  6  =  rf  =  c»,  ^  =  (»(2^  =  J5),  also  wiederum  ein  Schub- 
kurbelmechanismus (Fig.  5).  SchlieJsen  wir  diese  beiden  Ausnahmefälle, 
in  denen  der  Punkt  K  überhaupt  keine  eigentliche  Koppelkurve  be- 
schreibt, von  der  Betrachtung  aus,  so  finden  wir  immer  endliche  und 
von  Null  verschiedene  Werte  für  a,  6,  d,  insbesondere  wird  für 
v=l(a  =  60®):  a  =  6  =  4c,  d=3c,  ft  =  -  l(ir=  Jf,  Fig.  7). 

Setzen  wir  t^  =  1  -f  {;,  wo  S  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet, 
80  gehen  die  Gleichungen  (2)  über  in 


-f  20(i-2j:-22:«) 


d=3...  ...  ■  .j!+L+;'), 


8 


'(1  -  0(1  +  2£)(1  +  H+  t'Xi  -  2t  -  22:«) 

In  dem  ganzen  betrachteten  Intervall  ist  also  a  positiv  und  >  c, 
—  Die  Werte  für  6  und  d  sind  negativ,  so  lange  1  —  2g  —  2g*  <  0 

ist,  d.  h.  für  1  >  g  >  ^^^30®  <  «  <  45®),  und  sie  sind  positiv  für 

1  -  2g  -  2£«  >  0,  d.  h.  für^den  Rest  des  IntervaUs  (^^^  >  g  >  0, 

45®<«<60®).  ImerstenFalleist|6|>c,weil2-f2g~g«>2g«-f2g-l, 
<L  h.  1  >  g*  ist;  im  zweiten  zeigt  sich  sofort,  dafs  h>  c  ist.  Schreiben 
wir  den  Ausdruck  für  d  in  der  Form 

d^r     ^  +  g  +  ^'     8-f-8g  +  3g«       1  +  g  +  g* 

1  -f  t  —  2f»  '    1  +  4f  -f  f*    '  1  —  2f  —  2f 

80  ergiebt  sich  im  ersten  Falle  \d\>c  wegen  1  +  g  +  g'>  2g*  +  2g—  1, 
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und  im  zweiten  d>c.    Die  Eoppelstrecke  c  ist  also  im  ganzen  Inter- 
Tall  das  kleinste  Glied. 

Bilden  wir  ferner  den  Ausdruck 

l_.       (1  -  2C --  2g')(i  +  ii£  +  12^  +  2p  +  i^ 

so  sehen  wir  sofort,  dafs  im  ersten  Falle  |  i&  |  <  |  d  |,  im  zweiten  h^d 
ist.     Im  ersten  Falle  ist  aber  auch  a  <  |  d  |,  denn  der  Ausdruck 

dj-Ji        (1  -  0« (7  +  291:  +  46g«  +  29g'  +  7^) 


ist  in  diesem  Falle  =  '    '    . — ,  also  |  d  |  —  a  >  0.    Im  zweiten  Falle  ist 


d 
endlich  b>  a^  weil  dann  der  Ausdruck 

b        1  +  4t  +  t>  1  -  g 


a  1  +  2J:         1— 2g-2J:* 

positiv  und  >  1  ist.  Mit  anderen  Worten,  das  gröfste  Glied  ist  d 
oder  by  je  nachdem  a  zwischen  30^  und  45®,  oder  zwischen  45®  und 
60«  Hegt. 

Nun  ist  aber  der  Ausdruck 

im  ganzen  Intervall  positiv.  Hieraus  folgt  zunächst,  dafs  im  zweiten 
Falle,  wo  b  und  d  positiv  sind,  c  +  b  <ia  +  d  ist.  Im  ersten  Falle  ist 
aber  jener  Ausdruck  ==a  —  |d|  +  |6|  —  c,  also  c+  \d\  <.a  +  \h\.  Es 
ist  folglich  unter  allen  Umständen  die  Summe  des  kleinsten  und 
gröfsten  Gliedes  kleiner  als  die  Summe  der  beiden  anderen  Glieder, 
und  das  feste  Glied  liegt  dem  kleinsten  gegenüber;  d.  h.,  so  lange  der 
Winkel  a  zwischen  30°  und  60®  liegt;  erhalten  wir  stets  einen  Doppel- 
schwingmechanismus zweiter  Art. 

Einem  jeden  dieser  Mechanismen  sind  nach  dem  Vorigen,  ent- 
sprechend den  Werten  a'  =  «  —  60°  und  a"  =  60°  —  cc,  zwei  andere 
zugeordnet,  welche  dieselbe  Eoppelkurve  erzeugen.  Dann  folgt  aus  der 
unter  2,  11  gemachten  Bemerkung,  dals  die  beiden  zugeordneten 
Mechanismen  jedenfaUs  Schwingkurbelmechanismen  sind. 

Wir  gelangen  daher  zu  dem  Satz:  Jede  doppelt  gestreckte 
Eoppelkurve  wird  von  einem  Doppelschwingmechanismus 
zweiter  Art  und  von  zwei  Schwingkurbelmechanismen  er- 
zeugt. 

5.  Nunmehr  gewinnen  wir  auch  ein  klares  Bild  von  der  Gestalt 
der  doppelt  gestreckten  Eoppelkurve.  Die  Eurve  ist  immer 
zweiteilig.  (2,  I) 
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Flg.  4. 


Erzeugen  wir  sie  wie  yorhin  durch  die  Reihe  der  Doppelschwing- 
mechanismen,  die  zu  einer  willkürlich  gewählten  Koppelstrecke  AB=^c 
gehören,  und  beginnen  wieder  mit  dem 
in  Fig.  3  dargestellten  gleichschenkligen 
Schubkorbelmechanismas  (a  =  30^),  so 
zerfallt  unsere  Kurve  zunächst  in  den 
Kreis  um  B  mit  dem  Radius  2  c,  den  der 
Punkt  K  beschreibt^  wenn  die  Glieder  BB 
rmi  AK  vereinigt  um  B  rotieren,  und  in 
seinen  doppelt  zahlenden  Durchmesser  auf 
der  Geraden  AB.  (Da  die  doppelt  ge- 
streckte Koppelkurve  in  Bezug  auf  das 
feste  Glied  symmetrisch  ist,  haben  wir  sie 
in  Fig.  3  bis  7  immer  nur  zur  Hälfte 
gezeichnet.) 

Liegt  a  zwischen  30^  und  45^,  also 
der  Punkt  K  noch  aufserhalb  der  Strecke 
ABf  80  verwandelt  sich  die  aus  dem 
Halbkreis  und  seinem  Durchmesser  zu- 
sammengesetzte Kurve  in  ein  Oval,  welches 
die  Gerade  AB  niemals  schneidet,  und 
welches  auf  der  AB  zugewendeten  Seite 
nahezu  geradlinig  erscheint.  (Fig.  4)  Mit 
wachsendem  a  wird  das  Oval  immer 
flacher,  bis  es  f£Lr  a  =  45^  in  eine  doppelt 
zahlende  Strecke  von  der  Länge  c(l  +1/3) 
zasammenschrumpft,  die  der  mit  B  zu- 
sammenfallende Punkt  K  auf  einer  zu  AB 
senkrechten  Geraden  durchschreitet.  (Fig.  5.) 
Ist  a>45^,  so  liegt  K  zwischen  A  und  JB, 
und  das  Oval  erweitert  sich  von  Neuem 
(Fig.  6),  bis  es  für  a  =  60°  symmetrisch 
wird  in  Bezug  auf  die  Mittelsenkrechte 
der  Strecke  AB.    (Fig.  7.) 

Die  sechspunktig  berührende  Tangente 
schneidet  das  feste  Glied  zwischen  A  und  B, 
oder  in  seiner  Verlängerung,  je  nachdem 
der  Punkt  K  auHserhalb  oder  innerhalb 
AB  \ieg^. 

Beiläufig  sei   noch  erwähnt,   daTs  die  drei  Doppelpunkte,  die  be- 
kanntlich jeder  Koppelkurve  zukommen,   im   vorliegenden  Falle  stets 


338 


Die  Eoppelknrve  mit  sechspunktig  berührender  Tangente. 


Pig. «. 


reell  sind.  Sie  liegen  natur- 
gema&  auf  der  Geraden  AB 
und  sind  sämtlich  isolierte 
Punkte. 

6.  Die  einfach  ge- 
streckte Eoppelkurye.  Der 
soeben  f&r  die  doppelt  ge- 
streckte Kurve  bewiesene  Satz^ 
wonach  diese  unter  allen  Um- 
standen zweiteilig  ist  und  Ton 
einem  Doppelschwingmechanis- 
mus zweiter  Art,  sowie  Ton 
zwei  Schwingkurbelmechanis- 
men erzeugt  wird^  gilt  nicht 
mehr  in  dem  allgemeineren 
Falle  der  einfach  gestreckten 
Eoppelkurye.  Wir  übenengen 
uns  hierron  am  leichtesten 
durch  Betrachtung  eines  Son- 
derfalls. In  einem  früheren 
Aufsätze^)  ei^b  sich  für  die 
Konstruktion  eines  gleich- 
armigen Kurbelmechanismus, 
bei  welchem  ein  Punkt  der 
Koppelebene  eine  einfach  ge- 
streckte Eoppelkurye  be- 
schreibt; die  folgende  Kegel: 
(Fig.  8)  Man  zeichne  fiber 
der  beliebig  gewählten  Koppel- 
strecke  AB  irgend  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck  ÄB^  mit 
der  Basis  AB,  yerlSngere  Ä^ 
'  über  $  um  sich  selbst  bis  D, 
errichte  in  D  zu  QA  ein  Lot^ 
welches  $J.  in  91  schneidet, 
und  mache  auf  ^A  und  ^B 
die  Strecken  $ A  und  $B» M. 
Zieht  man  noch  $©  JL^ßB  und  B©  JL  AB,  so  trifft  ©jB  das  Lot  von  $ 
auf  AB  in  K,    Dann  ist  ABBA  der  gesuchte  Mechanismus  in  seiner 

1)  Konstruktion  der  Burmesterschen  Punkte  für  ein  ebenes  Gelenkriereck, 
aweite  Mitteilung,  diese  ZeitBchrift  Bd.  38,  1893,  8.  140  (Fig.  7). 
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Haaptlage^  und  der  Punkt  K  beschreibt 
eine  einfach  gestreckte  EoppeUnirre,  die 
in  Bezug  auf  ^K  symmetrisch  ist. 

Setzen  wir  AK  =  5B  =  a,  AB  =  c, 

AB  =  d,    i  J5-4?ß  =  9>,    cos  9>  =  t    ^md 

rechnen  die  Strecke  ^A  positiv  in  der 
Richtung  von  $  nach  A,  so  folgt  aus  der 
eben  gezeichneten  Figur 


Flg.  7. 


a=— 


C  008  3  9 

2  008*9  cos  2  9 


=c 


j       2  c  8in'  9        rt 

a  = s— ^  =  2c- 

C0B2  9 


2(2--X') 
X(8X«_4) 

X«—  1 

2  — X»^ 


{KKoo) 


undy  wenn  Jf  den  Mittelpunkt  von  AB  bedeutet , 

MK  =  —  2  ^^  ^  9^* 

Hieraus  ergeben  sich  für  A  =  |,  d.  h.  fftr  $-4  =  f^B,  die  Werte 
a  ==  4c,  d=-  7c,    Dann  ist  also  c  +  d=  2a;  das  Trapez  AB£^  stellt 
folglich   einen   durchschlagen- 
den     Doppelschwingmecha-  ^' 
nismus  dar,   und  der  Punkt  K 
beschreibt  eine  einteilige  Eoppel- 
kmnre,  die  auf  ^K  einen  Sonder- 
doppelpunkt hat.  (Fig.  9) 

Sei  ferner  A  =  -|  -f  -ö",  wo  -ö* 
einen  sehr  kleinen  positiven  Bruch 
bezeichnet)  dessen  höhere  Potenzen 
wir  yemachlassigen  können,  so 
foIgt(i=(4+75^)c,  d'^il+lOSd^c, 
al8oc  +  ^<2a.  Da  das  feste 
GrUed  d  dem  kleinsten  c  gegen- 
überUegt,  so  entsteht  ein  Doppel- 
schwingmechanismus zwei- 
ter Art,  und  der  Punkt  K  erzeugt 
eine  zweiteilige  EoppeUnirve. 
(Fig.  10.)  Di^egen  wird  fttr 
^  =  |-^a  =  (4-  75^)c,  d  = 
(7-108#)c,  also  c  +  d>2ay 
d.h.  wir  erhalten  einen  Doppel- 

Bchwingmechanismus   erster  Art   und   als   Bahn   des  Punktes  K 
eine    einteilige    Eoppelkurve.    (Fig.    8)    —    Damit    ist    also    gezeigt, 
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dafs  eine  einfach  gestreckte  Eoppelkurve  nicht  notwendig  zwei- 
teilig ist. 

Man  überzeugt  sich  leicht^  dafs  der  betrachtete  gleicharmige  Enr- 
belmechanismuB  überhaupt  stets  ein  DoppelschwingmechanismoB  ist, 
und  zwar  ein  solcher  erster  oder  zweiter  Art,  je  nachdem  X  zwischen 
1  und  ^  oder  zwischen  l  und  cx)  angenommen  wird.  Die  in  Fig.  1 
ausgeftihrte  Konstruktion  liefert  im  ersten  Falle  zwei  zugeordnete  Knr- 
belmechanismen  derselben  Art,  die  aber  gegenwärtig  identisch  sind,  im 
zweiten  Falle  nur  einen  Schwingkurbelmechanismus  —  es  entsteht  also 
niemals  ein  Doppelkurbelmechanismus. 

Für   A  =  2(9>  =  60®)   ergiebt   sich   beiläufig  a  =  —  4c,  d  =  -  3f, 

Fig.  9. 


MK  =  0,  und  damit  gelangen  wir  wieder  zu  dem  bereits  in  Fig.  1 
dargestellten  Mechanismus,  bei  welchem  K  eine  doppelt  gestreckte 
Koppelkurve  beschreibt. 

7.  Die  allgemeine  einfach  gestreckte  Koppelkurye.  Ist 
ABBA  ein  Kurbelmechanismus  mit  dem  festen  Gliede  AB,  und  schnei- 
den sich  die  Arme  AÄ  und  BB  augenblicklich  in  ^,  die  Glieder  AB 
und  AB  in  $,  so  hat  dieser  Mechanismus  dann  und  nur  dann  die 
Eigenschaft,  eine  gestreckte  Koppelkmre  zu  erzeugen,  wenn  die  Winkel 
JB$$  =  a,  ^$$  =  /J,  ?P§^  ==  y,  ?P|)A  =  *  den  Bedingungen  genügen 

y  +  d  =  a  +  ß  (3) 

sin  2y  =  sin  2a  +  sin  2/J;  (4) 

sind  diese  Bedingimgen  aber  erfüllt,  so  befinden  sich  die  drei  beweg- 
lichen Glieder  momentan  in  ihrer  Hauptlage.  ^)  (Fig.  11) 

1)  Beiträge  zur  Theorie  deB  ebenen  Gtelenkvierecks,  a.  a.  0.  8.  261. 
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Gleichung  (3)  sagt  aus^  dafs  die  Halbierongslimen  der  Winkel 
B^Ä  und  A^^  mit  ^^  ein  gleichschenkliges  Dreieck  bilden;  denn 
bezeichnen  wir  diese  Winkel  bezw.  mit  2|  und  2i],  und  die  Winkel^ 
welche  ihre  Halbierungslinien  mit  ^^  einschliefsen^  bezw.  mit  ^  und  iff', 

80  wird  a  =  ^  +  5;  /S  =  ^  —  Sv  y  =  ^'  +  ^;  d  =  ^'  —  iy,  also  nach  (3) 
^'  =  i^j    Dann  geht  Gleichung  4)  über  in 


sin 2(^  +  ly)  =  2  sin 2^  cos  2|. 


(5) 


(6) 


Verstehen  wir  wie  früher  unter  a,  b,  c,  d  die  Längen  der  Glieder  PkAj 
B£,  ABy  AB  und  setzen 

M =  o 

8in(2'^  +  I  +  ^)  sin (2^  +  I  —  ij)  sin (2^  —  |  +  ij)  sin (2^  —  |  —  ij)        9' 

SO  folgt  aus  Fig.  11  nach  einfacher  Rechnung 

a  =  p  sin2iy  sin  (^  —  S)  sin  (2^  +  5  +  i?)  sin  (2^  +  S  —  i?) 
fc  =  p  sin  2iy  sin  (^  +  5)  sin  (2^  —  ^  +  ^)  sin  (2^  —  S  —  ^) 
c  =  p  sin  2|  sin  (^  +  iy)  sin  (2^  +  S  —  ''?)  sin  (2^  —  ^  —  'tri) 
d  =  p  sin  25  sin  (^  —  iy)  sin  (2^  +  5  +  ^)  sin  (2^  —  5  +  17) 

Die  Elimination  von  q^  ^,  |,  ri  zwischen  den  5  Gleichungen  (ö)  und  (6) 
würde  die  Bedingung  liefern^  welcher  .  im  yorliegenden  Fall  die  Glied- 
längen tty  b,  c,  d  genügen  müfsten. 

Um  die  Beschaffenheit  des  betrachteten  Mechanismus  festzustellen, 
haben  wir  auf  die  Gleichungen  (6)  abermals  die  Kriterien  des  Grashof- 
Bchen  Satzes  anzuwenden.  Beschranken  wir  uns 
dabei  auf  diejenigen  Fälle,  in  denen  das  Glied  d 
kleiner  ist  als  jedes  der  übrigen  Glieder,  so 
zeigt  die  Untersuchung,  auf  die  wir  hier  nicht 
weiter  eingehen  wollen,  dafs  dann  immer  die 
aus  \d\  und  dem  gröfsten  Glied  gebildete 
Summe  gröüser  ist  als  die  Summe  der  beiden 
andern  Glieder;  wir  gelangen  also,  ebenso  wie 
in  den  vorher  behandelten  Sonderfallen,  zu  dem 
Ergebnis,  dafs  eine  gestreckte  Koppelkurye 
anter  keinen  Umständen  durch  einen 
Doppelkurbelmechanismus  erzeugt  wird. 

8.  Wir  erwähnen  zum  Schlüsse  noch  einen  Sonderfall,  in  dem 
die  Richtigkeit  der  letzten  Behauptung  sofort  einleuchtet,  und  in  dem 
überdies  die  Konstruktion  des  Vierecks  ABBA  und  des  zugehörigen 
Punktes  K  sich  aufserordentlich  einfach  gestaltet.  Fordern  wir  näm- 
hch,  dafs  in  der  Hauptlage  die  beiden  Arme  AA  und  BB  auf 


4 


¥■ 


^? 


Fig.  If 
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einander  senkrecht  stehen,  setzen  abo  |  =  45^,  so  verwandelt  sich 

Gleichung  (5)  in 

sin2(^  +  i2)  =  0. 

Nun  kann  ^  +  17  nicht  =  0  sein^  weil  dann  nach  (6)  auch  c  =  0 

wäre.    Mithin  ist  ^  +  1?  =  90*,  ^ 
y  =  90^,  femer  *  =  2^  -  90»  =  2/? 

und  a  =  *  +  45«  =  90®  +  /J. 

Dann  folgt  aber  aus  den  früher 
entwickelten  allgemeinen  Formeln^], 
daTs  gegenwärtig  ^K  =  2.  $$  nnd 
AK±BK  ist.  Wir  beschreiben 
daher  um  den  Mittelpunkt  M  der 
gegebenen  Eoppelstrecke  AB  mit 
MA  einen  Kreis,  ziehen  durch  einen 
beliebigen  Punkt  §  von  AB  die 
Sehne  ^D.  Jl  AB^  machen  die 
Sehne     $X  ^  ^O     und     faUen 

von  $  auf  JfQ   ein   Lot;    dieses   schneidet   ^A   und   ^B  bezw.  in 

A  und  B  (Fig.  12). 

Die  Gleichungen  6)  gehen  jetzt  über  in 

a  =  —  p  sin*  /J  cos  2/J  cos  3/J 
b^      p  cos* /)  cos  2/3  sin  3/3 
c  =      p  sin  3/3  cos  3/3 
d  =  —  p  sin /3  cos /3  sin  2/3; 


es  ist  also: 


r=      tan/J 


a 


T^  =      cos  3/3 


1  —  2C08  2(? 
1  -f  2COB2/3 

COS  2/? 
1  -flTcos  2/J 

C08  2|} 
1  -f  C08  2|}  ' 


Hieraus  ergiebt  sich,  daJs  a  das  kleinste  Glied  ist,  so  lange  ß  zwischen 
0  und  45®  liegt.  Da  •  femer  komplemeniaren  Werten  von  ß  dieselben 
Vierecke,  nur  mit  Yertauschung  von  a  und  h,  entsprechen,  so  ist  für 
45^  <  /3  <  90^  die  Gliedlänge  b  kleiner  ab  alle  übrigen.  Es  kann  also 
niemals  d  zum  kleinsten  Gliede  werden,  und  damit  ist  in  der  That  die 
Möglichkeit  eines  Doppelkurbelmechanismus  im  vorliegenden  Falle  von 
vom  herein  ausgeschlossen. 


1)  Beiträge  sur  Theorie  des  ebenen  Gelenkrierecks,  a.  a.  0.  S.  269. 
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Ober  verborgene  Bewegnng. 

Von  Hans  Gramer  in  Karlsruhe  i.  B. 

Wenn  zwischen  den  3n  Koordinaten  eines  Systems  von  n  materi- 
ellen Pnnkten  b  Bedingongsgleichungen  bestehen^  so  können  b  der 
Koordinaten  aus  den  Bewegnngsgleichnngen  der  übrigen  dn  —  b  =^  a 
Punkte  eliminiert  werden.  Im  Folgenden  werden  die  Koordinaten, 
welche  eliminiert  werden,  mit  q^,  -  -  -  g[ft,  *  *  -  *  Qtf  ^^^  andern  mit 
Pi) Ä  >  ' '  "  Pa  bezeichnet 

Ich  will  annehmen,  dals  die  wirkenden  KiS&e  eine  Kraftefunktion 
U  besitzen,  die  nur  von  den  p-Koordinaten  abhangig  ist.  Femer  seien 
die  Bedingongsgleichungen 

nach  den  {-Koordinaten  aufgelöst,  also  in  der  Form 

«b-/i(Pu Pa)  =  0  (1) 

Torgel^. 

Sind  die  zu  9(  und  Pa   gehörigen  Massen  bezw.  m^  und  m«,  so 

lauten  die  Bewegungsgleichungen  der  g-Koordinaten 

m^ji'  =  A, .  •  (2) 

die  der  p-Koordinaten 


0  ^"^  ■'^Q, 

1 


oder,  indem  die  aus  (1)  und  (2)  sich  ergebenden  Werte  der  A  in  diese 
Gleichungen  eingesetzt  werden: 

_    .,       du       ^^  ^fß^^fa  fo\ 


Diese  letzteren  Gleichungen  enthalten  nur  noch  die  |^Koordinaten; 
sie  sind  daher  identisch  mit  den  Bewegungsgleichungen  eines  freien 
Systems,  dessen  Lage  durch  die  jp-Koordinaten  allein  bestimmt  ist. 
Die  in   diesem  System   wirkenden  Kräfte,   welche   durch   die   rechten 


\ 


1 
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Seiten  Ton  (3)  dargestellt  sind,  sind  aber  nicht  mehr  Funktionen  der 
Koordinaten  aUein,  sondern  anch  der  Geschwindigkeiten  nnd  Beschleu- 
nigungen. UmgSehrt  wird  man  nun  in  Fällen,  in  denen  anf  ein 
System  derartige  Kräfte  wirken,  die  durch  dieselben  hervorgerufene 
Bewegung  auf  einfachere,  nur  von  den  Koordinaten  abhangige  Kräfte 
zurückfahren  können.  Man  braucht  ja  nur  anzunehmen,  dab  mit  den 
Koordinaten  des  Systems  durch  Bedingungsgleichungen  noch  andere 
verknüpfk  sind,  welche  aber  eliminiert  worden  sind,  wodurch  dann, 
wie  oben  gezeigt,  auch  die  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen 
der  nicht  eliminierten  Koordinaten  in  ihre  Bewegungsgleichungen  ein- 
treten. Man  nennt  in  diesem  Falle  die  letzteren  sichtbare,  die^ 
welche  als  eliminiert  gedacht  werden,  verborgene  Koordinaten,  die 
Bewegung  dieser  verborgene  Bewegung. 

In  seiner  Arbeit  „über  die  physikalische  Bedeutung  des  Prinzips 
der  kleinsten  Wirkung''^)  hat  Helmholtz  hervorgehoben,  dab  in  ge- 
wissen Fällen,  die  von'  der  Natur  der  Bedingungsgleichungen  abhängig 
sind,  eine  noch  weiter  gehende  Elimination  stattfinden  kann,  nämlich 
auch  noch  eines  Teiles  der  p-Koordinaten  mit  Hilfe  ihrer  Bewegungs- 
gleichungen.  Die  Möglichkeit  dieser  Elimination  ist  später  von  Herrn 
Oeh.  Rat  Koenigsberger  in  seiner  Arbeit  ;,über  die  Prinzipien  der 
Mechanik''^  genau  umgrenzt  worden.  Hier  findet  sich  auch  meines 
Wissens  das  erste  Beispiel  für  verborgene  Bewegung,  indem  gezeigt 
wird,  dafs  durch  Annahme  einer  solchen  das  Webersche  G^etz  Ton 
der  Wirkung  zwischen  zwei  elektrischen  Massenpunkten  auf  das  Nev- 
tonsche  Gravitationsgesetz  zurückgeführt  werden  kann.  Ich  will  nun 
zeigen,  dafs  dies  auch  ohne  die  Helmholtzsche  Annahme  möglich  ist 
nämlich  allein  durch  eine  Elimination  mit  Hilfe  von  Bedingungs- 
gleichungen,       t 

Werden  die  Koordinaten  zweier  Punkte  m^  und  m^,  die  sich  nach 
dem  Weberschen  Gesetze  anziehen,  mit  x^,  y^,  z^y  und  x,,  y,,  z,,  ihre 
Entfernung  mit  r  bezeichnet,  so  sind  ihre  Bewegungsgleichungen 

if  ffl,  I»,  iPi    —   JP,    f    ^  1/9,2  'ff     \ 

Aus  (3)  ergeben  sich  folgende  Gleichungen  als  Bewegungsgleichungen 
zweier  Punkte,  die  sich  nach  dem  Newtonschen  Gesetze  anziehen  und 


1)  Joum.  f.  reine  u.  angew.  Math.,  Band  100.     S.  137—166  u.  213—3^ 

2)  Joum.  f  reine  u.  angew.  Math.,  Band  118,  S.  275 — 860  n.  Band  119, 
S.  26—49. 
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mit  anderen  Punkten  durch  Bedingungsgleichungen  von  der  Form  (1) 
Terknüpft  sind,  mit  deren  Hilfe  die  Koordinaten  dieser  letzteren  Punkte 
eliminiert  worden  sind: 


b 


»jij^ 


Sind  die  f  nur  Funktionen  der  Entfemang  r  der  beiden  Punkte, 
so  gehen  diese  Gleichungen  über  in: 

1  ^ 


11  ,.1         ^ 


b 


(5) 


f»i^. 


m^, 


Die  Yergleichung  der  beiden  Gleichungssysteme  (4)  und  (5)  ergiebt 
ihre  Identität^  wenn 

\drj   ^  c*     r  ^  ^ 

1  ^      ^ 

gesetzt  wird.  Diese  Gleichung  ist  die  einzige  Bedingung  dafür,  dafs 
sich  die  Bewegung  zweier  Punkte,  die  sich  nach  dem  Newtonschen 
Gesetze  anziehen  und  mit  anderen  Punkten  durch  Bedingungsgleich- 
ungen von  der  Form  (1)  verknüpft  sind,  nach  dem  Weberschen  Ge- 
setze vollzieht.  Unter  der  Annahme  eines  verborgenen  Punktes  mit 
den  Koordinaten  5,  ii,  ty  fiir  welchen  z.  B.  5  =  /i(r)  =  a,  ly  =  f^(r)  ==  6 
angenommen  wird,  folgt  aus  Gleichung  (6)  als  dritte  Bedingungs- 
gleichung : 

\dr/        c*     r 
oder 

Dieses  Ergebnis  läTst  sich  auch  noch  auf  einem  anderen  Wege  herleiten. 
Bezeichnet  man  die  lebendige  Kraft  zweier  Punkte,  die  sich  nach 
dem  Weberschen   Gesetze   anziehen,   mit  7,   den   statischen  Teil   des 
Potentials 

1)  8.  Koenigsberger,  Über  die  Prinzipien  der  Mechanik,  im  Joum.  für  reine 
u.  angew.  Math.,  Band  119,  S.  30,  bezw.  Band  118,  S.  289. 

Z«itMlirift  f.  Mathematik  n.  Phyiik.  46.  Band.  1901.  S.Heft.  23 
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mit  Ulf  so  dals 


u,^ 


m^  nij 


r 

das   Potential   des   Newtonschen   Oesetzes   ist,  den   dynamischen  Teil 
mit  U^ 

f^.  =  i^*-*,  (8) 

SO  lautet  das  erweiterte^)  Prinzip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  far 
die  Bewegung  der  beiden  Punkte: 

T-U,-U,+  y_^pä  =  c  (9) 


Nun  ist  nach  (8) 


also  geht  (9)  über  in 


T-Ui+  U^^c.  (IQ) 

Soll  nun  die  Bewegung  der  beiden  Punkte  auf  das  Newtonsche  Gesetz 
zurückgeführt  werden  durch  Annahme  yerborgener  Punkte,  so  wird, 
wenn  F  die  kinetische  Energie  der  letzteren  bezeichnet,  das  Prinzip 
der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  jetzt  lauten: 

T+F-Ui^c.  .(11) 

Die  Gleichungen  (10)  und  (11)  liefern  aber  als  Bedingungsgleichung 
für  die  yerborgenen  Punkte: 

oder 


2'>(^()' -  h-^^'- ■ 


1 
2 
"1 


Werden  die  f  wieder   als  Funktionen  von  r  allein   angenommen,  so 
nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an 

b 


2'm  -  ?^=' . 


1 

2^ 
"1 


d.  i.  die  Gleichung  (6). 

Bekanntlich  haben  nach  Weber  Riemann')  und  Grafsmann  dem 

1)  B.  Koenigsberger,  Ober  die  Prinzipien  der  Mechanik,  im  Joum.  für  reine 
u.  angew.  Math.,  Band  119,  S.  30,  bezw.  Band  118,  S.  289. 

2)  8.   Riemann,  Vorlesungen    Aber    Schwere,.  Elektrizität  u.    Magnetismus, 
herausgegeben  von  Hattendorf. 
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elektrodynamischen  Gesetze  eine  andere  Form  gegeben.  Das  Riemann- 
sche  Gesetz  hat  das  Potential 

F=^,^(n-^[K-a:i)'+(y;-y;)'+w-^;)*]|, 

das  Gralsmannsche  nach  Glausins^) 

F=  M.  [  1  _  k[xlx^.+  y[y^  +  ^>;])  . 

Bezeichnen  wir  den  dynamischen  Teil  beider  Potentiale  wieder  mit  U^, 
so  ist  auch  hier 

V^      'OTT 

Hierans  folgt  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  (10)  und  (11)  als 
Bedingung  dafür,  dafs  diese  beiden  Gesetze  durch  Annahme  yerborgener 
Punkte  auf  das  Newtonsche  zurückgeführt  werden  können,  dafs  die 
lebendige  Kraft  der  letzteren  den  Gleichungen 

bezw. 
genügt. 


1)  B.  dauBins,  Über  die  Ableitung  eines  neuen  elektro-dynamischen  Grund- 
gesetzes, im  Joum.  f.  reine  u.  angew.  Math.,  Band  82,  S.  86 — 130. 
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ZusammenliAiig  zwischen  Zentralellipse  und  TrägheitskreiB 
(nebst  Konstruktion  der  Ellipse  ans  zwei  konjugierten 

Durchmessern). 

Von  Fb.  Gbaefe  in  Darmstadt. 

Wenn  J^  das  Trägheitsmoment,  bezogen  auf  eine  Schwerpunkt- 
achse   SZ  einer   Querschnittfläche   mit   dem   Inhalt    F   ist,    also  der 

Tri^heitsarm  i,  =  1/^ ,  so  beröhren  die   der  Schwerpunktachse  SZ 

parallelen  geraden  Linien,  die  von  ihr  den  Abstand  i«  haben,  bekannt- 
lich die  Zentralellipse. 

Die  Hauptachsen,  die  Achsen  der  Zentralellipse  SX,  SY  seien  die 
Achsen  der  x  und  y  eines  Koordinatensystems  und  femer  die  Achse  SZ 
und  die  darauf  senkrechte  Achse  SU  die  Achsen  der  e  und  ti  eines 
zweiten   Koordinatensystems.     Der  Winkel,   den  SX  und  8Z  bilden, 

sei  a.     Es  ist 

IS  =  X  cos  a  +  y  sin  a 

u  =  y  cos  a  —  XBiaa, 
Femer  ist 

Jg  =  Jx  cos*  a  +  e/y  sin*  a    oder    ij  =  el  cos'  a  +  »^  sin*  a 

Ju  =  Jx  sin*  a-\'  Jy  cos*  a    oder    iJ  =  »1  sin*  a  +  iJ  cos*  c 
und 

Jv  =  Jz  +  Ju  =  Jx  +  Jp    oder    »1  +  iJ  =  tl  +  »J. 

Jp  ist  das  polare  Trägheitsmoment  des  Querschnitts  für  den 
Punkt  S.  Das  Trägheitsmoment  J»,  bezogen  auf  die  -Schwerpunkt- 
achse SF,  die  mit  der  Achse  SX  den  Winkel  a  +  45  ®  einschliefst^  ist 

J,  -  J,  cos*  («  +  45«)  +  J,  sin*  {a  +  45«) 
oder 

*'»  =  \{J»  +  «^m)  —  {Jx  —  Jy)  sin  a  cos  a 
und 

I?  =  |(ij  +  «J)  —  («J  —  tj)  sin  a  cos  a. 
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Dfts  Zenirifugalmoment  J^u  ^r  die  beiden  Achsen  SZ  und  Sü 

ist 

J»u  ==  \{Jx  —  Jy)  sin  2ay    • 
mithin 

Wenn  also  die  Trägheitsmomente  J^^  Ju  U4d  JT«  gegeben  sind,  so 
ist  das  Zentrifngalmoment  J^u  bekannt.    Für  die  Hauptachsen  ist  Jxy  =  0. 

Für  zwei  durch  den  Schwerpunkt  S  gehende  auf  einander  senk- 
rechte Achsen  SK  und  SLy  von  denen  8K  mit  der  positiven  Achse  8Z 
den  Winkel  9  bildet^  ist  das  Zentrifugalmoment 

Jki  =  W'  -  Jy)  si^  (2«  +  29) 
und. hieraus  folgt 

«/*/  =  \{J»  —  Ju)  sin  2ip  +  J,u  cos  2qp; 
ferner  ist 

cTi  =  e/^x  cos*  {a  +  q>)  +  Jy  sin'  («  +  9) 

und  ausgerechnet 

cT*  =  J»  cos*  9  +  JL  sin*  9  —  Jiu  sin  29. 

Die  Gleichung  der  Zentralellipse  E  ist 

3a;*  +  ijy*  -  *1^  =  0. 

Abgesehen  von  der  Lange  sind  konjugierte  Durchmesser  der 
Zentralellipse  auch  konjugierte  Durchmesser  der  Ellipse  E^^  deren 
Gleichung 

ist    Die  Gleichung  dieser  Ellipse  in  Bezug  auf  das  Koordinatensystem 
der  g  und  u  ist 

i*;^*  +  i*u*  -  (i*  +  i*  -  2i*)w^  -  i*i*  =  0.0 


In  Bezug  auf  zwei  aufeinander  rechtwinklige  Schwerpunktachsen  SZ 
und  S  TT  einer  Querschnittfläche  mit  dem  Inhalt  F  seien  die  Trägheits- 
momente Jgy  Ju  und  das  Zentrifugalmoment  J^u  gegeben,  also  auch 
das  Tr^heitsmoment  J^  für  die  Achse  SV^  die  mit  der  positiven  Achse 
SZ  den  Winkel  von  45  ^  bildet.    Es  sei  SC  senkrecht  auf  SV.    (S.  Fig.) 

•Auf  der  Achse  SZ  trägt  man  ab:  SA  =»  A^S  =  iuy 
„      „        „      SC     „        „      j,    SC  =  C?iS  =  i». 


1)  Siehe  anch  „Einfache  Konstruktion  der  Zentralellipse^*  v.  Verf.  in  Zeitschr. 
des  Vereins  deutscher  higenieure.    Bd.  XXXXTTI,  S.  210. 
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Die  in  den  Punkten  A,A^yByBi,C,Ci  auf  den  Achsen  errichteten 
Lote  12,  46';  34,  6'1,  23,  56  sind  Tangenten  an  die  Zentralellipse, 
Die  gerade  Linie  6'1  berühre  die  Zentralellipse  im  Punkte  B\   SA 


und  SB'  sind  die  Richtungen  von  zwei  konjugierten  DurchmesBem 
der  Ellipsen  E  und  E^,  Die  gerade  Linie  6'1  schneidet  die  Ellipse  E^ 
im  Punkte  B  und  im  Punkte  R,  der  die  Koordinaten 


1*4.  i* 
»»  -f-  *tt 


ul 


u 
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hat.    Der  Mittelpunkt  von  BB  ist  der  Punkt  B',  der  also  die  Koordi- 
naten hat 

^=-ä ■^»      «  =  »'     (oder  «  =  £-B  =2^-^,       «  =  SS) 

oder  auch 

wenn 

rf  =  -/»,     oder     d  =  -«-g  • 

Beschreibt  man  einen  Ereis  durch  die  Punkte  S  und  1^  dessen 
Mittelpunkt  M  ia  SU  liegt ^  so  ist  der  Durchmesser  dieses  Kreises 
gleich  d  =  2 SM,  Dieser  Kreis  ist  (S.  Hütte  1898,  S.  180)  ein  Tr^- 
heiUkreis  für  den  Pol  S  imd  der  Punkt  B'  der  Zentralellipse 
ist  der  zu  dem  Tragheitskreise  gehörende  Trägheitshauptpunkt. 
Die  Gleichimgen  (a)  bestimmen  die  Lage  des  Tragheitshaupt- 
panktes. 

Man  erhalt  hiemach  folgende  einfache  Konstruktion  des  Punktes  B': 
man  tragt  auf  SZ  die  Länge  SD  ==  i^  ab,  errichtet  in  D  auf  DB^  eine 
Senkrechte,  die  SU  in  N  trifft  und  macht  auf  Bl  :  BB'  =  NM,  so 
ist  B'  ein  Punkt  der  Zentralellipse  oder  ein  Trägheitshauptpunkt  zu 
dem  Tragheitskreise,  dessen  Mittelpunkt  M  und  Durchmesser  d  =  2  SM 
ist;  tr^  man  femer  auf  SU  ah  SB"  =  SB\  so  schneidet  der  Kreis 
mit  dem  Mittelpunkte  B"  und  dem  Halbmesser  AB  die  Achse  SZ  in 
den  Punkten  A'  und  Ai]  SA'  und  SB'  sind  die  Längen  und  Rich- 
tungen Yon  zwei  konjugierten  Halbmessern  der  Zentralellipse.  Der 
Punkt  B'  liegt  rechts  von  J5,  wenn  N  zwischen  S  und  M  sich  be- 
findet, sonst  links  yon  B. 

Mit  Hilfe  der  Zentralellipse  oder  des  Trägheitskreises  kann  man 
die  Trägheits-  und  Zentrifugalmomente  eines  Querschnitts  zeichnerisch 
darstellen. 

Es  sei  die  Zentralellipse  gegeben;  man  soll  das  Zentrifugalmoment 
und  die  Trägheitsmomente  für  zwei  durch  den  Schwerpunkt  gehende 
auf  einander  senkrechte  Achsen  SK  und  SL  bestimmen.  Man  zieht 
parallel  zu  SK  an  die  Zentralellipse  eine  Tangente;  der  Berührungs- 
punkt dieser  Tangente  hat  yon  der  Achse  SK  die  Entfernung  ik  und 
Ton  der  Achse  SL  die  Entfernung  k  (ik  und  h  entnimmt  man^  der 
Figur);  es  ist 

Jk^^Ti'ikF    und    J*  =  i|F.  (1) 

Ich  weils  nicht,  ob  die  erste  dieser  Beziehungen  bekannt  ist. 
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Liegen  die  Punkte  K  und  L  auf  dem  Tragheitskreis  und  ist  B'E 
senkrecht  auf  LK^  so  ist 

J^fp    -D'  TT 

Jt  =  -^HK    und    H^SB-  HK    oder     Jt  =  SB-  HK-  F\  (2 
Ji^^HL     und    il  =  SBHL     oder     J,  =  SBHLF 

Bildet  nämlich  SK  mit  der  positiven  Achse  der  z  den  Winkel  9, 
so  sind  die  Koordinaten  von  K 

ir  =  ä  sin  9  cos  9,         u  =  d  sin'  q>. 

Die  Gleichung  von  MK  ist 

e  cos  29  +  ti  sin  29  —  _  sin  2a?  =  0, 
also 

-^  d  cos  2®  +  ^  d  sin  2®  —    -  sin  2®  =  JBJ?'; 

es  ist  aber 

Jki  =  y(e/i  —  cTL)  sin  2fp  -f  Jii»  cos  29, 
mithin  wie  oben 

femer  ist  die  Oleichung  von  B'H 

j?  sin  29  —  ucös29 f^dsin29  +  y  dcos29  =  0, 

vp  vp 

also 

Jp sin* 9  —  J,u  sin  29  4"  e/i  cos 29  =  —HK] 

es  ist  aber 

Jk  =  «7,cos*9  +  c7usin*9  —  J»u  sin29, 

mithin  wie  oben 


Wenn  X,  Y  die  Schnittpunkte  von  MB'  mit  dem  Tragheitskreis 
sind,  so  ist  J^y  gleich  Null  und  SX  und  SY  sind  die  Hauptachsen,  die 
mit  den  Achsen  der  Zentralellipse  zusammenfallen.    Es  ist 

J^^^^B'X    oder     tl^SBB'X 

Jy^^B'Y     oder    tJ  =  ÄB   .BT. 

Hieraus  ergiebt  sich  folgende  Konstruktion  der  Achsen  einer 
Ellipse  aus  den  ihrer  Gröfse  und  Lage  nach  g^ebenen  konjugierten 
Halbmessern  SA'  =  SA[  und  SB':  man  ziehe  B'B  parallel  zu  SA 
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und  SB  senkrecht  auf  SÄ',  trage  auf  SB  die  Länge  SB"  =  SB'  .ab, 
beschreibe  um  S  mi£  dem  Halbmesser  Ä'B"  einen  Ej-eis,  der  BB'  in 
den  Punkten  1  und  6'  schneidet^  und  einen  zweiten  Kreis  durch  6 '51, 
dessen  Mittelpunkt  M  auf  SB  liegt;  die  gerade  Linie  MB'  schneidet 
den  Kreis  um  M  in  den  Punkten  XF;  8X  und  ST  sind  die  Rich- 
tungen und  SP==ySB'B'X,  SQ^ySBB'Y  die  Qröfsen  der 
beiden  Halbachsen.  In  der  Figur  ist  die  Konstruktion  der  Grolse 
yon  SP  ausgeführt;  es  ist  56?  ==  B'X. 

Die  Formeln  (1)  geben  die  Tr^heits-  und  Zentrifugalmomente  mit 
Hilfe  der  Zentralellipse  und  die  Formeln  (2)  liefern  dieselben  Momente 
mit  Hilfe  des  Tragheitskreises  \ind  Trägheitshauptpunktes.  Die  zeich- 
nensche  Darstellung  Yon  Tragheits-  und  Zentrifugalmomenten  mit 
Hilfe  des  Tragheitskreises  ist  ohne  Frage  einfacher  als  die  mit  Hilfe 
der  Zentralellipse.  Zur  Konstruktion  eines  Tragheitskreises  und  des 
Tragheitshauptpunktes  müssen  drei  Trägheitsmomente  gegeben  sein. 
Man  bestimme  also  zeichnerisch  den  Schwerpunkt  S  und  die  Trägheits- 
momente J,y  Ju,  Jv  bez.  die  Trägheitsarme  i,,  iu^  io  der  gegebenen  Quer- 
schnittsfläche inbezug  auf  die  Achsen  SZ,SUfSV,  yon  denen  zwei, 
SZ  und  S  Uy  auf  einander  senkrecht  stehen.    Wie  oben  trägt  man  ab 

auf  der  Achse  SZ :  SÄ  =-  Ä^S  =  i» 

„     „      „      iS  U:  SB  =  J5i  S  =  ig  und  auf  der  zu  jSF  senkrechten  Achse 

SC:SC=^C,S^i,, 

Die  in  den  Punkten  Ä,B,Ä^,B^,Ci  auf  den  Achsen  errichteten 
Lote  schneiden  sich  in  den  Punkten  1,6',  4, 3, 2.  Der  dem  Dreieck  1S6' 
omschriebene  Kreis  ist  ein  Trägheitskreis;  die  durch  den  Punkt  3  und 
den  Schnittpunkt  der  geraden  Linien  6' 2  und  14  gezogene  gerade 
Linie  schneidet  die  gerade  Linie  6'^  im  zugehörigen  Trägheitshaupt- 
pnnkt  JB*.  • 

Den  konstruierten  Trägheitskreis  kann  man  ersetzen  durch 
jeden  Ej*eis,  der  von  der  Achse  SZ  in  S  berührt  wird.  Der  Mittel- 
punkt eines  dieser  Ej-eise  —  Trägheitskreis  —  sei  mit  M^  und  der 
zagehörige  Tri^heitshauptpunkt  mit  T  bezeichnet.  Der  Punkt  T  liegt 
auf  der  geraden  Linie  SB'  und  auf  der  geraden  Linie  M^  T,  die  parallel 
der  geraden  Linie  MB'  ist.    Dies  folgt  leicht  aus  den  Gl..(a)  und  (2). 
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Bemerkmig  zn  der  Note  yon  Herrn  Rudolf  Ziegel: 
„Eine  allgemeine  Eigenschaft  der  algebraischen  Fnnktionen" 

(Bd.  45.,  S.  338  dieser  Zeitschrift). 

Von  Paul  Stäckel  in  EieL 

Wird  y  durch  eine  im  RationaHtatsbereiche  (x)  irrednzible  OleichuBg 
n-ten  Grades: 

ö(y,  *)  =  0 

als  algebraische  Funktion  von  x  definiert,  so  genügt  jede  rationale 
Funktion  0  von  x  und  y  im  Bationalitatsbereich  (x)  einer  irredu- 
ziblen  algebraischen  Gleichung,  deren  Grad  höchstens  n  sein  kaniL 
Ist  er  gleich  n,  so  kann  man  umgekehrt  y  ab  rationale  Fmiktion  von 
X  und  0  darstellen. 

Dieses  bekannte  algebraische  Fundamentaltheorem  (vrgl.  H.  Weber, 
Lehrbuch  der  Algebra,  Bd.  I.,  zweite  Auflage,  Braunschweig  1898, 
S.  504)  läTst  sich  im  Besonderen  auf  den  Fall  anwenden,  daCs 

0dG  dG         , 
dx  '  dy       ^ 

gewählt  wird,  und  fährt  zu  dem  EoroUar,  dafs  y  eine  rationale  Fanktion 
von  X  und  y'  ist.  Da  x  und  y  gleichberechtigte  Grofsen  sind,  ist  auch 
X  eine  rationale  Funktion  von  y  und  y\  womit  der  von  Herrn  Ziegel 
gewünschte  direkte  Beweis  erbracht  ist. 
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Bemerbmgen  zn  dem  Aufsätze  des  Herrn  Banrat  Eübler 
über  die  Knick-Elastizität  und  -Festigkeit. 

Von  Ch.  J.  Ebiemler, 

I>OBe]it  an  der  Technischen  Hochsohale  in  Kftrltmhe. 

In  dem  5.  und  6.  Hefte  des  letzten  Bandes  dieser  Zeitschrift  ver- 
offenüicht  Herr  Banrat  Kübler-Efslingen  eine  Knickformel,  deren 
Ableitong  er  schon  in  den  Nnmmem  3  nnd  23  des  letzten  Jahrganges 
der  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure  und  in  den 
Nummern  10  und  60  des  letzten  Jahrganges  der  Deutschen  Bau- 
zeitnng  in  etwas  anderer  Fassung  veröffentlicht  hat 

Ich  habe  in  der  Nummer  34  der  Zeitschrift  des  Vereins 
deutscher  Ingenieure  und  in  der  Nummer  100  der  Deutschen 
Bauzeitung  nachgewiesen,  dafs  die  Formel  nicht  richtig  ist.  Wie 
dort  ausgeführt  worden  ist,  kann  die  Eüblersche  Formel  von  Yom- 
herein  nicht  richtig  sein,  weil  bei  ihrer  Ableitung  bis  zum  Bruche 
eine  konstante  Elastizitatsziffer  E  vorausgesetzt  wird,  und  die  Ergeb- 
nisse trotzdem  annähernd  mit  den  Tetmaj ersehen  B.esultaten  (man 
sehe  Figur  5  des  Eüblerschen  Aufsatzes)  übereinstimmen,  deren 
charakteristisches  Merkmal  gerade  die  Berücksichtigung  der  Änderung 
von  E  an  der  Elastizitätsgrenze  ist.  Jede  Untersuchung  der  Enick- 
Torgange  mufs  unbedingt  in  zwei  Teile  zerlegt  werden:  der  eine  hat 
sich  nur  auf  die  Vorgänge  innerhalb  der  Elastizitätsgrenze  zu  beziehen, 
der  andere  auf  diejenigen  auTserhalb  der  Elastizitätsgrenze.  Beide 
Angaben  sind  schon  gelöst:  die  erste  von  Grashof  in  dem  Buche 
„Theorie  der  Elasticität  und  Festigkeit^'  2.  Auflage  Seite  168  u.  ff.; 
die  zweite  von  Engesser  in  dem  Aufsatze  „Widerstandsmomente 
nnd  Kernfiguren  bei  beliebigem  Formänderungsgesetz  (Spann- 
nngsgesetz)'',  welcher  in  dem  Jahrgang  1898  der  Zeitschrift  des 
Vereins  deutscher  Ingenieure  (S.  903 — 907,  927—931)  erschienen 
ist  Sowohl  Orashof  als  auch  Engesser  haben  die  achsiale 
Spannung  berücksichtigt,  so  dafs  Herr  Kubier  die  Priorität  hierin 
nicht  hat 
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Herr  Kubier  hat  in  seinen  Ableitungen  einen  Bechnongsfehler 
gemacht;  ohne  denselben  wäre  die  von  ihm  mitgeteilte  Formel  nicht 
zustande  gekommen.  Das  Vorhandensein  dieses  Bechnungsfehlers 
läfst  sich  auf  folgende  Weise  zeigen: 

Da  die  Integration  der  Differentialgleichung  (1)  auf  Seite  309  des 
E  übler  sehen  Aufsatzes 

sin  tpdfp  ==  n^  (f  —  y)  dy 

folgende  allgemeine  Lösung  hat 

(7'-co8  9  =  n»(/-y-iy*),' 
oder  mit 

C'  =  l-C 

l-co8  9)  =  y(2/-y-»>)  +  (7, 

so  können  aus  ihr  durcli  entsprechende  Wahl  von  C  ebutische  Linien 
von  beliebigem  Pfeile  abgeleitet  werden.  Sind  z.B.  tp  =  0  und  y^^y^ 
zusammengehörige  Werte,  so  ist 

Es  ist  also  der  zu  diesem  C  gehörige  Pfeil 

Aber  es  ist  wohl  zu  beachten,  dafs  eine  Änderung  des 
Pfeiles  der  elastischen  Linie  eine  Änderung  der  in  Figur  2 
des  Eüblerschen  Aufsatzes  angegebenen  Gröfse  Aa  zur 
Folge  hat. 

Aus  der  noch  ganz  allgemeinen  Gleichung 

1  -  C0S9  =  y  (2/'y  -  y'  +  ^ 
folgt  ' 

sin9  =  n]/^?  +  2/-y-ly«yi-^;(?^?+2/'y-y«). 
Setzt  man,  wie  Herr  Kubier  es  thut, 


gleich  dem  konstanten  Eorrektionsglied  y Gorr. ,  so  ist 

sin  9  =  n  •  yCorr.  •  1/— f  +  2fy  —  y\ 

Jetzt  mufs  zwischen  zwei  Fällen  unterschieden   werden 
l)  die  achsiale  Zusammenpressung  €Q==n*i^  soll  berücksichtigt  werden. 
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2)    die    acbsiale    Zusaminenpressimg    ^o-^'^'    boU    vemacUäsBigt 
werden. 
Im  Falle  1)  hat  man 


wontu  sich  ergiebt 

-—==M==^nil-e,)Yc:^.ds 

and  hieraas  erhalt  mau  durch  Integration,  wenn  noch 


gesetzt  wird, 

^—^  =  Ä  .  cos[n(l  -  €^)yCÖTT. .  s]  -yi-Ä^Bm[n(l-EQ)YCÖrr.s] . 

Es  sind  aber  zusammengehörig 

5  —  0     und     y^y^^f-^f^ 
also  ist 

und  man  hat 

(I)  y  =  /'-r.co8[n(l  -OV^CÖir!.«!. 

Im  Falle  2)  hat  num,  weil  Bq  gleich  Null  anzunehmen  ist^ 

(II)  y  =^f  -'f  '  cös  [w  yCorr.  •  s] . 
Nun  hat  Herr  Kühler  im  FaUe  1) 

r=f 

gewählt,    abo    ist    die   Gleichung    der    elastischen   Linie   bei   Berück- 
sichtigung der  achsialen  Zusammenpressung 

(!•)  y  =  /*{!  -  cos[n(l  -  £o)yC^  '  s]]  . 

l 
Damit  aber  für  5  =  -  -  auch  wirklich  y  =  /*  sei,  mufs 

n(l  —  £o)  l/Corr.  -  =  I 
sein,  oder  weil 

ist,  so  mufs 

sein. 
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Diese  Oleichung  zeigt,  dafs  bei  Berücksichtigung  der 
achsialen  Zasammenpressung  und  des  Eorrektionsgliedes 
yCorr.  die  gefährliche  Druckkraft  denselben  Wert  hat  wie 
die  Eulersohe  Kniokkraft  für  einen  Stab,  dessen  freie  Länge 
nicht  l  sonderii  nur 

ist;  vorausgesetzt  natürlich,  dafs  der  ganze  Vorgang  inner- 
halb der  Elastizitätsgrenze  bleibt.  Da  ]/Gorr.  eine  Funktion  des 
gewählten  Pfeiles  f  ist,  so  ist  obiger  Wert  für  P  von  f  abhängig,  d.  h- 
dieser  Wert  von  P  ist  diejenige  Druckkraft,  welche  den  Stab 
in  der  gewählten  Durchbiegung  f  zu  erhalten  vermag.  Ist  P 
gröfser  als  obiger  Wert,  so  wächst  die  Durchbiegung  über 
das  gewählte  f  hinaus. 

Für  diese  elastische  Linie  berechnet  sich  nun  die  Gböise  Aa  der 
Bewegung  des  Stabendes  nach  dem  Verfahren,  das  Herr  Eübler  auf 
Seite  324  seines  Aufsatzes  anwendet,  wie  folgt: 

Die  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichung  (1)  lautete 

1  -  cos  9  =  ^  {2fy  -  y«  +  ?^ . 

Nun  ist  hier 

^  ds  dx 

i-co''y°5^-(i-od«> 

denn  es  wird  ja  hier  die  achsiale  Zasammenpressung  berücksichtigt 
Bei  Yemachlassignng  kleiner  Grölsen  höherer  Ordnung  wird  aber 

ds  dx  d»       dx 


ds       (1       e^)d8       ds       ds         « 

d{s-^x) 
-       ds            ^0 

' 

d(Aa) 
""     ds          ^0' 

also  ist 

^^-'.^'ii^fy-o'^'^ 

woraus 

Hier  ist  aber  (7  =  0  und  y  =  /*{  1  —  cos[n(l  —  b^Ycott  •  s\ }    und 
aufaerdem  w(l  —  f  Jj/corr '  o  =  Y'  ®^  ^^  ^®  Litegration  ergiebt 


2     '    "  '    8        "  '  2     '        '     8 
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Es  sind  ako  bei  Berücksichtigimg  der  achsialeii  Zusammenpressung 


der  Pfeil  f  und  die  Einwärtsbewegung  Aa  =  n^i^^  +  w*/^^  des  Stab 


endes  zusammengehörig. 

Geht  man  jetzt  zum 
Fall  2)  über,  bei  welchem  e^  vemachHLssigt  wird,  so  ist  die  Gleichung 
der  betreffenden  elastischen  Linie 

(ü')  y  =  f  —  f  cosLwj/corr  -  s], 

und   damit  für  5=0  auch  wirklich  y  =  /*  sei,  mufs 

t/ ^       * 

n  •  ycorr-  =  —     sem. 

Vorderhand    möge    hier    der  Wert    noch    unentschieden    bleiben, 
welcher  dem  Pfeil  f  zu  geben  ist. 
In  der  allgemeinen  Gleichung 


1  -  C0S9  =  Y(^fy  -  »*  +  J^ 


ist  jetzt,  weü  die  Zusammenpressung  yemachlässigt  wird. 


-  da       dx       d(8  —  x)       d(A'ä) 

1  —  C08W  =  -j j-=  -^  j =  -^ — - 

^       ds       ds  ds  ds 


£s  ist  also 


d(A'a) 
ds 


='4{^ry-y+'^.- 


woraus 


£ 
2 


A'a^C^+ß(2fy-y>)ds. 

0 

Nun  ist  hier  y  =  f—  f  cos  [n)/corr  •  s\   und   aulserdem  wj/corr 
=:  ^,  so  dafs  die  Integration  ergiebt 

und  w^eil  f  =1//"*  H — ^  ist,  so  ist 

also  liat  man 

£s  sind  also  bei  Vernachlässigung  der  achsialen  Zusammenpressung 
der  Pfeü  f^  und  die  Einwärtsbewegung  A'a  =  n^f*-  des  Stabendes 
zosammengehörig. 
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Herr  Eübler  erwähnt  nun  ausdrücklich  auf  Seite  310;  dab  die 
elastische  Linie  bei  Berücksichtigung  der  achsialen  Zusammenpressimg 
und  diejenige  bei  Vernachlässigung  dieser  dieselben  Endpunkte  haben 
sollen^  es  soll  also  ffir  diese  beiden  Linien  Aa  denselben  Wert  haben, 
d  h.  es  soll  A'a  =  Aa  sein.  Setzt  man  die  entsprechenden  Werte  ein, 
so  erhält  man  die  Gleichung 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  dafs 

f  =  ]/*<«+/«     sein  muTs. 
Die  pressungslose  elastische  Linie  des  Herrn  Eübler  hat  aber  den  Pfeil 

also  ist  für  dieselbe 

A"a  =  nY"»|  =  n^i?\  +  n^p\  <  Aa. 

Es  ist  somit  in  der  Figur  2  die  gestrichelte  Linie  ver- 
zeichnet, sie  hat  in  Wirklichkeit  nicht  dieselben  Endpunkte, 
welche  die  ausgezogene  Linie  hat;  damit  werden  alle  Folgerungen 
.hinfällig,  welche  Herr  Eübler  aus  der  Vergleichung  der  zwei  Linien 
unter  der  Voraussetzung  zieht,  dafs  sie  dieselben  Endpunkte  haben. 

Nachdem  nachgewiesen  ist,  dafs  ein  Bechnungsfehler  yorhanden 
ist,  soll  noch  gezeigt  werden,  wo  derselbe  gemacht  wurde. 

Auf  Seite  309  setzt  Herr  Eübler 

^  ds       dx 

^  -  "^"P  =  dS  -  ds 
und  nicht     • 

^  ds  dx 

1  —  cos  g?  =  j t: r-j-  , 

^  da  (1  —  «o)^« 
also  handelt  es  sich  um  die  pressungslose  elastische  Linie;  bei 
dieser  besteht  aber  der  Weg  d(Aa),  den  bei  der  Deformation  die 
Druckkraft  P  zurücklegt,  einzig  und  allein  aus  der  Zusammendrücknng, 
welche  der  Stab  durch  die  Biegung  vom  Momente  M=^  P(f—f 
erfährt,  und  nicht  auch  gleichzeitig  aus  der  Verkürzung  n^i^ds  des 
Stabes  vom  Drucke  P  selbst,  denn  diese  wird  ja  gerade  bei  der  prBS- 
sungslosen  elastischen  Linie  vernachlässigt.  Herr  Eübler  kombiniert 
also  zwei  Sachen,  die  nicht  zusammen  gehören,  und  bant  anf 
dieser  falschen  Grundlage  alles  folgende  auf.  Hätte  Herr 
Eübler  diesen  Fehler  nicht  gemacht,  so  wäre  er,  wie  im  Vorstehenden 
gezeigt  wurde,  auf  die  Eulersche  Gleichung 
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gekommen,  in  welcher  als  freie  Länge  L  nicht  die  natürliche  Stab- 
länge l  sondern  die  reduzierte  Länge  2(1  —  B^yöorr,  zu  nehmen  ist. 
Nan  versteht  man  unter  »yKnickkraft**  diejenige  Druckkraft, 
unter  welcher  der  Stab  in  keiner  ihm  künstlich  erteilten 
Durchbiegung  verbleiben  kann,  also  immer  wieder  gerade 
wird.^)  Der  „Knickkraft"  entspricht  also  der  Pfeil  /*=0  bezw. 
/"  =  0,  so  daüs  bei  Ermittelung  der  „Knickkraft"  C  ==  0  und  y  =  0 
zu  nehmen  sind;  dadurch  erhält  der  Faktor 


und  mit  ihm  der  Faktor  >/corr.  den  Wert  1.  Es  ist  also  bei  Berück- 
sichtigung der  achsialen  Zusammenpressung  die  ,,Knickkraft" 

ein  Resultat,  zu  dem  man  auch  ohne  lange  Ableitungen  gelangt  durch 
die  folgende  Überlegung,  welche  wegen  des  bei  konstantem  E  stets 
gültigen  Prinzipes  der  „Summation  der  Effekte"  zulässig  ist:  ein 
durch  P  gedrückter  Stab  wird  auf  alle  Falle  um  AI  ^^l  -  e^  gekürzt; 
falls  nun  eine  künstliche  Ausbiegung  hinzukommt  (was  ja  nicht  not- 
wendig der  Fall  ist),  so  kann  sich  der  Stab  wieder  gerade  richten, 
wenn  die  Druckkraft  P  den  zur  übrig  gebliebenen  freien  Länge  1(1  —  Sq) 
gehörigen  Wert  Pq  der  Eulerschen  Knickkrafk  hat. 

Herr  Baurat  Kühler  hat  in  der  „Zeitschrift  des  Vereins  deutscher 
Ingenieure"  vom  20.  April  dieses  Jahres  einen  weiteren  Artikel  über 
seine  Knickformel  veröffentlicht,  in  welchem  derselbe  Anschauungs- 
fehler vorhanden  ist,  wie  in  den  früheren  Veröffentlichungen,  so  dafs 
vorliegende  Bemerkungen  auch  auf  den  neuen  Aufsatz  sich  beziehen. 


1)  Näheres  hierüber  ist  in  einem  Anfsatze  mitgeteilt,  den  ich  im  Zentral- 
blatte der  Bau  Verwaltung  vom  15.  Mai  1901  zur  Veröffentlichung  gebracht 
habe.  Die  in  jenem  Aufsatze  mitgeteilten  Resultate  sind  mit  Hilfe  der  Ampli- 
tudenfonktionen  gefunden  worden. 
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Bemerkungen  zn  dem  Beitrag  znr  Enick-Elastizität  nnd 
-Festigkeit  von  Banrat  J.  Kubier  Bd.  45,  S.  307—332. 

Von  Prof.  Dr.  L.  Pilgbim  in  Cannstatt. 

Es  ist,  besonders  bei  den  stark  federnden  Stäben,  zn  beachten, 
daCs  die  Kraft  P  nicht  in  der  Bichtong  'der  ellusidschen  Linie  wirkt, 
die  spezifische  Znsammendrückung  ist  daher  nicht  Eq  =  P/EF,  sondern 
PcoBg>/EF]  damit  erhält  man  für  den  Krümmungshalbmesser 

Hieraus  folgt,  wenn  man  annimmt,  dafs  der  Stab  in  der  Mitte 
die  Richtung  der  Kraft  P  hat  und  dafs  daselbst  y  »  0  sei, 

1  -  cos  9  —  -  n^"*sinV  =  Y  (2/V  —  y*).  (2) 

In  der  Küblerschen  Abhandlung  ist  in  der  Formel  (2),  S.  309, 
die  Integrationskonstante  nH^  hinzugefügt  und  dies  durch  die  Gleichung 

1  -  C0S9  =  ^^J^  (3) 

begründet  worden.  Fälschlich  wurde  dabei  angenommen,  dafs  hier  s 
sich  auf  den  ursprünglichen  Zustand  beziehe  und  x  auf  den  durch 
äufsere  Kräfte  veränderten  und  dann  d(s  —  x)/dx  =  n*i*  =  P/EF  ge- 
setzt. Es  ist  aber  zu  beachten,  dals  s  in  der  Formel  (3)  sich  auf  den- 
selben Zustand  bezieht,  auf  den  sich  q>  bezieht,  also  auf  den  durch 
Kräfte  veränderten.  Ist  ds^  ein  Element  der  ursprüglichen  elastischen 
Linie,  so  wird  das  entsprechende  der  veränderten 

ds  =  d5o(l  —  ^^^^V)  =  ^5o(l  ""  n^i^cos  9>) , 

somit 

dx  1  dx 

cos  ©  =  -=—  = j-;; —— 

^       ds       1 — n't'cosqp    ds^ 
oder 

cos  9>  —  n*i*cos*  ^  =  ^r— .  (4) 
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08  folgt 


uSq 


(5) 


>ie  Rechnimg  wird  am  einfachsten;  wenn  man 

y  =  f(l  —  cos-^) 

Dann  wird  mit  n*i*  =  F/EF  =  b^  nnd  \  nf=h  nach  (2) 

2  —  2  cos  9  —  £q(1 —  cos*  g))  =  4  Ä*  sin*  d- 
ich  (5) 


sm  9>  —  £o  sm  9>  cos  9>  =  —  t —  sm  ^. 


n  d«« 


US  (7)  folgt 


«0  cos  9>  =  1  —  ^(1  —  f^)*  +  4£Qi;*sin*'ö' 


^  8Co*'  sin«  ^  (1  —  ib*  sin«  ^) 


Cq'  sin'qp 


(6) 


(7) 
(8) 


(9) 


(10) 


ie  Einsetzung  in  (8)  ergiebt: 


d^ 


2ny    (1  —  ifc* Bin» Ö')[(l  —  c,)»  +  4 «o A:» sin» «■]  ' 


(11) 


ttels  Beihenentwickelung  bis  zur  4.  Potenz   von  Bq  erhalt*  man 

'^oTl-y^^^[^-^o^*^^'»a  +  )eo  +  H+H^        (12) 

*  sin*  #  (3 + ««0  +  W  *o)  -  ej*'8in«*(10  +  65 «o)  +  35« JÄ'sin**]. 
an  das  elliptische  Integral  erster  Art, 


/ 


d« 


|/l— Ä^Bin»«- 


f^rj=-F{») 


jenige  2.  Art^ 


^htet  man,  dafs 

y*     sin»«-  1    r    sin»— «^      ,^         1    /*  , 


and 


+ 


Tsin»  ^yi-Jfc*sin«^dO^ ;^  sin" -i^ cos ^^1  -  Jk^sin^-Ö- 


24* 


issen  wird,  1 
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BO  folgt  aus  (12),  wenn  Sg  von  der  Stabmitte  im  gemessen  ^ 

» yr^  ■  s„  -  F(»)  -  [F(i)  -  i-(»)i(«,  + !  =ä + i  «ä  +  ■  'S)        j 


-  <Jt'  [2M(»)  -  F(»)  -  Bis  »  cos  »  yi  - 

+  V«!  -!«.''(*  + 29«.) +  8ää'i-'] 
+  leJt'[F(»)-E(»)-3i'>m'frco«»l/l-*"»m'»](2  +  5(-6ji') 
-  f;fc*8m»#C0B0>'l  -k*ain*&{2  -  öi'sin*»).  (13l 

Ea  wird  y  =  /',  wenn  ff  =  {J  +  n)n  gesetzt  wird.  In  der  Regel 
kommt  nur  fr=  ^  in  Betracht.  Dann  wird,  wenn,  wie  üblich,  Fi-j  =  E 
nnd  Ei   \  =^  £  gesetzt  wird; 

yIT^  -  K+  (K  -  E)[lg(l  -  f,)+  if>F(2  +  5t,  -6f,i')] 
-  f«*'(2E  -  X)[l  +  u  j,  +  Jit;  -  ä  !.i'(8  +  29e.  -  24t.i-')]        (14) 
Für  A:  =  0,  also  auch  f=0  wird  K  =  E  =  ",  somit 


Bezeichnet  man  der 
»■  -  P/EJ, 


Vi-', 
entsprechenden  Wert  von  P  mit  P,,  so  wird,  da 


"(1 


t'EJ 


(15) 

Dieser  Wert  entspricht  der  Eulereclien  Kiiickkraft,  wenn  man  die 
Zuaamraendriiok barkeit  der  elaatiaclien  Linie  berücksichtigt  Herr 
Kriemler,  der  in  den  vorhergehenden  Bemerkungen  die  schiefe  Lage 
Ton  P  gegen  den  Stabqiieraehnitt  nicht  berilcksiclitigt,  erhült  (1  —  6g)* 
statt  (1  —  £g)  im  Nenner, 

Eine  Ausbiegung  tritt  erst  ein,  wenn  P>  Pq  ist;  alsdann  ist 


vr^.-m 


(161 

Ist  fg  =  0 ,  HO  kann  aus  einer  Tafel  der  elliptischen  Funktionen  (z.  B. 
Hoüel,  Recueil  de  fomiules  et  de  tables  numÖriques,  Paris,  1866)  k 
direkt  gefunden  werden;  dann  wird 

/■_2ft_  '■■_2   ,-,/P, 
J^nt-K^^''  V   P" 

Dieser  Fall  wurde  schon  1880  von  Saalschutz  erschöpfend  behandelt.*) 


1)  Sattlschiitz,  Prof.  Dr.  L.  Der  Lelaatete  Stab  unter  Einwirkung  einer  sei 
liehen  Kraft.  Auf  Grundlage  dea  strengen  AuBdrnckes  für  den  Knlmmunganidiu 
Leipzig  1880.    S.  1  —  31. 


j 
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Ist  £o  nicht  gleich  NuU,  so  ist  h  durch  allmähHche  Annäherung 
zu  bestimmen  und  sodann 


zu  setzen,  oder  fll  kann  direkt  mittels  Reihen  berechnet  werden. 

Mit  Bücksicht  auf  die  bekannten  Reihen  ftlr  E  und  E  erhält  man 

..    aus  (14) 

Y  P,-^  +  \V  "  (T=^)«  +  I2T4;  ^-s  — (HTT,)— - 

/l-8»6\»y^C    1  5  —  86^0  +  120g;  —  820  gg 
+  12.4.6;'^  '^  •  (l-O* 

,    /1.3.6-7\«jj  1    86  — 820ep  +  1344gJ  — 3684gJ  +  8960gJ  ..qn 

2 

Dieser  Ausdruck,  der  mit  Bq^O  gleich  —  E  wird,  entspricht  der  { I } 


des  Herrn  Kubier. 
Setzt  man 


)-.  -  -5  (VI  -  1)  -  "'  (19) 


BO  wird 

u  =  v  +  2t;"  +  öv«  +  14t;*  +  421;*^  H 

"^'^  (1-o-L^^i«'^  (i-4g,)(i-g,)^^^    J- 

Hieraus  erhält  man,  indem  man  zunächst 

setzt,  nach  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten,  wenn  aj  ver- 
nacUässigt  wird: 

-g(l  +  60e„  +  96fS)],  .  (20) 

somit  nach  (17) 

-  ^  (9  +  48«o  -  55  68«»)  -  ^^2b  +  1224  b,  -  1152«»)  +  •■•].  (21) 

Für  f  =  1,7487  und  «„  -  0  erhält  man  hieraus  ^  =0,40284,  während 
Saalschfltz  S.  31,  0,8063  •  .^  angiebt. 


{  ämii'eeStnf  W  ^c^'fläB^^ 


Ist  «0  =  0,  80  wird 


'^'*  +  !y+? 


(22) 


^:^/i/^^['- 


_^™^^.-|^  (23) 

worin  v  =  ^  (]/^  -  l)  zn  setzen  ist  (vergl.  (19)). 

Der  Wert  der  [     ]  in  Formel  (21)  schwankt,  bo  lauge  P/Pq  nicht 
sehr  grofe  ist,  zwischen  engen  Grenzen,   wie  ans  der  folgenden  Tafel, 


in  welche  aach  noch  die  Werte   von  {- 
sind,  hervorgeht. 

Tafel  1. 


aufgenommen 


-arcBini 

-¥ 

^/r. 

' 

t] 

,. 

2a/, 

,  —  3« 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

0,1 

0,1564 

1,013 

0,0062 

0,9992 

0,099 

0,975 

0,025 

0,2 

0,3090 

1,061 

0,0240 

0,9970 

0,192 

0,903 

0,097 

0,3 

0,4540 

1,120 

0,0522 

0,9933 

0,273 

0,788 

0,212 

0,4 

0,5878 

1,229 

0,0884 

0,9886 

0,338 

0,636 

0,364 

0,5 

0,7071 

1,393 

0,1294 

0,9829 

0,381 

0,457 

0,543 

0,6 

0,8090 

1,643 

0,1716 

0,9768 

0,402 

0,260 

0,740 

0,7 

0,8910 

2,040 

0,2099 

0,9725 

0,397 

0,054 

0,946 

0,75 

0,9239 

2,334 

0,2260 

0,9714 

0,385 

-0,049 

1,049 

0,8 

0,9511 

2,739 

0,2391 

0,9725 

0,366 

-  0,163 

1,163 

0,8874 

0,9844 

4,000 

0,25 

0,9842 

0,313 

-0,337 

1,337 

0,9 

0,9877 

4,295 

0,2497 

0,9884 

0,303 

-0,365 

1,365 

0,96 

0,9969 

6,278 

0,2398 

1,0181 

0,253 

-0,487 

1,487 

0,99 

0,9999 

12,44 

0,2031 

1,1092 

0,180 

-  0,639 

1,639 

0,999 

1,0000 

24,93 

0,1602 

1,349 

0,128 

-0,745 

1,745 

0,9999 

1,0000 

41,68 

0,1309 

1,382 

0,099 

-0,901 

1,901 

1 

1,0000 

oo 

0 

■  oo 

0 

-1,00 

2,000 

Setzt  man 

[  =  1,2555/71-1, 
SO  ist,  80  lange  P/Po<  5,  der  Fehler  <  1,43%. 


(24) 


J 
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Ist  P/Po  >  5,  so  liefert  (17)  mit  ft  =  1,  also  f  =  |  j/J^  -  ^o) 
sehr  genaue  Resultate.^) 

Die  Richtung  der  elastischen  Linie  im  Angriffspunkt  von  P  folgt 

aus  (7)  mit  ^  ^  -ä-    Bezeichnet  man  den  entsprechenden  Wert  von  9> 
mit  a,  so  wird 

"  '~^'       '^^'^^^''^'^^^^  (25) 


81112  = 

■y- 

+  *.+y(i-».r 

2*. 

+  4a. 

• 

Die 

Beihenentwickelnng 

liefert 

sm2  = 

Vi-.,L 

1           »0 

»(1- 

SS 
16(1 

also  f&r 

fo  =  0: 

sm  -  =  Ä . 

Die  erste  Spalte  der  Tafel  I  giebt  somit  ya  in  Bruchteilen  des  Qua- 
dranten an. 

Zur  Bestimmung  der  Sehne  2  a  der  elastischen  Linie  des  Stabes 

hat  man 

dx       ds  dSa  /<  \ 


dB. 


-  55  (1  -  y(l-fo)*  +  4«oÄ*8iii»d)  V(l  -  «o)*  +  4*0*»  sin» » 

~4-  ,       ^  (l  -  y(l  -  O'  +  4eok'  ain' ») 

2»»Vl— Jfc'Bm'»^         '^  oy     I       0  / 

V[l  +  y(T^::"«<ön^"^*"B5"» "*]»  -  6» .  (27) 

Entwickelt  man  in  Reihen  bis  znr  4.  Potenz  von  Sq,  so  wird 

j*  =  V^-*»(2yi-fe»8in'» — ,       ^         [1  +  )k»  sin»» (f»  +  |fj  -  J-rf) 

+  *»  sin*  »  (i«g  +  V*5)  +  |«S*'  sin« #] } .  (28) 

Die  Integration  ergiebt 

-^==ä=  =  2  £(d)  -  F(»)  +  I  «»*»(1  +  I  «0  -  2*0**) 


[2i?(*)  -  J'(d)  -  8indco8dyi-*»sin»d]  -  [F{»)  -  i;(d)] 
[-  lg  (1  -  fo)  +  ^«J**]  +  J«J**  sin»  d  cos  d  1/1 -t» sin*«' .    (29) 


1)  Noch  genauer 
vo  «  «.  8,71888  .  .  . 


1  /  ir|/f7^ -»«.+»..« 
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Die  halbe  Sehne  a  folgt  alsdann  aus 


na 


=  (2E  -  K)[l  +  J  *»*»(!  +  ;  fo  -  2*0*0] 


'•  _  (K  _  E)  [-  lg(l  -  B,)  +  f,*S^•«].  (30) 

Zur  Bestimmmig  der  Verkürzung  ergiebt  sich 

+  (2E - K)[fo - f»A»(l  +  2fo  +  y f«)  +  »-£»Ä*(4  +  Ibe,) -S^n   (31) 

Dividiert  man  (29)  durch  (14),  so  ergiebt  sich,  wenn  «J  yemacli- 
lässigt  wird, 

^'-2('-i)+ 4(1-1)'+ (in 

-<(4-i)('-l)*+*'(4-')']-       c' 

Durch  Reihenentwickelung  erhält  man 


'-2«^,    .  ^.Li^^^ 


{ 


1     ,»41  -  266  gp  +  676  sj  +  1024 gg  +  5248  sj 
"^  1024  '^  (1  -  e^y  "^ 


(33^ 


Herr  Kubier  giebt  für  {l-2a)/l  den  Wert  t»  an,   Herr  Kriemler 
den  etwas  genaueren  Sq  +  h^. 

Die  Ton  ersterem  auf  S.  323  angegebenen  Werte   weichen  daher 
für  grofse  Werte  von  k  von  den  genauen  erheblich  ab. 

Setzt  man  k^  an  die  Stelle  des  Eüblerschen  Ausdrucks  Y(2iHD) 
so   wird,   wenn  Bq  =  0,  -j-  =  — ^n —  för 


l 


21 


*«  = 


nach  Eübler 
genau 
f'l  genau 


0,02 


0,1 


0,2 


0,01 
0,0099 


0,06 
0,0607 


0,08961,0,1961 


0,1 

0,1028 

0,2695 


0,3 


0,16 

0,1567 

0,3196 


0,4 


0,2 

0,2128 

0,3658 


0,5 


0,25 

0,2715 

0,3814 


0,6 


0,3 

0,3340 

0,3974 


0,7 


0,86 

0,4017 

0,4032 


0,8 


0,4777 


0,9 


0,5714 


0,3968,0,8680 


Die  beiden  Stabenden  berühren  sich  (2a  =  0),  wenn  K  =  2E. 
Dies  tritt  ein  für  k^  =  0,8261 ;  alsdann  wird  f/l  =  0,3916  und  P = Po  •  2,184. 
Herr  Kühler  giebt  fttr  diesen  FaU  f/l  =  0,384  an  (Taf.  DJ  Fig.  6). 

Mit  Bücksicht  auf  (19)  erhalt  man 

bzl^  =  ,^  +  4v  ^^-^,--^^[1  +  1(1-  12.0  -  1204) 
+  5  (5  -  12^0  +  264«2)  +  g(27  -  57  .«  -  90«J)  +  •••],  (34) 

wot,=  -^(]/J-l)i8t. 


Von  L.  PiLOBui.  369 

Für  grofse  ^jV^  erhält  man,  wenn  man  die  Beziehungen  zwischen 
E  imd  E  for  grobe  %  beachtet: 

■'-^°=2-iv$+'.+<jei/5-i-5).    w 

Die  [    ]  der  Formel  (34)  ist  also  fÖr  grofse  TIT^  divergent.  — 

Auf  Grund  der  hier  entwickelten  Formeln  ergeben  sich  für  die 
entstehenden  iSpaitntiii^en  Resultate,  die  von  den  Eüblerschen  erheblich 
abweichen.  Da  (bei  vollkommener  Ausführung)  /* »  0  ist,  so  lange 
'P<'P^  aus  (15),  so  ist  für  diesen  Fall  die  Druckbelastung  P  =  F^j 
wo  6  die  entstehende  Druckspannung  ist.  •  Erst,  wenn  <^^>  Pq  oder 

Vi  >  %  YeJ^  ist,  kommt  die  Formel 

6F^P[\  +  '-l)  (36) 

zur  Anwendung  (bei  Gufseisen  ev.  fi'F^  P(^—  Ij,  wo  fi'  die  Zug- 
spannung ist).    Setzt  man,  so  lange  P  <  5  P^  ist,  im  Anschlufs  an  (21) 


80  folgt,  wenn  zur  Abkürzung 


~  4«  c  U      ^    IV 


und  ^  =  -T  ~i p — ^  gesetzt  wird  {z  ist  hier  stets  <  0,07) : 

^^[l  +  3r^a(l  +  a»)]  =  2aHa*  +  2ir»(l  +  3a«)-4a;?«  +  jp*,    (38) 

woraus  P  durch  allmähliche  Aimäherung  bestimmt  werden  kann. 
Weniger  genau  ist 

Diese  Formel  kann  angewandt  werden,  so  lange  Ije  <  14iE/6  ist; 
sie  weicht,  so  lange  le/eE  klein  ist,  nur  wenig  von  der  Eüblerschen 
(25)  S.  322  ab,  wenn  dort  Jq  =  0,5  gesetzt  wird. 

Bei  stark  federnden  Stäben  kann,  wenn  P>4Po  ist,  nach  (17) 
fjl  =»  —  yp^/P  gesetzt  werden,  alsdann  erhält  man  aus  (36) 


•1  /  ^  «t 


P  =  iF«.|.».(l-iJl  +  ...).  (40) 

Diese  Formel    gilt  nur,   wenn    l/e  >  4inE/6,     Für  l/e  =  4i7iE/0 
weichen  (39)  und  (40)  kaum  von  einander  ab.  — 
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Entgegnung. 

Von  Baurat  J.  Eübleb  in  Erslingen. 

Anf  die  beiden  vorstellenden  Bemerkungen  einzugehen  wäre 
zwecklos,  weil  sie  das  eigentliche  Wesen  meiner  Theorie  der  Knick- 
festigkeit gar  nicht  berühren.  Dagegen  will  ich  nichts  unversucht 
lassen,  was  zum  leichteren  Verständnis  dieses  schwierigen  Kapitels 
beitragen  kann. 

Unter  Festhaltung  meiner  bisherigen  Bezeichnung  bitte  ich  des- 
halb, mit  mir  die  folgende  Betrachtung  anzustellen: 

Man  erteile  dem  ursprünglich  geraden  und  elastischen  Stab  künstlieh 
eine  derartige  Biegung,  dafs  seine  Mittellinie  mit  der  in  meiner 
früheren  Figur  gestrichelt  angegebenen  Linie  zusammenfällt  Das  ge- 
schieht durch  ein  Moment  Jüf'  -  P(>/2i*  +  /'  -  y')  =  P|/2i»+/^co8  nsY, 
welches  in  der  Stabmitte  am  gröfsten  ist  =  P]/2i*  +  /^  und  gegen  die 
Stabenden  hin  nach  dem  Gesetz  Pv^2  i^  4-/*^  cos  nsF  abnimmt  bis  zu 
Null.  Die  Gleichung  dieser  gestrichelten  Linie  ist  y'==y2i*+/^(l — cosnsF) 

und  stellt  also  einen  Bogen  Adir  vom  Pfeil  f  =  >/2iM-7*  ^^^  der  Sehne 
2  a,  die  kleiner  ist  als  die  Stablänge  2. 

Hält  man  nun  in  diesem  künstlich  herbeigeführten  Zustand  des 
Stabes  die  beiden  Stabenden  derart  fest,  dafs  dortselbst  —  entsprechend 
der  Voraussetzung  der  freien  Knick^mge  l  —  keinerlei  Momente  auf- 
treten können,  wohl  aber  die  Bogensehne  2  a  unabänderlich  erhalten 
bleibt  und  überläfst,  nach  diesen  Vorkehrungen,  den  Stab  nun  ganz 
sich  selbst,  so  wird  er  in  dem  Bestreben,  in  seine  ursprünglich  gerade 
und  spannungslose  Lage  wieder  zurückzukehren,  gehindert,  weil  ehen 
seine  Enden  nicht  ausweichen  koimen.  Infolge  dessen  wird  d^  Stab 
sich  gegen  die  Widerlager  stemmen,  welche  durch  die  Konstanz  der 
Sehne  2a  hervorgerufen  worden  sind;  dadurch  erhält  der  Stab  aber 
Druck,  seine  Länge  wird  also  kürzer,  und  er  nimmt  bei  gleichbleibender 
Sehne  2  a  deshalb  eine  kleinere  Pfeilhöhe  f  an. 

Wie  klein  auch  immer  dieser  Pfeil  f  sein  möge,  so  ist  also  der 
Stab   in   diesem   Zustand   im   allgemeinen   ein   elastischer    Bogen  mit 
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Eämpfergelenken  von  der  Stützweite  2  a  und  der  Pfeilhohe  f,  die  im 
besonderen  Fall  auch  Null  sein  kann.  Durch  sorgsamstes  Femhalten 
aller  Zufälligkeiten  nämlich  und  wenn  es  insbesondere  möglich  wäre,  einen 
Stab  so  herzustellen,  da&  seine  Mittellinie  eine  mathematische  Oerade 
und  diese  Gerade  zugleich  vollkommene  Symmetrieachse  wäre  inbezug 
auf  die  Beschaffenheit  des  Stabes  und  seiner  Belastung  —  konnte  eine 
Bi^rang  möglicherweise  femgehalten  werden;  aber  dieser  Gleichgewichts- 
zustand des  Stabes  wäre  nur  ein  labUer  und  würde  beim  geringfügigsten 
Anla(s  übergehen  müssen  in  den  stabilen  Gleichgewichtszustand.  Da 
in  den  Aufgaben  der  Praxis  immer  nur  mit  dem  letzteren, zu  rechnen 
ist,  80  ist  also  eine  Biegung,  wenn  auch  noch  so  klein,  im  Allgemeinen 
anzunehmen. 

Wer  nun  mit  dem  elastischen  Bogen  vertraut  ist,  wird  sich  über- 
zeugen, dafs  der  Stab,  wie  wir  ihn  zuletzt  verlassen  haben,  sich  genau 
in  dem  Zustand  des  zentrisch  mit  P  gedrückten  Stabes  von  der  freien 
Enicklange  l  befindet,  welchen  Zustand  ich  in  meiner  früheren  Figur 
mit  OMsgeeogener  Linie  dargestellt  habe.  Denn  in  diesem  Zustand  wird 
der  Stab  zentrisch  gedrückt  mit  P  und  gebogen  mit  dem  Moment 
M=^  P(f— y) '^  Pf  cos  nsV,  und  seine  Mittellinie  hat  die  Gleichung 
y  =  /*(!  — cos  nsF).  Femer  wird,  wer  mit  dem  elastischen  Bogen 
Tertrant  ist,  aus  obiger  Betrachtung  erkennen,  dafs,  wenn  in  Gleichung 

y'=y2i*  +  /'(l  —  cos  nsF)  an  die  Stelle  von  y'  die  Ordinate  y  der 
gedrückten  Stabmittellinie,  d.  i.  also: 

y=>/2  *«  +  /*(!  —  cos  nsF) 

gesetzt  wird,  dafs  damit  auch  die  eigentliche  Druckspannung  in  die 
Gleichung  der  deformierten  Stabmittellinie  aufgenommen  worden  ist 
und  dafs  man  dadurch  erst  die  hier  allein  giltige  statische  Gleichung 
erhalten  hat.     Und  dies  ist  eben  der  Kern  der  Sache  I 

Bis  jetzt  ging  man  irrtümlich  davon  aus,  dafs  die  geometrische 
Gleichung  y  =»/'(l  —  co&  nsV)  der  gedrückten  StabmitteUinie  auch  die 
statische  Gleichung  sei;  damit  kommt  man  aber  auf  die  Eulersche  Formel^ 
die  deshalb  auch  und  gerade  für  die  in  der  Praxis  gewöhnlich  vorkommen- 
den Fälle  widersinnige  Resultate  liefert.  Die  statische  Gleichung  kann 
aber  nur  insolange  mit  der  geometrischen  übereinstimmen,  als  die 
Mittellinie  spannungslos  (neutral)  ist;  denn  sonst  müiste  ja  diese 
Gleichung  dieselbe  sein,  ob  die  Mittellinie  eine  derartige  Spannung 
batte  oder  nicht,  was  doch  offenbar  nicht  möglich  ist. 
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über  das  Brnnssclie  Eikonal. 

Von  F.  Klein  in  ööttingen. 

Im  21.  Bande  der  math.  phys.  Abhandlungen  der  Egl.  sächsischeii 
Gesellscliaft  der  Wissenschaften  (1895)  hat  Herr  Bruns  einen  be- 
merkenswerten Beitrag  znr  Strahlenoptik  veroffentliehty  in  welchem  er 
für  ein  beliebiges  optisches  Instroment  den  Verlauf  eines  das  Instrament 
durchdringenden  Lichtstrahles  mit  Hilfe  einer  Funktion  von  4  Ver- 
änderlichen darstellt,  die  er  als  Eikonal  bezeichnet.  Ich  reproduziere 
hier  seine  Grundformeln  in  freier  Weise.  Man  bezeichne  den  Ponkt^ 
in  welchem  der  den  Objektraum  durchsetzende  Teil  des  Lichtstrahles 
(wenn  notig  geradlinig  verlängert  gedacht)  die  XF-Ebene  des  ObjektFanms 
schneidet;  mit  %,  ri,  die  Biditungskosinus,  die  er  (im  Objektraom)  mit 
den  Eoordinatenaxen  bildet;  mit  p,  q,  r;  die  entsprechende  Bedentong 
soUen  S';  ri',  bez.  p',  q',  /  für  den  Bildraum  haben.  Dann  ist  das 
Eikonal  in  seiner  (hier  allein  in  Betracht  kommenden)  ursprünglichen 
Form  eine  Funktion  von  J,  rj,  J',  rj': 

vermöge  deren  sich  der  Verlauf  des  Lichtstrahls  im  Objektranm  mid 
Bildraum  mittelst  folgender  Formeln  darstellt: 


(1) 


unter  Cj  bez.  c   die  Xichtgeschwindigkeit  im  Objektraum  und  Bildraom 
verstanden.    Ich  werde  diese  Formeln  kurz  so  zusammenfassen: 

(2)  ^^-^  (P^5  +  ?d^)  +  ?  ipdl'  +  q'drf). 

Hiermit  wolle  man  nun  die  Entwickelungen  vergleichen,  die 
Hamilton  1824ff.  seinen  Untersuchungen  über  Strahlensysteme  zu 
Grunde   gelegt  hat.^)     Hamilton   beginnt   dort   damit,   den  Weg 


1)  Wegen  der  genaueren  Nachweise  vgl.  etwa  den  dritten  Band  de«  Poggen- 
dorffschen  Handwörterbuchs. 
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ein  Ingimment  durchdringenden  LichtstraUes  in  der  von  Johann 
Bernoulli  herrührenden,  heutzutage  allgemein  bekannten  Art  durch 
die  Forderung  eines  Minimaximums  festzulegen.  Es  sei  x,  y,  2  der 
Ausgangspunkt  des  Lichtstrahles  (im  Objektraum),  x\  y\  z  sein  End- 
punkt (im  Bildraum),  e,  c^  c^  . . . .,  c'  seien  die  Lichtgeschwindigkeiten 
in  den  successiven  Medien,  welche  der  Lichtstrahl  durchdringt,  ^Ij 
Al^  z/2|,  . . .,  AV  die  Weglangen,  die  er  in  diesen  Medien  beziehungs- 
weise zurQcklegt  Die  Festlegung  des  Lichtstrahles  erfolgt  dann 
dadurdi,  dais  man  verlangt,  es  solle  die  Summe: 


'V— 


bei  festgehaltenem  Anfangspunkt  und  Endpunkt  eine  verschwindende 
eiste  Variation  haben.  Soweit  Johann  Bernoulli.  Dtis  Neue  bei 
Hamilton  isty  dafs  er  die  Betrachtung  weiter  fortsetzt,  indem  er  vor- 
stehende Summe  nach  Festlegung  des  LiditstraJds  als  eine  Funktion  ihrer 
beiden  Endpunkte  betrachtet: 


•  I  I 

X  y  » 


xyM 

Dieses  Sl  ist  die  von  Hamilton  so  genannte  charakteristische 
Funktion  des  optischen  Instruments,  es  bedeutet  einfach  die  Zeit, 
welche  der  Lichtstrahl  gebraucht,  um  bei  einem  Durchgange  durch 
das  Instrument  von  Xy  y,  z  nach  x\  y\  z'  zu  kommen.  In  der  That 
ergiebt  sich,  dals  man  den  Gang  des  Lichtstrahls  durch  dieses  Sl 
in  einfEtchster  Weise  darstellen  kann;  man  hat  in  dieser  Beziehung  die 
Formeln: 


(4) 


dSl  ,        .     ,    dSt 


die  ich  wieder  in  eine  zusammenfassen  will: 

(5)     dÄ  =  -  i  ijpdx  +  qdy  +  rdz)  +  ~  (jp'dx  +  q'dy'  +  rdz'\ 

c  c 

Beiläufig    folgt    aus    (4),    dafs   Sl  den   beiden   partiellen  Differential- 
^eichungen  genügt: 


374  tiher  das  Bruns^Bche  EikonaJ. 

Die  Almlichkeit  der  solcherweise  mitgeteilten  Formeln  mit  des- 
jenigen von  Brnns  liegt  auf  der  Hand^  und  es  scheint  um  so  wichtiger^ 
den  Übergang  Ton  dem  einen  Formelsysteme  zum  anderen  anzagebeo, 
als  die  Eikonalformeln  bei  Brnns  selbst  zunächst  auf  sehr  umstancllichem 
Wege  —  durch  Heranziehung  der  Theorie  der  Berührongstraos- 
formationen  mit  Zugrundelegung  des  Malusschen  Satzes  —  an^esfedlt 
werden,  während  Hamiltons  Entwickelungen  aus  der  Definition  von 
Si,  sofort  folgen  und  an  Einfachheit  nichts  zu  wünschen  lassen.  Eboi 
dieser  Übergang  ist  denn  auch  der  Zweck  der  Torliegenden  kleinen 
Mitteilung. 

Man  nenne  einfach  den  Abstand,  den  der  Punkt  x,  y,  z  des 
Objektraums  Tom  Punkte  |,  i},  o  daselbst  besitzt,  Qj  ebenso  den 
Abstand  von  x\  y\  z   und  |',  17',  0    q\    Es  ist  dann 

1x^1^  + QP,  r»'  =  6'  +  Qp, 

y-v+Q^j  y'-n+Q'Qj 

Setzt  man  die  hier  sich  ergebenden  Werte  der  Differentiale 

dx  =  d^  +  p  '  dQ  -^-  Q  '  dp,  etc. 
in  (5)  ein,  so  kommt  nach  kürzester  Zwischenrechnung 

(8)  da  =  -  -^  (dQ  +  pd^  +  qdfi)  +  J  (dQ  +  p'dX  +  id^y 

Der  Vergleich   mit   (2)   gibt   daraufhin   (wenn   ich    die   etwaige  Inte- 
grationskonstante in  das  Eikonal  einrechne): 

(9)  ij  =  _|  +  ?:  +  i;. 

Daher:  Das  Eücanai  ist  gleich  der  charakteristischen  Funktion  ßr 
p  =  0,  p'  =  0;  dasselbe  bedeutet  einfach  die  Zeit,  welche  die  UM- 
bewegung  gebraucJU,  um  sich  enüang  dem  das  Instrument  durchdringeiideH 
Strahl  vom  Objektpunkte  |,  17,  0  zum  Büdpunkte  |',  fi',  0  fortzupflanien. 
—  Zugleich  ergiebt  sich,  dafs  sich,  bez.  inwieweit  sich  das  Eikonal 
vor  der  allgemeinen  charakteristischen  Funktion  durch  prinzipidle 
Einfachheit  auszeichnet.  Die  beiden  partiellen  Differentialgleichungen 
(6)  verwandeln  sich  nämlich  vermöge  der  Substitution  (7)  in  folgende: 

das  Eikonal  E  ist  also  seinerseits  nicht  weiter  an  irgend  welche  parU^- 
Differentialgleichung  gebunden. 
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Ich  kann  diese  kleine  Note  nicht  schliefsen^  ohne  nachdrücklich 
auf  das  ganz  besondere  Interesse  Ton  Hamiltons  Untersuchungen 
zur  Strahlenoptik  hinzuweisen.  Die  Methode  der  charakteristischen 
Funktion  fährt  ihn  einerseits  zur  weitgehenden  Behandlung  instrumenteller 
Fragen  (wobei  er  zahlreiche  Resultate  späterer  Autoren  anticipiert), 
andererseits  zur  Entdeckung  der  konischen  Refraktion  in  zweiachsigen 
Krystallen.  Aber  mehr  als  das,  sie  ist,  wie  ich  bereits  vor  10  Jahren 
in  einem  vor  der  Naturforschenrersammlung  in  Halle  gehaltenen 
Vortrage  ausführte^),  der  leider  nicht  die  allgemeine  Beachtung  ge- 
fanden hat;  die  ich  fär  ihn  in  Aussicht  nahm,  die  eigentliche  Wurzel 
von  Hamiltons  Entdeckungen  auf  dem  Gebiete  der  allgemeinen 
Dynamik!  In  den  Anmerkungen  zu  der  demnächst  in  Ostwalds 
Klassikern  erscheinenden  deutschen  Übersetzung  von  Hamiltons 
dynamischen  Abhandlungen  wird  Herr  Heun  dieses  Sachverhältnis 
erneut  darlegen.  Ich  kann  nur  den  Wunsch  aussprechen,  dafs  die 
schwer  zugänglichen  und  sehr  zerstreuten  optischen  Abhandlungen 
Hamiltons  ebenfalls  gesammelt  dem  grofsen  Publikum  zuganglich 
gemacht  werden  möchten;  eine  solche  Publikation  würde  nicht  nur 
historisches  Interesse  haben,  sondern  auch  ohne  Zweifel  auf  unsere 
heutigen  Ideenbildungen  nach  vielen  Richtungen  klärend  und  fordernd 
einwirken.*) 

1)  Yerhandlimgeii  1891,  zweiter  Teil,  pg.  4  ff.  Siehe  auch  Jahresbericht  der 
Deutschen  Mathematiker-Vereinigong,  Bd.  I.,  pg.  35  ff.  Ich  habe  den  Gegenstand 
seitdem  in  meinen  Vorlesungen  über  Mechanik  wiederholt  eingehend  entwickelt. 

2)  Hr.  Bruns  schreibt  mir  zu  der  Entwickelung  des  Textes  noch  folgende 
Bemerkungen:  „Der  Zusammenhang  zwischen  der  charakteristischen  Funktion  und 
dem  Eikonal  bleibt  bestehen,  wenn  man  annimmt,  dafs-  das  Lichtteüchen  bei 
jeder  Brechung  eine  gewisse  von  dem  Orte  des  Brechungspunktes  abhängende 
Verzögerung  erfahrt,  wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  die  Brechungspunkte  wie  ge- 
wöhnlich eine  Fläche  oder  aber  einen  körperlichen  Raum  erfüllen.  —  Im  übrigen 
liefert  der  von  mir  betretene  Weg  als  Entgelt  für  die  umständlichere  Herleitung 
den  Nachweis,  dafs  die  meisten  Sätze  der  gebmetrischen  Optik  gar  nicht  optischer 
Nator  sind,  sondern  der  reinen  Liniengeometrie  angehören.*^ 
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Räumliche  Eollineation  bei  optiBclien  InstromenteiL 

Von  F.  Klein  in  Göttingen. 

Das  im  Folgenden  abzuleitende  Resultat  ist  an  sich  nicht  neu, 
sondern  findet  sich  bereits  in  der  (in  der  vorstehenden  Notiz  besprochenen) 
Abhandlung  von  Bruns  über  das  Eikonal.  Während  es  aber  dort 
nur  beUaufig  inmitten  umfangreicher  analytischer  Entwickelnngen 
auftritt,  soll  dasselbe  hier  direkt  durch  blolse  geometrische  Betrachtung 
abgeleitet  werden.  Das  Problem  ist,  zu  entscheiden,  welche  Beziehnng 
zwischen  Objekt  und  Bild  bei  einem  absoluten  optischen  Instrument 
bestehen  mag,  d.  h.  bei  einem  Instrument,  das  alle  Strahlen,  die  tob 
einem  beliebigen  Punkte  des  Objektraums  ausgehen,  genau  wieder  in 
einen  Punkt  des  Bildraums  vereinigt 

Die  nächstliegende  Bemerkung,  die  man  vom  geometrischen  Stand- 
punkte aus  machen  wird,  ist  die,  dafs  die  Beziehung  zwischen  Objekt- 
raum und  Bildraum  jedenfalls  koUinear  sein  mufs  (vergL  Czapski, 
Theorie  der  optischen  Instrumente  nach  Abbe,  Breslau  1893).  In 
der  That  sind  ja  die  beiden  Räume  von  vornherein  derart  aufeinander 
bezogen,  dafs  jeder  geraden  Linie  des  einen  Raums  (jedem  Lichtstrahl) 
immer  eine  gerade  Linie  des  anderen  Raumes  (der  zugehörige  Lichtr 
strahl)  entspricht,  —  da  aber  nach  Voraussetzung  die  Beziehung  zugleich 
eine  punktweise  sein  soll,  so  kommt  man  auf  Grund  der  Moebiusschen 
Netzkonstruktion  in  bekannter  *Weise  zu  einer  Eollineation.  Hierbei 
hat  man,  was  den  funktionentheoretischen  Charakter  der  Abbildung 
des  einen  Raumes  auf  den  zweiten  ai^eht,  nichts  anderes  vorauszusetzen, 
als  die  Stetigkeit  der  Beziehung;  dafs  die  Abbildung  eine  analyHsdu: 
ist,  ei^ebt  sich  aus  dem  Beweisgange,  demzufolge  sie  eine  Eollineation 
ist,  als  ein  beiläufiges  Resultat. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  einzusehen,  daCs  die  statthabende  Eolli- 
neation von  sehr  spezieller  Art  ist.  Zu  dem  Zwecke  ziehe  ich  ein 
Hilfsmittel  heran,  welches^ den  Geometem  an  sich  sehr  geläufig  ist^ 
aber  in  der  Optik  wohl  kaum  noch  Verwendung  fand,  nämlich  die 
Betrachtung  imaginärer  gerader  Linien  oder  Lichtstrahlen.   („Lichtstrahl'^ 


Von  F.  Klein.  377 

und  „gerade  Linie'^  sollen  dabei  als  Synonyma  gelten^  d.  h.  von  der 
ßichtnng;  in  welcher  die  gerade  Linie  vom  Lichte  durchlaufen  wird, 
soll  nicht  weiter  die  Rede  sein),  und  zwar  betrachte  ich  den  Verlauf 
der  Brechung  unter  der  Annahme ,  dafis  der  einfallende  Strahl  eine 
MinimaMinie  ist,  d.  h.  eine  imaginäre  gerade  Linie,  welche  den  Eugel- 
kreis  schneidet.  Dabei  werde  ich  für  imaginäre  Linien  dieselben 
Formeln  in  Anwendung  bringen  wie  für  reelle,  um  allen  Zweifeln 
aber,  die  in  dieser  Hinsicht  aufgeworfen  werden  möchten,  von  vorn- 
herein zu  entgehen,  will  ich  ausdrücklich  voraussetzen  (was  in  prak- 
tischer Hinsicht  keinerlei  Beschränkung  bedeutet),  dals  alle  brechenden 
Flächen  des  Instruments  algebraische  Flächen  seien. 

Überlegen  wir  auf  Grund  der  so  getroffenen  Verabredung  zunächst 
das  elementare  Brechungsgesetz:  Für  eine  MinimaUinie  ist  der  Sinus 
des  mit  der  Flächennormalen  gebildeten  Winkels  bekanntlich  unendlich 
grols  und  umgekehrt  ist  durch  die  Forderung  eines  unendlich  gro&en 
Sinus  eine  Minimallinie  charakterisiert.  Es  folgt  also,  dafs,  wenn  der 
einfaUefule  Strahl  längs  einer  MinimaUinie  verläuft,  das  Gleiche  für  den 
gä)rochenen  Strahl  der  Fall  sein  mufs.  —  Mit  diesem  Schluls  haben 
wir  im  Ghrunde  bereits  die  ausreichende  Grundlage  für  die  folgende 
Überlegung.  Nur  der  Genauigkeit  wegen  muls  noch  ein  kleiner  Ex- 
birs  eingeschaltet  werden: 

Es  giebt  zwei  Minimallinien,  welche  durch  den  Trefi^unkt  des 
einfallenden  Strahles  innerhalb  der  Einfallsebene  verlaufen:  die  eine 
fallt  mit  dem  einfallenden  Strahle  selbst  zusammen,  die  andere  mit 
Beinern  Spiegelbilde.  WeUhe  van  diesen  beiden  Linien  den  gebrochenen 
Strahl  darstdU,  bleibt  unbestimmt  Das  Brechungsgesetz  enthält  nämlich, 
wenn  man  es  in  Gartesischen  Koordinaten  ausdrückt,  eine  Quadr8.twurzel, 
über  deren  Vorzeichen  wir  hier,  wo  wir  im  Imaginären  operieren, 
nichts  Bestimmtes  aussagen  können.  Es  hat  keinen  Zweck,  daCs  ich  dies 
hier  im  einzelnen  erläutere,  vielmehr  werde  ich  mich  kurzweg  dahin 
ausdrücken,  dafs  ein  Minimaistrahl  bei  jeder  Brechung  in  zwei  Minimal- 
drahlen  verwandelt  wird  (von  denen  der  eine  mit  dem  einfallenden 
Strahl  selbst,  der  andere  mit  seinem  Spiegelbilde  zusammenfällt). 
Haben  wir  n  brechende  Flächen,  so  haben  wir  als  schliefsliches  Resultat 
der  Brechung  2"  Minimal fttrahlen;  —  der  eine  derselben  fallt  immer 
noch  mit  dem  ursprünglichen  Minimalstrahl  zusammen,  er  hat  das 
Instrument  durchdrungen  „als  wenn  es  ein  Röntgenstrahl  wäre'',  die 
anderen  erhalt  man,  indem  man  an  einer  beliebigen  Zahl  der  auf  einander 
folgenden  n  brechenden  Flächen  Spiegelung  hinzutreten  läfst.  — 

Die  hiermit  besprochene  Komplikation  hindert  nun  nicht,  hin- 
sichtlich der  kollinearen  Abbildung,  welche  das  vorausgesetzte  absolute 

Z«ltoehrift  f.  Mathematik  n.  Physik.  46.  Band.  1901.  8.  Heft.  25 
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Instnunent  yermittelt;  einen  einfachen  Schlnfs  zn  ziehen.  In  der  That: 
eine  kollineare  Abbildung  ist  für  alle  Linien  des  Raumes  eindeutig; 
an  ihr  wird  also  von  den  2"  Minimalstrahlen,  die  aus  einem  einfidlenden 
Minimalstrahl  bei  der  Brechnng  im  Instrument  entstehen,  nur  einer 
partizipieren  können;  die  ganze  Komplikation  kommt,  soweit  wir  uns 
auf  die  Betrachtung  der  in  Bede  stehenden  kollinearen  Abbildnng  be- 
schranken, in  Wegfall.     Wir  sagen  kurzweg: 

Die  KoUineation  zwischen  Objektraum  und  Büdraum  ist  so  hesckaffm, 
dafs  jeder  MinimaistrcM  des  ersteren  einen  Minimalstrahl  des  letzteren 
liefert, 

Oder  noch  kürzer: 

Der  Kugdkreis  des  Objektraums  geht  in  den  Kugelkreis  des  BSd- 
raums  Ober. 

Das  aber  will  besagen,  dals  unsere  EoUineation  in  der  That  eine 
sehr  spezielle  ist,  dafs  sie  eine  Ähfüichkeitstransformaüon  ist.^)  Di^e 
Ahnli'chkeitstransformation  kann  dabei  noch  eine  direkte  oder  eine 
inverse  sein  (d.  h.  eine  solche,  bei  der  sich  rechts  und  links  yertauscht). 

Hiermit  haben  wir  bereits  das  Hauptstück  des  abzuleitenden 
Resultates;  wir  werden  dasselbe  vervollständigen,  wenn  wir  nun  noch 
den  Modul  der  Ahtdichkeitstransformation  festlegen.  Ich  will  der  All- 
gemeinheit wegen  annehmen,  daCs  die  Lichtgeschwindigkeit  c  im  Objekt- 
räum  von  der  Lichtgeschwindigkeit  c'  im  Bildraum  verachiedoi  sei. 
Der  Satz  ist  dann  einfach  der,  dafs  sich  die  Dimensionen  des  Objetä- 
raums  zu  den  Dimensionen  des  BUdraums  verhalten  wie  c  zu  c^)  bt 
also  insbesondere  c  ==  c',  so  haben  Objektraum  und  Bildraum  gleiche 
Abmessungen,  sie  sind  direkt  oder  spiegelbildlich  kongruent  (was  das 
eigentliche  hier  abzuleitende  Resultat  ist).  — 

Zum  Beweise  ziehen  wir  nur  mehr  reelle  Raumelemente  in  Betracht 
und  nehmen  übrigens  an  die  Yorstellungs weisen  Anschlulis,  von  denen 
in  der  vorstehenden  Notiz  („Über  das  Brunssche  Eikonal'^  die  Bede 
war.  Dabei  werden  wir  uns  so  ausdrücken,  als  sei  die  Ähnlichkeits- 
transformation, die  unser  Instrument  vermittelt,  eine  direkt^;  sollte  es 
eine  inverse  sein,  so  könnte  man  das  Instrument  durch  EUnzufSgen 
eines  ebenen  Spiegels  vervollständigen  und  dadurch  die  zunächst  inverse 
Ähnlichkeit  in  eine  direkte  verwandeln.  * 


1)  Vgl.  Bruns,  Eik(mal,  pag.  S70. 

2)  Dieser  Satz  atebt  bei  Bruns  zwiscben  den  Zeilen.  Herr  Brans  schreibt 
mir  in  dieser  Hinsiebt:  „Der  Modul  fi  wird  in  Zeile  6  von  Seite  870  (der  Ab* 
handlung  über  das  Eikonal)  gleich  E  gefnnden,  Die  GrOfse  E  ist  aber,  wie  die 
Sätze  des  Textes  zwiscben  Formel  (91)  und  (92)  lebren,  identiscb  mit  dem  in  (51b) 
angesetzten  Quotienten  hiN  des  Baumindices." 
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Wir  wollen  jetzt  einfacli  die  Zeil  betrachten  ^  welche  das  Licht 
gebrancht,  um  von  einem  beliebigen  Objektpunkt  (den  ich  x^  y,  Jü 
nennen  will)  zum  entsprechenden  Bildpunkte  (der  x\  y',  /  heifsen  soll) 
zn  gelangen.  Diese  Zeit  mufs  ffir  alle  von  x,  y,  z  auslaufenden  Strahlen 
dieselbe  sein.  Anderenfalls  würden  sich  nicht  alle  diese  Strahlen, 
wie  doch  die  Voraussetzung  ist,  in  x!^  y^y  z  wieder  vereinigen  können, 
vielmehr  würden,  nach  dem  Prinzip  von  Jonann  Bernoulli,  nur 
diejenigen  Strahlen  Objektpunkt  und  Bildpunkt  verbinden,  für  welche 
diese  Zeit  ein  Minimazimum  ist.  Ich  werde  die  betreffende  Zeit 
also  als  Funktion  von  x^  y,  z  allein  bezeichnen  dürfen: 

T^X(x,y,z). 

Es  seien  jetzt  ar^,  y^,  z^  und  x^  y^,  z^  zwei  neue  Objektpunkte, 
welche  vom  Punkte  x,  y,  z  um  das  gleiche  Stück  r  abstehen  (aber 
übrigens  beliebig  angenommen  werden  sollen).  Das  uns  noch  unbekannte 
Ahnlichkeitsverhaltnis  von  Bildraum  und  Objektraum  bezeichnen  wir 
Torübergehend  mit  X.  Dann  werden  also  die  Bildpunkte  af^,  y'^  z\ 
nnd  x'^  y^  si^  unserer  neuen  Objektpunkte  von  dem  Bildpunkte  x\  y\  / 
des  ursprünglichen  Objektpunktes  beide  um  Ar  abstehen.  Ich  werde 
mich  jetzt  so  ausdrücken,  dafs  ich  annehme,  der  Lichtstrahl,  welcher 
von  Xy  y,  z  nach  x^  y^,  z^  hinlauft,  durchdringe  weiterhin  unser  Instrument 
und  erreiche  nach  einem  endlichen  Wege  die  zugehörigen  Bildpunkte  ^); 
er  wird  dann,  wegen  der  direläen  Ähnlichkeit^  zuerst  auf  x'y  j^,  /,  und 
erst  hinterher   auf  ixf^  ^^  sf^   treffen.     Die   Zeit,   welche   das  Licht 

gebraucht,  um  von  rr,  y,  z  nach  rr^,  y^,  z^  zu  gelangen,  ist  — ,  die  ent- 

sprechende  Zeit,  welche  auf  das  Stück  von  x\  y\  z'  bis  x'^  y^  i^ 

entfallt,  -r.     Wir  schlielsen,  dafs  die  Funktion  X  für  den  Punkt  x^y 

c 

%  ^1  den  Wert  hat: 

11)  X  (a?!,  yi,  xTj)  =  X  (rr,  y,  ir)  -  ^  +  ^, 

Genau  so  kommt  natürlich  (bei  den  entsprechenden  Annahmen); 

(2)  X  ix^  y^  z^  =  X  (rr,  y,  xr)  -  J  +  ~. 

Also: 

(3)  X  {x^  y„  z,)  =  X  (xj,  y„  xr,). 

Nun  sind  aber  die  hier  benutzten  Punkte  x^,  y^,  z^^  und  x^j  y,,  z^ 
im  wesentlichen  zwei  ganz  beliebige  Objektpunkte.    Denn  die  Bedingung, 


1)  In  dieser  Annahme  liegt  nichts  Wesentliches,  sondern  nur  eine  Fiziemng 
der  weiterhin  aoftaretenden  Vorzeichen. 

26* 
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durch  die  sie  nrsprungUch  eingeführt  wurden:  von  einem  onderai 
Objektpunkte  x,  y,  z  die  gleiche  Entfernung  r  zu  haben,  legt  ihnen  in 
WirkUchkeit  gar  keine  Beschrankung  auf,  und  die  anderen  Annahmen, 
die  wir  machten,  hatten  nur  den  Zweck  leichterer  Ausdmcksweise.  Es 
folgt j  dafs  die  Zeit  X  (x^  y,  z)  für  aUe  ObjektpufdUe  diesdbe  ist;  sie  ist 
eine  f&r  unser  „absolutes^  Instrument  charakteristische  Eonstante.  Dann 
aber  ist  auch  in  (1),  bez.  (2)  X  (x^,  y^,  Zj),  resp.  X  (^,  y,,  z^  gleich 

X  (x,  y,  z),  woraus  A  =  —  folgt,  was  zu  beweisen  war.  — 

Hiermit  dürfte  die  anfängliche  Fragestellung  vollkommen  erledigt 
sein.  Das  Resultat  hat  etwas  Enttauschendes.  Um  bei  der  Annahme 
0^=  c'  za  bleiben:  das  Instrument  wirkt  wie  ein  ebener  Spi^el  oder 
eine  Zusammenstellung  mehrerer  ebener  Spiegel;  es  ist  als  Teleskop 
wie  als  Mikroskop  gleich  unbrauchbar.  Hieran  ist  nun  nichts  zu 
ändern;  was  ich  noch  hinzuzufügen  habe,  bezieht  sich  nur  mehr  auf 
die  Beseitigung  eines  mathematischen  Bedenkens,  welches  man  gegen 
die  Richtigkeit  des  Resultates  haben  konnte. 

Das  Resultat  steht  nämlich  scheinbar  in  Widerspruch  mit  der 
wohlbekannten  Thatsache,  dafs  sich  die  Objektpunkte  und  Bildponkte, 
die  auf  der  Achse  eines  optischen  Instrumentes  liegen,  in  oMgemeinäer 
Weise  linear  entsprechen  und  dafs  man  in  Übereinstimmung  hiermit 
bei  kleiner  Winkelöffiiung  des  Qesichtsfeldes  mit  Annäherung  von 
einer  kollinearen  Abbildung  der  Objektpunkte  in  der  Nähe  der  Achse 
auf  ihnen  entsprechende  Bildpunkte  reden  kann,  die  gewifs  keine 
Ahnlichkeitstransformation  oder  gar  kongruente  Transformation  ist 
Ich  werde  noch  kurz  zeigen,  dafs  dieser  Widerspruch  wegfallt,  wenn 
man  sich  das  Zustandekonunen  der  angeführten  Thatsache  in  geeigneter 
Weise  klar  macht.  ^) 

Zu  dem  Zwecke  begnügen  wir  uns,  wie  es  gewöhnlich  geschieht^ 
damit,  unsere  Aufmerksamkeit  auf  diejenigen  Strahlen  des  Objektniams 
zu  richten,  die  in  einer  beliebigen,  durch  jdie  Achse  des  Instruments 
gelegten  Meridianebene  liegen.  Die  entsprechenden  Strahlen  des  Bild- 
raums  werden  dieselbe  Meridianebene  erfüllen.  Man  hai  eine  Beziehung 
der  Strahlen  zweier  ebener  StraMenfdder.  und  nun  genügt  es,  wie  ich 
behaupte,  diese  Beziehung  als  analyHsch  vorauszusetzen  und  anzunehmen, 
dafs  man  bei  Betrachtungen  in  der  Nähe  des  einzelnen  Strahles  in  erster 
Annäherung  nur  die  linearen  Glieder  der  Taylorschen  EtUunekdung 
beizubehalten  braucht,  um  alle  die  für  die  Achse  des  Instruments, 
beziehungsweise  ihre  Umgebung,  aufgestellten  Beziehungen,  soweit  sie 


1)  Ich  kann  anch  hier  auf  Bruns  verweisen;  Eikonal^  pag.  410,  Formel  (176). 
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sich  auf  die  Strahlen  der  einzelnen  Meridianebene  beziehen ,  in  all- 
gemeinster Form  zn  erhalten.  (Die  Achse  hat  dabei  innerhalb  der 
einzahlen  Meridianebene  gar  nichts  Ausgezeichnetes;  sie  bekommt  ihre 
gesonderte  Stellung  nur  dadurch^  dais  sie  allen  Meridianebenen  zugleich 
angehört). 

In  der  That^  man  substituiere  einen  Augenblick,  um  gelaufigere 
Verhältnisse  vor  Augen  zu  haben,  an  Stelle  der  beiden  ebenen  Geraden- 
felder zwei  ebene  Punktfelder;  ihre  gegenseitige  Beziehung  sei  durch 
die  analytischen  Gleichungen  gegeben: 

Handelt  es  sich  dann  nur  um  solche  Punkte  (x,  y\  die  in  der  Nähe 
einer  festen  Stelle  (x^y  y^  liegen,  so  wird  man  in  erster  Annäherung 
schreiben  dürfen: 

-'  =  -'o  +  (ll)o(--o)  +  (|f),(y-yo), 

Man  drückt  dies  gewöhnlich  (z.  B.  in  der  Kartographie)  so  aus,  dafs 
man  sagt:  die  Umgebung  des  Punktes  %  y^  wird  <mf  die  Umgehung 
des  Punktes  x^  ^^  in  erster  Annäherung  affin  abgebildet.  Speziell  wird 
das  Büschel    der    von  ^q,  y^    auslaufenden   Fortschreitungsrichtungen 

■  auf  das  Büschel  der  von  x'q,  y'^  auslaufenden  Fortschreitungs- 

0 

richtongen    ,"~  ,    in  allgemeinster  Weise  projektiv  abgebildet  (was  eine 

nicht  blofs  approximative  sondern  genaue  Aussage  ist). 

In  den  so  gegebenen  Entwickelungen  und  Aussagen  braucht  man 
nun  nur  die  Punkte  x^  y,  bez.  x\  y,  nach  dem  Prinzip  der  Dualität 
durch  gerade  Linien  zu  ersetzen,  um  die  Theoreme  zu  erhalten,  die  für 
die  ebenen  Strahlfelder,  bez.  die  innerhalb  der  einzelnen  Meridianebene 
in  der  Nähe  der  Instrumentenachse  stattfindenden  optischen  Beziehungen 
gelten.  (Für  Lichtstrahlen,  welche  windschief  zur  Instrumentenachse 
verlaufen,  mufs  hernach  noch  eine  ergänzende  Untersuchung  hinzu- 
kommen). — 

Und  nun  erledigt  sich  der  genannte  scheinbare  Widerspruch  dadurch, 
dals  die  Betrachtungen,  welche  wir  jetzt  anstellten,  mit  den  früheren, 
die  auf  der  Moebiusschen  Netzkonstruktion  ruhten,  gar  nichts  zu 
thnn  haben.  Unsere  neuen  Betrachtungen  gehen  von  der  MögUchkeit 
der  Taylor  sehen  Entwickelung,  bez.  von  der  Annahme  aus,  dals  man 
diese  mit  den  linearen  Gliedem  abbrechen  dürfe,  —  sie  sind  nur  insoweit 
genau  richtig,  als  es  sich  um  das  generelle  Entsprechen  der  Pimkte 
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auf  der  Achse  handelt,  und  gehören  übrigens  in  das  (Gebiet  der  Ap- 
proximationsmathematik  — ,  die  Moebiassche  Netzkonstmktion  dagegen 
tragt  den  Charakter  der  modernen  Prazisionsmaihematik;  sie  operiert 
prinzipiell  nnr  mit  endlich  yerschiedenen  Linien  und  setzt  von  Hanse 
ans  nichts  anderes  als  die  Stetigkeit  der  in  Betracht  kommenden 
Abbildung  voraus.  Dies  Beides  ist  so  verschieden  wie  möglich.  Der 
Eindruck,  dafs  es  sich  um  zusammengehörige  Überlegungen  handeh 
möchte,  ist  nur  durch  den  äuTseren  umstand  hervorgerufen,  dab 
beidemal  zum  SchluTs  eine  lineare  Beziehung  herauskommt. 


Heinere  MitteilniigeiL. 


Preisaufgabe  der  Acadimie  Boyale  de  Belgique  ffir  das  Jahr  1903. 

„Trouver,  en  hauteur  et  en  azimut,  les  expressions  des  termes  principanx 
des  d^viations  periodiques  de  la  verticale,  dans  l'hypothese  de  la  non-coXncidence 
des  centres  de  gravite  de  l'ecorce  et  du  noyau  terrestres.^^  Höhe  des  Preises 
Frs.  600. — .  Die  Arbeiten  müssen  in  französischer  oder  vlämischer  Sprache 
abgefafst  und  vor  dem  1.  August  1903  portofrei  an  den  ständigen  S^retir 
(a  M.  le  Secretaire  perpetuel,  au  Palais  des  Aeademies,  Bmxelles)  ein- 
gesandt werden.  Die  Akademie  verlangt  die  gröfste  Genauigkeit  in  den 
Verweisen  (Auflage  und  Seiten  der  angefiihrten  Werke).  Nur  Hand- 
zeichnungen oder  Photogramme  sind  zulässig.  Die  Verfasser  schreiben  auf 
ihre  Arbeit  nicht  ihren  Namen,  sondern  einen  Wahlspruch,  den  sie  anf 
einem,  ihren  Namen  und  ihre  Adresse  enthaltenden  geschlossenen  Umschlage 
wiederholen;  ein  Pseudonym  zu  gebrauchen  ist  nicht  gestattet. 


Petition,  betreffend  die  alljährliche  Veröffentlichung  von  Sphemeriden 

f&r  die  Dezimalteilung  des  Quadranten. 

Die  bemerkenswerten  Versuche,  welche  unter  Leitung  des  Kommandanten 
Guyou  in  der  französischen  Marine  ausgeführt  worden  sind,  haben  er- 
wiesen, dafs  die  Dezimalteilung  des  rechten  Winkels  in  der  Nautik  die 
gröfsten  Dienste  leisten  würde.  Das  einzige  Hindernis  für  die  Anwendung 
dieser  rationellen  Winkelteilung  bildet  der  Mangel  an  entsprechenden  Ephemeriden. 


Kleinere  Mitteilungen.  383 

Die  Fachzeitschrift  Monitenr  de  THorlogerie,  in  deren  Spalten  man  aus- 
gedehnte Artikel  üher  die  Vorzüge  dieser  Winkelteilung  und  üher  die 
Hil£smittel  fOr  deren  praktischen  Gehrauch  findet,  hat  eine  Petition  erö&et, 
die  an  den  französischen  ünterrichtsminister  gerichtet  werden  soll,  um  ihn 
m  eisuchen,  allj&hrlich  derartige  Ephemeriden  veröffentlichen  zu  lassen. 

Zustimmungs- Erklärungen  sind  an  den  Moniteur  de  THorlogerie, 
26,  rue  de  Grammont,  Paris,  zu  richten. 


Auskflnfte  und  Anfragen. 

Fr.  M.,  K.  —  Nicht  nur  die  Vermutung,  daCa  die  vor  zwei  Jahren 
TOD  Herrn  W.  Goering  angegehene  rein  geometrische  Rektifikation  und 
Quadratur  des  Kreises  nicht  die  erste  ihrer  Art  sei,  bestätigt  sich,  sondern 
es  ist  sogar  genau  dieselbe  Konstruktion  und  auch  mit  derselben  Begründung 
vor  langer  Zeit  von  H.  Scheffler  veröffentlicht  worden,  zuerst  in.  seiner 
Schrift  „Über  das  Verhältnis  der  Arithmetik  zur  Geometrie,  inbesondere 
ober  die  geometrische  Bedeutung  der  imaginären  Zahlen^\  Braunschweig  1846, 
in  der  Anmerkung  am  FuJOs  der  Seiten  108 — 111  (hier  nur  der  Fall  des 
Halbkreises  betrachtet),  dann  in  Grunerts  Archiv  der  Mathematik  und 
Physik,  Bd.  YTTT,  1849,  S.  419—423  (hier  auch  für  beliebige  Kreisbögen). 

M. 

0.  ü.,  B.  —  Der  „Beformwinkel^^,  von  welchem  Herr  Fr.  Schilling 
an  fraglicher  Stelle  spricht,  ist  von  Prof.  0.  Bürklen  in  Schwab.  Gmünd 
erdacht  worden.  Er  hat  beim  Zeichnen  an  der.  Wandtafel  entschiedene 
Vonüge  vor  dem  gewöhnlichen  ZeichenwinkeL  M. 


Anfrage.  Als  Jahr  der  Erfindung  des  logarithmischen  Rechenstabes 
durch  Edm.  Gunter  wird  gewöhnlich  1624  angegeben,  in  welchem  Jahre 
Ganters  gesanunelte  Werke  erstmals  erschienen.  Dagegen  steht  in  dem 
Dictionaiy  of  National  Biography  von  Leslie  Stephan  und  Sidney  Lee, 
Tol.  23  p.  350,  Gunter  habe  die  Anwendung  seines  Stabes  mit  den  logarith- 
mischen  Linien  für  die  Zahlen,  sin  und  tg  schon  in  seinem  Canon  Triangulorum, 
London,  1620,  gezeigt.  Kann  jemand  diese  Angabe  bestätigen?  Dem  Unter- 
zeichneten ist  nur  die  4.  Aufl.  der  Werke  (1662)  zugänglich,  die  keine  Ent- 
scheidung giebt.  B.  Mehmke. 
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F.  Kolmely  Bewegungen  nnd  Umlegangen  der  Bbene  bei  projektiver 
MaaBbeBtimmang.  Untemuohnngen  anr  Niohtetüdidiaohen  Oeo- 
metrie.     Lahr  i.  B.  1900.     99  S.  8^  eine  Figurentafel 

Angeregt  durch  das  einleitende  Kapitel  der  Vorlesungen  Über  die  Theorie 
der  automorphen  FunktUmen  von  B.  Fr  icke  und  F.  Klein  (Leipzig  1897) 
giebt  der  Verfasser  weitere  Ausführungen  zur  Lehre  von  den  zu  einer  pro- 
jektiven Majjsbestimmung  gehörenden  Bewegungen  und  symmetrischen  Um- 
formungen der  Ebene.  Seine  Absicht  ist  dabei  die  grGfste  Allgemeinheit 
zu  erreichen,  indem  er,  wie  Sophus  Lie  sich  einmal  ausdrückte,  mit  voller 
Musik  arbeitet,  d.  h.  die  üntersuchxmg  im  komplexen  Gebiete  anstelli  Die 
Darstellung  ist  stellenweise  ziemlich  breit,  und  es  wird  viel  Bekanntes  noch 
einmal  gebracht.  Neue  Ergebnisse  von  hervorstechendem  Interesse  sind  nicht 
zu  vermelden,  denn  die  „dualistisch  polaren  Linienkoordinaten",  auf  die 
der  Verfasser  besonderen  Wert  legt,  hat  bereits  1899  Herr  Hausdorff 
(Analytische  Beiträge  zur  nichteuklidischen  Geometrie)  in  den  Leipziger  Be- 
richten eingeführt  und.  mit  Erfolg  angewandt.  Paul  Stackel. 


Neesen,  Dr.  F.^  Die  Physik  in  gemeinfaTBlioher  Dantellnng.    Verkg 
von  Vieweg,  1900.     357  S. 

An  guten  Lehrbüchern  der  Physik  fehlt  es,  zumal  seit  etwa  einem 
Jahrzehnt,  durchaus  nicht;  allein,  da  es  sich  bei  einem  Lehrbuch  doch  stets 
um  eine  bestimmte  Auswahl  aus  der  gewaltigen  Stoffinenge  handeln  k&nn, 
welche  vorliegt,  so  wird  ein  weiteres  Werk,  in  welchem  entweder  für  be- 
stimmte Gruppen  von  Berufen  diese  Auswahl  getroffen  oder  der  Stoff  in 
origineller  Darstellung  geboten  ist,  recht  wohl  noch  im  Stande  sein,  sidi 
einen  gröfseren  Leserkreis  zu  schaffen.     Hier  ist  beides  der  Fall. 

Das  vorliegende  Werk  dürfte  vorzugsweise  für  Offiziere,  Techniker, 
Mediziner,  Studierende  an  technischen  Hochschulen  und  Lehrer  an  höheren 
Lehranstalten,  insbesondere  an  Oberrealschulen  berechnet  sein.  Die  prak- 
tischen Anwendungen  sind  in  den  Vordergrund  gerückt,  die  Theorien  zu- 
rückgedrängt. So  findet  man  hier  Gegenstande,  wie  den  Typendrucktelegr^h 
von  Hughes,  die  Wattmesser,  das  polarisierte  Läutewerk,  den  Telephono- 
graph,  die  verkürzten  Fernrohre  u.  s.  w.  abgehandelt,  die  man  in 
zahlreichen  Lehrbüchern  aus  der  neuesten  Zeit  vergeblich  suchen  wird. 
Besonders  angenehm  berührt  die  Lektüre  der  Kapitel  Elektrizität  und 
Magnetismus;   man   erkennt   hier   deutlich    die    Wirkung    der   Erfahrungen, 


Büchenchan.  385 

welcke  der  Verfasser  in  längerer  Reihe  von  Jahren  als  Lehrer  der  Physik 
sowie  in  seiner  kritischen  Thfttigkeit  am  Patentamt  sich  verschafft  hat.  Für  Lehrer 
sei  aof  die  vorzüglich  klaren  schematischen  Figuren  z.  B.  des  Paccinotti- 
schen  Ringes  bei  den-  Gleichstromerzeugem,  das  Modell  für  Strom- 
yerzweignng  u.  a.  aufinerksam  gemacht;  dais  manche  der  Figuren  aus 
sonstigen  Werken  des  Yie wegsehen  Verlages  entnommen  sind,  thut  der 
Güte  des  Buches  natürlich  keinen  Eintrag. 

Die  Eigenart  der  DarsteUung  tritt  auTser  in  den  elektrotechnischen 
Teilen,  besonders  in  der  Mechanik  zu  Tage,  wo  der  Verfasser  die  Gedanken- 
gänge und  Hifsmittel  der  höheren  Mechanik  für  seine  Elementarmechanik 
zn  verwenden  sucht;  daher  führt  er  früh  das  D'Alembertsche  Prinzip  ein 
und  sucht  mit  Hilfe  desselben  die  fundamentale  Bedeutung  des  Schwer- 
punktes hervorzuheben,  die  Ableitung  des  Ausdrucks  für  Zentripetal- 
beschleunigung ist  nach  einem  einfachen,  von  der  Art  der  neuesten  anderen 
Lehrbücher  etwas  abweichenden  Verfahren  gegeben.  Der  aufrnerksame  Leser 
stöfst  in  diesen  Abschnitten  auf  mehrere  eindringende  und  tief  durch- 
dachte Erklärungen.  Auf  das  Neesensche  Modell  für  gleitende  imd  rollende 
Reibung  bei  der  Lokomotive  seien  die  Lihaber  von  physikalischen  Listituten 
defshalb  hingewiesen,  weil  dieses  Modell  selten  anzutreffen  ist.  Über  die 
Frage,  ob  bei  dem  prinzipiellen  Bestreben,  durch  elementar -geometrische 
und  -mechanische  Betrachtungen  zu  den  Resultaten  zu  gelangen,  die  Ver- 
wendung des  Differentialquotienten  nicht  besser  ganz  vermieden  worden 
wäre,  läfst  sich  streiten;  wenn  femer  manche  Rechnungsresultate  nicht  ab- 
geleitet werden,  so  hatte  dazu  der  Verfasser  seine  bestimmten  Gründe,  über 
die  er  im  Vorwort  sich  ausspricht. 

Wir  sind  überzeugt,  dafs  das  Werk  wegen  seiner  gedrängten  und  doch 
sehr  klaren  Darstellung  und  wegen  der  Rir  die  genannten  Zwecke  vor- 
züglichen Auswahl  des  Stoffes  sich  zahlreiche  Freunde  erwerben  wird. 

C»  €ranz. 

J.  H.  Cotterill^     Applied    Meohanios.     5.  Aufl.     8^     London   1900. 
Preis  18  sh. 

Ln  Jahre  1858  gab  W.  J.  M.  Rankine  sein  Handbuch  über  an- 
gewandte Mechanik  zum  ersten  Male  heraus.  An  dieses  Werk  schliefsen 
sich  die  nachfolgenden  englischen  Autoren,  welche  diesen  Gegenstand  für 
ünterrichtszwecke  behandelt  haben,  in  der  Anordnung  des  Stoffes  und  der 
Barstellung  ziemlich  eng  an.  Nur  J.  Perry  zeigt  in  seinem  Applied  Me- 
chanicB  (1899)  eine  deutlicher  ausgeprägte  Selbständigkeit. 

Das  vorliegende  Buch  von  J.  H.  Cotterill  ist  —  nach  Angabe  des 
Verfassers  —  ganz  und  gar  auf  der  Grundlage  des  Rankin  eschen  Werkes 
aufgebaut.  Diese  Anlehnung  bezieht  sich  aber,  namentUch  in  Rücksicht 
auf  die  Ausgestaltung  des  Stoffes,  wie  er  in  der  neuesten  Auflage  vorliegt, 
mehr  auf  die  allgemeine  Gliederung  des  Lihaltes  und  die  formale  Auffassimg 
Qud  Verwertung  der  allgemeinen  mechanischen  Prinzipien  als  auf  die  Durch- 
fohnrng  im  Einzelnen. 

In  der  Statik  des  Fachwerkes  zeigt  die  Darstellung  ein  moderneres 
Geprftge  als  die  letzte  Auflage  (1898)  von  Rankines  „Manual^\  wenn 
auch  die  neuesten  Theorien  —  vielleicht  aus  methodischen  Rücksichten  — 
noch  keine  Aufiiahme  gefunden  haben. 
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In  der  Kinematik  der  Mechanismen  schlieist  sich  der  Verfasser  eng  an 
Benleanx  und  Grashof  an.  Dafs  auch  daneben  die  ältere  Arbeit  yon 
Willis  zu  ihrem  Rechte  gekommen  ist,  erscheint  selbstyerstftndliclL 

Die  Kinetik  der  Mechanismen  ist  im  Einzelnen  mit  groiser  Sorgf&lt 
durchgeführt.  Es  ist  zwar  hier  nicht  immer  Alles  geboten,  was  ein  in  der 
Praxis  stehender  Ingenienr  —  bei  den  heutigen  Anforderungen  der  Technik 
— nötig  hat.  Dafür  ist  aber,  dem  elementaren  Charakter  des  Werkes  entsprechend 
mit  Bücksicht  auf  die  Bedür&isse  des  Anfängers,  der  mit  der  Materie  selbst 
noch  nicht  genügend  vertraut  ist,  durchweg  eine  gründliche  Belehrung  und 
eine  leicht  verständliche  Einführung  in  die  Theorie  der  dynamischen  Vor- 
gänge (Massenwirkung  beim  Kurbelmechanismus,  Beibung  in  den  Gelenken, 
Wirkung  des  Begnlators  u.  s.  w.)  gegeben,  deren  Wert  nicht  unterschätzt 
werden  darf.' 

Die  Festigkeitslehre  im  engeren  Sinne,  die  Stofsvorgänge  und  die 
Theorie  der  kleinen  Schwingungen  sind  innerhalb  der  Grenzen  durchgeführt, 
welche  durch  die  Beschränkung  auf  elementare  mathematische  Hilfsmittel 
bedingt  sind. 

In  der  Hydraulik  ist  die  beschreibende  und  sachlich  erklärende  Dar- 
stellungsform vorherrschend,  wodurch  dem  Anfänger,  der  zunächst  Orientierung 
wünscht,  am  besten  gedient  ist. 

Bei  der  Thermodynamik  konnte  naturgemäfs  mehr  die  theoretische 
Seite  hervorgehoben  werden,  da  hier  die  mathematischen  Hilfsmittel  an 
imd  Rir  sich  elementarer  Natur  sind.  K.  Heuk. 


Schröder,  Dr.  John,  Darstellende  Geometrie.  Erster  Teil:  Elemente 
der  darstellenden  Geometrie.  (Sammlung  Schubert  XU.)  Vlü  n. 
282  S.     Leipzig  1901.     0.  J.  Göschensche  Verlagshauidlung. 

Der  'Verfasser  beginnt  mit  den  Grundzügen  der  schiefen  Parallel- 
projektion, die  in  den  folgenden  Abschnitten  zur  Herstellung  anschauhcher 
Skizzen  vielfach  benutzt  wird.  Hieran  schliefst  sich  als  Hauptinhalt  dfö 
Buches  die  Darstellung  des  Punktes,  der  Geraden  und  der  Ebene  in  ortho- 
gonaler Projektion,  dann  die  Darstellung  der  Vielflache  mit  den  Aufgaben 
über  ebene  Schnitte  und  Durchdringungen.  Die  hierbei  vom  Verfasser  an- 
gewendete Buchstabenbezeichnung  ist  nicht  ganz  folgerichtig;  wenn  nämlich 
Pj ,  Pj  und  g^ ,  g^  bez.  die  Projektionen  des  Punktes  P  imd  der  Geraden  g 
bedeuten,  so  sollten  die  Spuren  einer.  Ebene  nicht  mit  5^,  s^,  sondern  etwa 
mit  s\  s"  bezeichnet  werden.  Di^  auf  S.  192  behandelte  Darstellung  des 
regelmäfsigen  Zwölfflachs  läfst  sich  noch  vereinfachen;  dasselbe  gilt  von 
der  Abwickelung  des  schiefen  Prismas  (S.  207)  und  von  der  Konstruktion 
des  Schnittes  einer  Pyramide  und  einer  Ebene  nach  dem  Flächenver&hren 
(S.  208).  —  Der  letzte  Abschnitt  giebt,  zumeist  ohne  Beweis,  eine  Zu- 
sammenstellung verschiedenartiger  Kegelschnittskonstruktionen,  wobei  aller- 
dings gerade  einige  der  für  den  praktischen  Zeichner  nützlichsten  Methoden 
zu  Gunsten  einer  Beihe  von  minder  wichtigen  übergangen  werden. 

Das  Buch  ist  breit  und  leicht  verständlich  geschrieben  und  daher  za 
einer  ersten  Einführung,  namentlich  zum  Selbststudium,  wohl  geeignet 

Braunschweig.  B.  MÜlleb. 
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Asalysis. 

BowLT,  Abthur  L.,  Elemente  of  StatisticB.    Diagram.  8vo.  828  p.  London,  King. 

10  B.  6  d. 

Edbkb,  Edwu,  Differential  and  Integral  Calcnlus  for  Beginners.    Adapted  to  the 

nse  of  Stadente  of  Phyaics  and  Mechanics.    Cr.  Syo,  254  p.  London,  Nelson. 

2  B.  6  d. 
Kkrhst,  W.  nnd  Schobnflibs,  A.,  Einfohrong  in  die  mathematische  Behandlung  der 
Natorwiflsenschaften.     EnrzgefaTstes  Lehrbuch   der  Differential-  u.  Integral- 
rechnung mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Chemie.    8.  Aufl.    gr.  8®.  XII, 
340  S.  m.  68  Fig.    München,  Wolff.  M.  10,  geb.  M.  11.50. 

Agtronomie^  Geodftsie^  Nautik. 

BsiD,  0.,  Die  Berechnung  der  Sonnen-  und  Mondfinstemisse.    IQ.  Die  ausführliche 

Berechnung  der  Sonnenfinsternisse.    Progr.  Sorau.    4^.    14  S.  u.  1  Taf. 
Etzold,  B.,  Zeitbestimmung  mittels  des  Passage -Instrumentes,    gr.  8^    II,' 95  S. 

m.  87  Abb.    Leipzig,  Diebener.  M.  2. 

HA5DWÖBTESBDCH  der  Astronomie.    25.  Lfg.    Breslau,  Trewendt.  M.  3.60. 

Jahsesbebicht,  astronomischer.     Hrsg.  y.  Walt.  F.  Wislicenus.    2.  Bd.  enth.  die 

litteratur  des  Jahres  1900.    gr.  S^.    XXVI,  631  S.    Berlin,  Reimer.      M.  19. 
Leitfaden  fSr  den  Unterricht  in  der  Navigation.    Auf  Yeranlassimg  der  Inspektion 

des  Bildungswesens  der  Marine  ausgearb.    3.  Aufl.   4^    Vlil,  312  S.  m.  139  Abb. 

u.  8  Steindruck-Taf.     Nebst  Anhang:   Nautische  Rechnungen,     gr.  4®.     VI, 

143  S.  m.  Abb.    Berlin,  Mittler  &  Sohn.      M.  12.50,  geb.  in  Leinw.  M.   15; 

Leitfaden  allein  M.  10,  geb.  M.  11.25;  Anh.allein  M.  4,  geb.  5.25. 
Limi,  W.  T,  Celestial  motions.    10  th  ed.  Cr.  8vo.    London,  Low.  2  s. 

MiLLEB,  WiLH.,  Die  Vermessungskunde.     Ein  Taschenbuch  für  Schule  u.  Praxis. 

12^.    IX,  164  S.  m.  117  Abb.    Hannover.  Gebr.  Jänecke.    Qeb  in  Leinw.  M.  3. 
Keuoebaubb,  P.  V.,  Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  speziellen  Störungen  mit  Anwendung 

auf  eine  Verbesserung  der  Bahn  des  Planeten  (196)  Philomela.    Diss.    Breslau. 

4*.    48  S. 

Dargtellende  Geometrie. 

Mbubl,  Fbbd.,  Praktische  Beispiele  zur  Schattenkonstruktionslehre.    Für  den  Ge- 

brauch  an  Gewerbe-  und  Baugewerkschulen,    gr.  Fol.  20  Taf.  m.  m  S.  Text. 

Leipzig,  Seemann  &  Co.  In  Mappe  M.  15. 

Obttibobb,  Abth.  V.,  Elemente  des  geometrisch-perspektivischen  Zeichnens,    gr.  8^. 

Vn,  177  S.  m.  209  Fig.  Leipzig,  Engelmann.  M.  8,  geb.  M.  9. 

BoBB,  Kabl  und  Pappbettz,  Ebwib,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.   (In  2  Bdn.) 

1.  Bd.    2.  Aufl.    gr.  8».    XX,  418  S.  m.  327  Fig.    Leipzig,  Veit  &  Co. 

M.  12,  geb.  in  Leinw.  M.  13. 
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ScHUBBBT,  Frz.,  Die  darstellende  Geometrie  an  maschinen-techniBchen  Lehranstalten, 
Gewerbe-  und  Fachschulen.  IL  Tl.  Die  darstellende  Geometrie,  einschl.  der 
Elemente  der  Projektionslehre,  Schattenlehre,  Axonometrie  und  Perspektive. 
B.  gr.  8«.    S.  269—669  m.  Fig.  Mittweida,  Polytechn.  Buchh. 

geb.  in  Leinw.  M.  6.50. 

Gegchielite. 

Hoppe,  E.,  Zur  (Schichte  der  Femwirkung.    Progr.  Hamburg.  4^    26  S. 

STBsrr,  H.,  Die  wissenschaftlichen  Forschimgen  und  Entdeckungen  des  älteren  See- 
beck auf  dem  Gebiete  der  Optik  und  WeUenlehre.  Progr.  Schlawe.  4^ 
16  S.  u.  1  Taf. 

Mechanik. 

Enctklopaoib  der  mathemat.  Wissenschaften  mit  Einschlufs  ihrer  Anwendungeo. 
IV.  Bd.:  Mechanik.  2.  Tl.  Red.  v.  Fei.  Klein.  1.  Heft.  gr.  8».  S.  1-147. 
Leipzig,  Teubner.  M.  3.80. 

FöppL,  Auo.,  Vorlesungen  über  technische  Mechanik.  (In  4  Bdn.)  4.  Bd. 
Dynamik.     2.  Aufl.    gr.  8«.    XV,  606  S.  m.  69  Fig.    Leipzig,  Teubner. 

geb.  in  Leinw.  M.  18. 

Eabstehs,  Hbinr.,  Über  gewisse  asymptotische  Lösungen  der  Differentialgleichimgen 
der  analytischen  Mechanik.     Diss.     gr.  8^.    37  S.    Berlin,  Mayer  &  MfiUer. 

M.  1.20. 

ExcK,  WiLH.,  Vortr3.ge  über  Mechanik  als  Grundlage  f^  das  Bau-  und  Maschinen- 
wesen, n.  Tl. :  Mechanik  elastisch-fester  und  flüssiger  Körper.  2.  Aufl.  gr.  8*. 
X,  380  S.  m.  364  Holzschn.    Hannover,  Helwing.  M.  12,  geb.  M.  13.50. 

KöNiGSBEBOER,  Lbo,  Dic  Principicn  der  Mechanik.  Mathematische  Untersuchungen, 
gr.  8^    Xn,  228  S.    Leipzig,  Teubner.  Geb.  in  Leinw.  M.  9. 

KoBN,  Abth.,  Eine  mechanische  Theorie  der  Reibung  in  konstinuierlichen  Massen- 
systemen.    gr.  8^    XII,  219  S.  m.  6  Fig.    Berlin,  Dümmler.      M.  6,  geb.  M.  7. 

Löwe,  F.,  Die  Bahnen  der  Fuhrwerke  in  den  Strafsenbögen.  Eine  ergänzende 
Untersuchung  zu  dessen  „Strafsenbaukunde^S  gr.  8^  21  S.  m.  9  Abb.  Wies- 
baden, Kreidel.  M  1. 

LoBENTz,  H.  A.,  Zichtbare  en  onzichtbare  bewegingen.  Voordrachten,  op  uitnoodiging 
van  het  departement  Leiden  der  maatschapp^j  „Tot  nut  yan't  algemeen*^  (carBos 
voor  hooger  onderw\js  buiten  de  universiteit)  in  Februari  en  Maart  1901  ge- 
henden.   Leiden,  Brill.    gr.  8^    4  en  176  blz.  m.  40  flg.  f.  8.50. 

Mach,  Ebnst,  Die  Mechanik  in  ihrer  Entwicklung  historisch-kritisch  daigestelli 
(Internationale  wissenschaftl.  Bibliothek  Bd.  69.)  4.  Aufl.  8^  XIV,  650  S. 
m;  267  Abb.    Leipzig,  Brockhaus.  M.  8,  geb.  M.  9. 

Pbandtl,  L.,  Kipp-Erscheinungen.  Ein  Fall  von  instabilem  elastischem  Gleich- 
gewicht.   Diss.  München.    8*.    76  S.  m.  Abb.  u.  2  Taf.    Nürnberg,  Ebner. 

Study,  E.,  Geometrie  der  Dynamen.  Die  Zusammensetzung  von  Kräften  und  rer- 
wandte  Gegenstände  der  Geometrie.  (In  2  Lfgn.)  1.  Lfg.  gr.  8^  240  S. 
m.  Fig.    Leipzig,  Teubner.  M.  7.60. 

Physik,  Chemie 9  Geophysik  und  Astrophysik. 

Abbott,  T.  K  ,  Teorica  elementare  delle  maree,  e  discussione  della  influenza  che 
esercitano  sulla  durata  del  giomo.  Versione  dall'  inglese  approvata  dall' 
autore  del  prof.  Eooabdo  de  Fbrrabi.    Pistoia,  tip.  Flori.    8°  flg.    69  p. 

L.  1.60. 

BisKE,  F.,  Versuch  einer  Anwendung  hydrodynamischer  Untersuchungen  auf  die 

Protuberanzen  der  Sonne.    Diss.  Berlin.    8®.    37  S. 
BoRCK,   R.,   Interferenzkurven   eines   Wellensystems,   welches   mit   einer  Phasen- 
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Quelques  remarques  sur  la  r^uction  des 
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positionB  des  dtoiles  meeiir^es  bot  les 
clicys  photographiqaes.    A.N.  6.  542. 

146.  W.  Ldska,  Über  ein  Problem  der 
photognunmetrischen  Küstenaiifhahme. 
M.H.  12. 172. 

U7.  0.  Bergstrand.  Surlad^formation 
des  conches  sensibles  des  plaqnes  pho- 
tographiqnes.  B.y.A.S.  67.  187. 

KiystiQlograpliie. 

148.  W.  Barlaw,  Crrstal  symmetiy. 
P.M.  1. 1. 

149.  H.  MarshaU.  Note  on  the  axes 
of  Byrnmeiiy  which  are  crystallographi- 
eally  possibles.   P.B.S.E.  62. 


Modelle. 

150«  Ä.  Andreini.  Snllo  svilappo  dei 
poliedri  e  sn  alcune  norme  pratdche  per 
la  costrozione  dei  loro  modelli  in  car- 
tone.    P.M.B.  2.  233. 

161.  K.  "Fischer.  Demonstration  von 
ünterrichtsmodellen  zur  Mechanik.  D.Y. 
N.  289. 

152«  F.  Schilling.  Nouveaux  mod^es 
cin^matiques  et  introdnction  nouvelle  ä 
la  th^orie  des  conrbes  cycloidales.  E.M. 
2.  81. 

Siehe  auch  540. 


D.  Meohanik. 


AUgremelnes.    Prinzipien. 

163.  G.K.Souslow.  Elemente  der  ana- 
lyt.  Mechanik.  Fortsetzung  (mss.)  B.  ü.  E. 
Nr.  2-4. 

154.  /.  Petersen.  Den  rationelle  meka- 
niks  indledning.    T.M.  12  B.  25. 

165.  E.  Picard.  Snr  les  prindpes  de 
la  m^niqne  et  T^cplication  mäcaniqne 
des  phänom^nes  natoreis.   B.D.  25.  17. 

l&iS.  M.  de  TiUy.  Sur  trois  principes 
fondiunentanz  on  aziomes  on  hypoth^- 
ses  de  la  m^caniqne  rationnelle  (inertie, 
indäpendance,  r^action).   A.S.B.  24.  214. 

157.  Ä.  BriU.  Über  ein  Beispiel  des 
Hemi  Boltzmann  zu  der  Mechanik  von 
Hertz.  D.V.M.8.  A.  200. 

158.  Ä.  Brut.  Über  die  Mechanik  von 
Hertz.  M.B.2.  1. 

159.  W.  Wien.  Über  die  Möglichkeit 
einer  electromagnetischen  Bekundung 
der  Mechanik.   A.N.  5.  96. 

160.  G.  Mie.  Die  mechanische  Er- 
Uarbarkeit  der  Natur -Erscheinungen. 
V.N.K.402. 

161.  T.  Sehwarize.  Dynamische  Be- 
trachtungen.  A.Gr.  17.  205. 

168.  K.  Laves.  Maupertuis'  Prinzip 
der  kleiosten  Wirkung  for  Er&fte,  die 
ein  effektives  Potential  zulassen.  A.  N.  K. 
152.  361. 

168.  P.  Buhem.  Sur  un  point  du  cal- 
col  des  variations.   A.  T.  115. 

164.  Lord  Bctyleigh.  The  law  of  par- 
tition  of  kinetic  exergy.  P.M.  49.  98.  — 
H.  Borbury.    226. 

165.  H.  8.  Burbury.  On  the  law  of 
partition  of  energy.   P.M.  60.  584. 

166.  W.  Gosiewski.  0  prawie  zacho- 
wania  energii  i  wzrostu  entropii  (Über  das 
Oeeetz  der  Erhaltung  der  Energie  und 
der  Zunahme  der  Entropie).   T.  W.  25. 

167.  Lord  Bayleigh,    On  a  theorem 


analogeouB  to  the  virial  theorem.   P.M. 
60.  210. 

168*  T.  Schwartze.  Zusammensetzung 
lebendiger  Kräfte.   A.Gr.  17.  333. 

169.  H.  Poincari.  Sur  une  forme  nou- 
velle des  ^quations  de  la  mäcanique. 
C.B.  132.  369. 

170.  D.  de  Francesco.  Alcuni  problemi 
di  meccanica  in  uno  spazio  a  3  dimensi- 
oni  a  curvatura  costante.  A.  A.  N.  10  Nr.  4; 
Nr.  9;  B.A.N.6.  16;  168. 

Kinematik. 

171.  M.  Puglisi.  Sülle  formole  per  la 
composizione  di  piü  movimenti  finiti. 
B.  C.  M.  P.  14.  225. 

172.  Ä^S.Chessin.  On  relative  motion. 
T.  8.  M.  Am.  116. 

178.  B.  Lipschitz.  Nachweis  des 
Zusammenhanges  zwischen  den  4  Dreh- 
ungsaxen  einer  Lagenändemng  eines  or- 
thogonalen Systems  und  einem  Mazi- 
mumstetraeder.   A.  M.  1 23. 

174.  A.  S.  Gales.  Wiener*s  theory  of 
displacements  with  an  application  of 
the  proof  of  four  theorems  of  Chasles. 
A.  of  M.  2.  1. 

175.  L.  Bickart.  Note  de  g^ometrie. 
B.M.S.497. 

176.  F.  Duparcq.  Sur  un  remarquable 
d^placement  ä  deux  paramätres.  S.M. 
29.  1. 

177.  B.  Cluzeau.  Sur  le  d^placement 
d^ime  figure  qui  reste  semblable  k  elle- 
m^me.   B.M.S.  69. 

178.  E.  M.  Blake.  Two  plane  move- 
ments  generating  quartic  scrolls.  T.  S.  M. 
Am.  421. 

179.  G.  K.  Souslow.  Sur  la  question 
du  mouvement  d*un  point  dans  un  milieu 
qui  se  deforme.   S.M.M.  351. 
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180.  3r.  Disteli.   Über  Rollkurven  nnd  \ 
Rollflächen  ü.    Z.  8. 46.  134. 

181.  H.  Brocard.   UtUit^  de  la  photo- 

fraphie  dans  les  recherches  de  g^om^trie. 
M.  133. 

182.  G.  Floguet.  Sur  le  mouvement 
d'tm  fil  dfuiB  Tespace.   C.B.  180.  1745. 

188.  N.  J.  HaUidakis.  Sur  les  ^qua- 
tions  cinämatiqueB  fondamentales  des 
vari^^s  dans  Tespace  ä,  n  dimensionB. 
CR.  130.  667. 

Siehe  auch  123;  162. 

Seluranbeiireeliiiiuig. 

184.  B.  S.  Bau.  Farther  developmeot 
of  the  relations  between  impulsive  and 
instantaneouB  screwB.    T.  R.  L  A.  99. 

185.  B.  8.  Bau.  The  twelfbh  and  con- 
cluding  memoir  on  the  theory  of  screwB. 
T.R.LA.  145. 

186.  T.  J.  Bromtoich.  The  displace- 
ment  of  a  given  line  by  a  motion  of  a 
given  BCrew.    M.M.  41. 

187.  E.  Cotton.  Sur  quelques  mouve- 
mentfl  k  plusieuTB  paramätres  et  sur  la 
th^rie  des  vis  principales  d^inertie. 
A.E.N.9. 

188.  B.  Bricard,  Sur  une  propri^t^ 
du  cylindrolde.   S.M.  29.  18. 

MeGhanismeii. 

189.  T.  BurgaUi.  Teoria  dei  siBtemi 
articolati  piü  semplici.  R.C.M.P.  14. 
192;  201. 

190.  P.  Somov.  Über  einige  Anwen- 
dungen der  Kinematik  yer&iderlicher 
Systeme  auf  Gelenkmechanismen.  Z.  8. 46. 
199. 

191.  E.  Delassus.  Sur  la  m^thode  de 
Cremona  pour  däterminer  les  torsions 
dans  les  syst^mes  articuläs.    A.T.  67. 

192.  A.  Krähe.  Ouatril&teros  esfäricos 
articuladoB.   P.M.S.  318. 

198.  A.  Emch.  Illustration  of  the 
elliptic  integral  of  the  first  kind  by  a 
certain  linkwork.    A  of  M.  1.  81. 

194.  G.  Koenigs.  Compas  homogra- 
phique,  r^alisant,  par  articulations,  1  ho- 
mographie  plane  gln^rale.  C.  R.  131 .  1179. 

Statik. 

195.  M.  d'Oeaane.  Sur  la  composition 
des  forces  dans  le  plan.    E.M.  3.  225. 

196.  C.  Wasteels.  Notes  sur  la  com- 
position des  forces.    M.  220. 

197.  B.  S.  Ball,  A  geometrico-statical 
theorem.    M.  G.  S.  2.  25. 

198.  P.  J,  Heawood.  On  the  quadrila- 
terals  connected  with  four  coplanar  forces 
in  equilibrium.   M.G.S.  1.319. 


199.  A.  Enuh.  On  the  projecti?itj  of 
Stresses  in  a  plane.   M.  M.  F.  7.  134. 

200.  —  Probl^e  de  m^canique.  B.  MS. 
67 

201.  J.  H.  MieheU.  The  umplanv 
stability  of  a  rigid  body.   M.M. 35. 

202.  F.  KöUer.  Ein  bemerkensweitcr 
Zusammenhang  zwischen  der  Statik  bieg- 
samer unausdehnbarer  Flächen  und  der 
Lehre  von  der  Bewegung  eines  Körpers 
in  einer  FlOssigkeit.    Cr.  121.  300. 

208.  C.  P&pm^ici.  Spirala  logaritmica 
ca  figura  de  echilibru  (Die  logarithmische 
Spirale  als  Gleichgewichtsfigur).  G.M.B. 
6.  60. 

Sehwerpuiikte. 

204.  L.  Clariana.  Aplicadon  i  1a 
mecänica  de  la  förmula  de  Diiichlet 
P.  M.  S.  179. 

205.  B.  PiUmi.  Sopra  una  formoU  di 
Euler.    P.M.R.  Suppl  3.  49;  65. 

205  a.  F.  Ckispary.  Sur  le  centre  de 
gravite  d'un  quadrUat^re.     S.M. 23. 143. 

206.  Phüippin.  Centre  de  gravite  dNm 
trap^ze.    M.  249. 

207.  G.  Lazzeri.  Baricentro  di  im 
tronco  di  prisma  triangolare.  P.M.B.1 
219. 

208.  8.  Caiania.  Sul  baricentro  del 
tronco  di  prisma  triangolare.  P.M.R-3. 
28. 

Momente. 

209.  V.Jafiku.  Elementami  odYOzeni 
momentu  setrraöiosti  n^kterych  teles 
pravidelnych  (Elementare  BMtiminimg 
der  l^gheitsmomente  einiger  regel- 
mässiger Körper).   C.  30.  51. 

210.  8.  JoUes.  Die  Beziehungen  der 
Centralellipse  eines  ebenen  Fl&clieo' 
Stückes  zu  seinem  imaginären  Bilde. 
A.Gr.  1.  91. 

Siehe  auch  204. 

KetteniliiieD. 

211.  J.  Junf.  Synthetische  Behand- 
lung der  gememen  Kettenlinie.  Z.  8. 45 
229. 

212.  D.  J.  Karteweg.  La  solation  d« 
Christian  Huygens  du  probl^me  de  la 
chainette.   B.M.  1.  97. 

Dynamik  des  Pimktes. 

21S.  E.  Pieard.  üne  premi^  le9on 
de  dynamique.   E.M.  2.  3. 

2U.W.H.Macaulay.  The  law  of  dj- 
namics  and  their  treatment  in  textbooks. 
M.G.S.  1.  379;  399. 

215.  H.  Duport.  Sur  le  th^r^e  des 
1  forces  vives.    CR.  132.  24. 
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816.  G.  H.  Bryan,  Energy  accelera- 
tions.  A  stady  in  eneigy  paitition  and 
ineveraibiliiy.   A.N.  6.  279. 

217.  K.  Prytz.  Besnltant  hAstiffhe- 
den  Ted  to  paitiklers  forening.  T.M.  11 
A  76. 

218.  P.  Siädcd,  Über  die  Gestalt  der 
Bahnkuren  bei  einer  Klasse  dynamischer 
Probleme.   M.A.  64.  86. 

219.  M.  Puglisi.   Sol  movimento  di  an  • 
pimto   non    soggetto   ad    alcnna  forza 
sopra  un  toro.    KC.M.P.  14.  180. 

220.  N.  N.  Saltykav.  E  zada6e  o 
dfisenii  materialnoj  to^,  pritjagi^ae- 
moj  dTon^a  nepodyiinymi  centrami  ob- 
raiaio  proporcionalno  kvadratam  raz- 
stojai^j  (Über  die  Aufgabe  der  Bewegung 
eines  materiellen  Pu]äte8,  der  von  zwei 
unbeweglichen  Centren  umgekehrt  pro- 
portional dem  Quadrat  der  Entfernung 
angingen  wird).    S.M.Eh.  7.  1. 

nl.  Ä.  J.  Swart.  Een  vraagstuk  der 
dynamica.    N.  A .  W.  44. 

222.  F.  Strouhal.  Y&ty  a  väScni 
(Wagen  und  Wägung).     G.29.  232;  821. 

Centralbewegiuig. 

228.  H,  Benan.  £tude  du  mouvement 
d'on  point  mat^el  soumis  ä  Taction 
dNme  force  centrale  constante.  IM.  146. 

824.  F.  de  Brun.  Sur  le  mouvement 
d'nn  point  mat^el  soUicitä  par  une 
force  centrale.   B.y.A.S56.  107. 

Pendel. 

285.  G.  Ä.  Maggi.  Sulla  teoria  del 
pendolo.   G.  B.  1. 

286.  P.  BwrgaUi.  Sul  moto  di  un  pen- 
dolo verticale,  il  punto  di  sospensione 
del  quäle  h  soggetto  a  moyimenti  os- 
cillatori  e  sulla  aeterminazione  di  questi 
moTimenti.   B.  A.  L.  B.  9.  U.  296. 

227.  K.  B.  Koch.  Über  die  Konstruk- 
tion invariabler  Pendel.   D.Y.N.  39. 

288.  C.  Fery.  Pendule  k  rdstitution 
electrique  constante.   G.B.  130.  1248. 

889.  O.  Hecker:  Beitrag  zur  Theorie 
des  Horizontalpendels.   B.  Q.  69. 

2S0.  J.  Wüsmg,  Zur  Theorie  des 
Repsoldschen  Federpendelregnlators.  A. 
N.K.1Ö1.  293. 

Dynamik  des  gtarren  Systems. 

881.  H.  Petrini.  De  allmänna  rörel- 
seekrationema  f&r  en  fast  kropp  i  för- 
hiUhuide  tül  rOrliga  axlar.   T.M.  11. B.  1. 

888.  P.  Somoff.  Über  Gebiete  von 
Scbraubengeschwindigkeiten  eines  star- 
ren Körpers  bei  verschiedener  Zahl  von 
Stötzflächen.    Z.S.46.  245. 


288.  D.  de  Franoeseo.  Sul  moto  spon- 
taneo  di  un  corpo  rigido  in  uno  spazio 
di  curvatura  costante.  A.  A.  T.  35. 34 ;  887. 

Dynamik  des  deformierbaFen 
Systems. 

284.  A,  Voss.  Über  die  Principe  von 
Hamilton  und  Maupertuis.    N. G.G.  322. 

285.  Lord  Bayleigh,  8.  H.  Burhury. 
The  law  of  partition  of  kinetic  energy. 
P.M.  49.  98;  226. 

886.  W.  Goaiewaki.  0  rozdziale  pred- 
kodci  w  ukladzie  dynamicznym  o^ywi- 
onym  (Über  die  Verteilung  der  Ge- 
schwindigkeiten in  einem  dynamischen 
System,  das  eine  stationäre  Bewegung 
besitzt).   T.W.  16. 

287.  A.  Broea.  Champs  de  vecteur  et 
champ  de  force.  Action  r^iproque  des 
masses  scalaires  et  vectorielles.  C.  K.  130. 
109. 

288.  T.  Levi'Civitä.  Sui  moti  stazio- 
nari  dei  sistemi  olonomi.  R.  A.  L.  R.  10. 1. 
137. 

289.  F.Kosch.  Theorie  der  Fallmaschine 
mit  2  festen  und  einer  losen  Rolle.  A.  Gr. 
17.  113. 

240.  H.  Lorenz.  Dynamik  der  Kurbel- 
getriebe.   Z.  S.  46.  67 ;  177. 

241.  J.  Jung.  Synthetische  Betrach- 
tung eines  in  sich  bewegten  Fadens.  Z.  S. 
46.  39. 

242.  G.  Floquet.  Sur  le  mouvement 
d'un  fil  dans  Tespace.    CR.  131.  27. 

248.  G.  Floquet.  Sur  les  ^quations  du 
mouvement  d*un  fil  en  coordonn^es  quel- 
conques.    CR.  131.  97. 

244.  G.  Floquet.  Sur  les  ^quations  in- 
trins^ques  du  mouvement  d*un  fil  et  sur 
le  calcul  de  sa  tension.    CR.  131.  666. 

245.  G.  DÜlner.  Sur  le  mouvement 
des  ^äments  d'une  moläcule  de  matiäre 
pond^rable  d*apr^s  la  loi  de  Newton. 
B.V.A.S.67.  1145. 

246.  A.  Broca.  Sur  les  masses  vecto- 
rielles de  discontinuit^.    CR.  130.  317. 

247.  D.  Francesco.  Su  alcuni  proble- 
mi  di  meccanica  in  uno  spazio  pseudo- 
sferico  analiticamente  equivalenti  a  pro- 
blemi  nello  spazio  ordinario.  R.A.  N.  7. 28. 

DifTerentlalgleiohnngen  der  Meolmnik. 

248.  P.  Appell.  D^veloppements  sur 
une  forme  nouvelle  des  ^quations  de  la 
dynamique.    J.  M.  5. 

249.  P.  Appell.  Sur  une  forme  gene- 
rale des  ^quations  de  la  dynamique.  Cr. 
121.  310. 

250.  P.  Appell.    Sur  une  forme  gdn^- 
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rale  des  ^qaations  de  la  dynainique  et 
BOT  le  principe  de  Grauss.    Gr.  122.  206. 

251.  A.  Viterhi.  Salle  traBformazioni 
delle  eqnazioni  della  dinamica  a  due 
variabili.    R.  A.  L.  B.  9 1.  66 ;  97. 

252.  Ä.  de  St,  Crermain.  Sur  la  fonc- 
tion  8  introduiie  par  M.  Appell  dans 
les  äquations  de  la  dynamique.  C.  R.  180. 
1174. 

258.  O.  Schouten.  De  differentiaalver- 
gelijkingen  voor  de  beweging  van  een 
vast  lichaam.   N.A.W.  86. 

254.  P.  ÄppeU.  Sur  Vint^ffration  des 
^qnations  da  mouvement  d^nn  corps 
pesant  de  r^volntion  roulant  par  nne 
arrSte  circolaire  sur  an  plan  horizontal; 
cas  particalier  da  cerceau.  R.  C.  M.  P.  14. 1 . 

256.  V.  VoUerra.  Sogli  integral!  lin- 
eari  dei  moti  spontane!  a  caratteris- 
tiche  independenti.    A.A.T.  36.  186. 

2M.  D.  de  Francesco.  Sall'integrazione 
delle  eqaazione  differenzial!  del  moto 
spontaneo  d!  an  corpo  rigido  in  an  spa- 
zio  d!  carvatara  costante.  R.A.L.R.  9l. 
246. 

257.  ^.  Schultz.  Die  Bahn-  and  Inte- 
gralgleichangen  eines  Panktes  in  einem 
n-dimensionaien  Raame.    A.Gr.  17.  176. 

258.  D.  J.  Korteweg.  Eztrait  d'ane 
lettre  ä  M.  Appell.   R.C.M.P.  14.  7. 

Siehe  aach  16. 

Drehung. 

259«  E.  Laeour.  Formales  elliptiqaes 
poar  r^tade  des  moavements  de  Poinsot. 
A  £1  N  283 

260.  D.  N.  Gorjaiev.  0  dviäenii  tga- 
ielago  tverdago  tela  vokrug  nepodviinoj 
tock!  ▼  slaöaje  J.  =  J5  =  4C  (Über  die 
Bewegung  eines  schweren  Körpers  um 
einen  feston  Punkt  im  Falle  Ä^^B^^C). 
S.M.M.21.  431. 

261.  J.  H.  MicheU.  The  stress  in  a 
rotating  lamina.    P.  L.  M.  S.  124. 

Beibnng. 

262.  0.  Feller.  Eine  neue  Anschauung 
über  die  Reibung.    D.Y.N.  66. 

Potentialtheorie. 

268.  K.  Böhm.  Die  Ezistonzbedin- 
flrongen  eines  von  den  ersten  und  zweiton 
Differentialquotienten  der  Koordinaten 
abhängigen  kinetischen  Potentials.  Cr. 
121.  124. 

264.  L.  Königsberger.  Über  die  aU- 
gemeinen  kinetischen  Potentiale.  Cr.  121. 
141. 


266.  H.  Petrini.  £tade  sur  les  d^T^ 
du  potentiel  d^une  couche  simple.  E.V. A 
S.  67.  867. 

266.  H.  Pttrini.  Sur  Fexistence  d» 
d^riv^es  secondes  du  potentiel.  CR.  ISO. 
233. 

267.  H.  Petrini.  Allgemeine  Existenz- 
bedingungen für  die  2.  Differenti&l- 
quotienten  des  Potentials.  B.y.A.S.  57. 
.226. 

268.  L.  Königsberger.  Über  das  er- 
weiterte Newtensche  Potential  S.A.B. 
1160. 

269.  G.  LauriceUa.  -Intemo  alle  den- 
vate  normal!  deUa  funzione  potenziale 
di  superficie.  A.A.T.  86.  480. 

270.  D.  Hubert.  Über  das  Dirichletscbe 
Prinzip.  D.  V.M.  8 A.  184. 
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Tielk5rperproblem. 

;86.  C.  V.  L.  Charlier.  Ober  das  redu- 
zierte DreikOrperproblem.  B.y.A.  S.  66. 
263. 

786.  T.  Levi'Civitä.  Sur  le  problfeme 
restreint  des  trois  corps.    CR.  131.  236. 

787.  E.  Stromgren.  Über  mechanische 
Integration  zu  deren  Verwendung  für 
numerische  Rechnungen  auf  dem  (je- 
biete  des-  Dreikörperproblems.  B.  V.  A.  S. 
57.  443. 

788.  B.  MouUon.  On  a  class  of  par- 
ticolar  Solutions  of  the  problem  of  four 
bodies.   T.S.M.Am.  17. 

789.  W.  Ehert.  Sur  un  systöme  d'^ua- 
tiong  diffärentielles  qui  äquivaut  au  Pro- 
bleme de  n  Corps,  mais  admet  une  in- 
tegrale de  plus.    CR.  131. 152. 

790.  P.  Painlev^.  Sur  les  integrales 
nniformes  du  probl^e  des  n  corps.  C  R. 
130.  1699. 

791.  Bziobek.  Über  einen  merkwürdi- 
gen Fall  des  Vielkörperproblems.  A.  N.  E. 
152.  33. 

ABtronomie,  sphftrigclie. 

792.  H.  Kobold.  Über  die  Darstellung 
der  Richtungen  der  Eigenbewegung  der 
Fixsterne.    A.N.K.  153.  273. 

798.  B.  Wanadi.  Eine  Methode  Scht- 
Khotkbs  von  gleichzeitiger  Zeit-  und 
Breitebestimmuiig  aus  Beobachtungen 
von  Stempaaren  in  gleichen  Höhen.  Z.  V. 
29.  209. 

794.  C.  Borgen.  Über  die .  Auf  lösung 
des  ZweihOhenproblems  nach  einer  Nä- 
benmgsmethode  von  Raper,  unter  Be- 
nutzung der  Tabelle  der  Mercatorschen 
Funktionen.    A.H.28.  84. 

795.  0.  Fulst.  Zur  Höhenberecimung. 
A.H.28.  320. 

796.  W.  Bewter.  Zur  Berechnung  des 
Höhenunterschiedes  bei  der  Höhen- 
metiiode.    A.H.28.  604. 


797.  Bolte.  Zur  Berechnung  des  Schiffs- 
orts aus  zwei  Grestimshöhen  nach  der  HO- 
henmethode.  A.H.28.  29;  R.  Schorrl28. 
G.  Holtz  130. 

798.  K  Caspari.  Azimut  latitude  et 
longitude  par  des  hauteurs  dgales  d'astres. 
J.E.P.5.  1. 

799.  W.  Beuter.  Zur  Berechnung  der 
Breiten-  und  Längenberichtigung  nach 
der  Standlinieimiethode.    A.  H.  28.  24. 

800.  W.  Beider.  Über  die  Benutzung 
der  Mercator*schen  Funktion  bei  der 
Berechnung  einer  Standlinie.  A.  H.  28. 388. 

801.  TT.  Beuter.  Hülfstafel  der  Be- 
rechnung der  Besteck  Versetzung  bei  der 
Länge  und  Breitenmethode.  A.H.28. 126. 

802.  G.  Bolwin.  Nochmals  die  Be- 
stinmiung  des  Schiffsortes  nach  St.  Hi- 
laire  ohne  Konstruktion.    A.  H.  28.  684. 

808.  A.  Fowler.  Orientation  of  the 
field  of  view  of  the  siderostat  and 
coelostat.    N.  62.  428. 

804.  W.  Ehert.  Über  die  Änderungen 
der  rechtwinkligen  Koordinaten  äufserst 
polnaher  Sterne  mit  der  Zeit.  A.N.K. 
151.  145. 

805.  L.  de  Bau.  Reduktion  der  Eigeh- 
bewegungen  der  Fixsterne  auf  verschie- 
dene Äquinoktien  und  Epochen.  Formel 
von  FabritiuB.    A.N.K.  161.  368. 

Chronologie. 

806.  CBerdelU.  All sujet des questions 
chronologiques.    E.M.  2.  188. 

807.  E.  Cercianani.  Notizie  storiche 
suUa  misura  del  tempo.    B.  C  285. 

808.  P.  G.  Lais.  U  calendario  greffo- 
riano  e  la  bdiema  computazione  delF- 
equinozio.    N.  L.  A.  196. 

809.  P.  /.  E.  Goedseels.  Tables  de  r^- 
duction  relative  ä  Theure  et  au  d^gre 
divis^s  d^cimalement.    A.S.B.  24.  105. 

SlOm  E.Pasquier.  De  la  d^cimalisation 
du  temps  et  de  la  circonf^rence.  A.  S.  B. 
24.  69. 

Siehe  auch  762;  868. 


H.  G«oph3rBik. 


Geophysik  im  engeren  Sinne. 

811.  deLapparent.  Sur  la  Symmetrie 
t«tiaädrique  du  globe  terrestre.  CA. 
130.  614. 

818.  F.  Heiderieh.  Die  mittlere  Er- 
hebung der  Landflächen.    B.G.  26. 

818.  J.  Coüet.  Les  corrections  topo- 
^rapfaiques  des  observations  pendulaires. 
A.U.G.  13.  1. 


'  814.  J.  Cöllet.  Sur  la  correction  topo- 
graphique  des  observations  pendulaires. 
C.R.  131.  742. 

815.  A.Sella.  Sur  une  nouvelle  me- 
thode  propos^e  par  M.  Gerschun  de  d^- 
termination  de  la  density  de  la  terre. 
A.S.G.  322. 

816.  V.Strouhal.  Stanovenf  relattivnä 
hmoty  zem6  a  sltmce  na  z&klad5  fisikal- 
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nim.  (Bestimmimg  der  Masse  der  Erde 
und  der  Sonne  auf  physikalischem  Weg^.) 
C.  29.  1. 

817«  V.Navdk.  M6f eni  konstanty  gra- 
vita6ni  a  slf ecdni  spezifickä  hmoty  zem6. 
(Messung  der  Gravitationskonstanten  und 
des  mittleren  spezifischen  Gewichts  der 
Erde).    C.  29.  10. 

818.  Boussinesq.  Probleme  de  r^froi- 
dissement  de  la  croüte  terrestre,  traitä 
au  mSme  point  de  vue  que  Ta  fait 
Fourier,  mais  par  une  mäthode  d^intä- 
gration  beancoup  plus  simple.  CR.  130. 
1662. 

819*  Ä.  Nippold.  Der  heutige  Stand 
der  Theorie  des  Erdmagnetismus.  P.Z. 
2.  108;  119. 

820.  Wessely.  Bemerkung  über  den 
Erdmagnetismus.    A.Gr.  17.  116. 

821.  E.  MiUhias.  Galcul  de  la  formule 
definitive  dofanant  la  loi  de  la  distri- 
bution  reguliere  de  la  composante  hori- 
zontale du  magnätisme  terrestre  en 
France  au  l.janvierl896.    CR.  182.  820. 

822.  Ä.  Ängot  Sur  la  relation  de 
Tactivite  solaire  avec  la  Variation  diume 
de  lä  d^clination  magn^tique.  CR.  132. 
254. 

.  828.  B.  ManzetH.  Di  un  nuovo  istru- 
mento  per  la  misura  de  la  frequenza 
delle  correnti  altemate.  R.A.L.R.  10.  I. 
167. 

824.  S.  ÄrrJienius,  Über  die  Ursache 
des  Nordlichts.    B.V.A.S.  67.  646. 

Siehe  auch  786;  878;  889. 

Meteorologie,  matlieiiiatisclie. 

825«  N.  Demcinskij.  Versuch  einer 
mathematischen  Theorie  der  Barometer- 
welle.    K.  D.  P.  6 ;  27 ;  46 ;  87. 


826.  E.  Leyst.  Über  den  tätlichen 
Gang  des  Luftdrucks  in  Moskau.  8. N.M. 
1900.  1. 

827.  H.  Mohn.  Einige  Bemerknsgen 
über  die  Schwerekorrektionen  der  Bvo- 
meterhöhen.    M.Z.  18.  49. 

828.  V.  Bezold.  Zur  Thermodynamik 
der  Atmosphäre.    Y  S.  A.B.  366. 

829.  0.  Petterson.  Über  den  Einfiafs 
der  Eisschmelzung  auf  die  ozeanische 
Zirkulation.    B.V.A.S.  66.  141. 

880.  H.Mache.  Über  die  Regenbüdang: 
S.A.W.  798;  M.Z.  17.  664. 

881.  F.  Pockels.  Zur  Theorie  der 
Niederschlagsbildung  an  Gebirgen.  AP. 
L,  4.  469. 

882.  Schreiber.  BeitilLge  zur  Hagel- 
theorie.   M.Z.  18.  68. 

888.  Ä.  Gleichen.  Grundzüge  einer 
Dioptrik  der  Atiimosphäre.    V.P.G.24. 

884.  E.  V.  Oppoleer.  Über  den  Zn- 
sammenhan^von  Refraktion  und  Paral- 
laxe.   S.A.W.  678. 

886.  C.  MoMzos.  Sur  la  m^thode  de 
Kepler  dans  la  r^fraction.    J.P.  10.  337. 

886.  Ä.  Gleichen.  Erweiterung  der 
Laplace'schen  Extinctionstheorie  des 
Stemenlichtes.    V.P.G.222. 

Siehe  auch  74;   76;  91;   316;  321;  324; 

672. 

Ebbe  nnd  Hut. 

887.  E.  Guy<m.  Formnles  et  table» 
pour  calculer  les  heures  et  hauteun  des 
pleines  et  basses  mers  connaissant  les 
hauteurs  dlieure  en  heure.  C.  A.  181. 1 169- 

888.  E.  W.  Broum.  On  tide  ciurrento 
in  estuaries  and  rivers.    A.  of  M.  1.  66. 

S^d.  C.Si^rader.  Die  Beschickinig  von 
LothungenaufNiedrigwasser.  A.H.2d.31. 


I.  NatorwiBseiiBOhaften,  mathematiBOhe. 


•Chemie,  mathematisclie. 

840.  G.Helm.  Mathematik  und  Chemie. 
S. I.D.  1900.  29. 

841.  B.  Wegscheider.  Über  die  all- 
gemeinste Form  der  Gesetze  der  chemi- 
schen Kinetik  homogener  Systeme.  S.  A. 
W.  699. 

842.  H.  PeMxm.  Sur  Päquilibre  chi- 
mique  d'un  Systeme  dans  lequel  quatre 
Corps  gazeux  sont en  pr^sence.  CR.  180. 
676. 

848.  L.  Marchis.  Sur  les  faux  ^qui- 
libres  chimiques.    J.  P.  9.  326. 

844.  W.D.Bancroft.  Reactionvelocity 
and  solubility.    A.N.  6.  46. 


845.  J.  Walker.  On  the  Telocitj  of 
graduated  actions.    P.R.S.E.22. 

846.  W.  Sutherland.  The  molecnlsr 
Constitution  of  water.    P.  M.  60.  460. 

847.  E.  Warbwrg.  Über  die  Bildong 
des  Ozons  bei  der  SpitzenenUadung  m 
Sauerstoff.    S. A.B.  712. 

Siehe  auch  627. 

Biologie,  mathematiselie. 

848.  Ä.  GaUardo.  Les  mathäoatiqnes 
et  la  biologie.    E.M.  8.  26. 

849.  J.S.Maedonald.  Thedemarcation 
current  of  mammalian  nerve.  P  AS.b. 
67.  310. 
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860*  J.  lt.  Herrweg,  Becherches  sor 
rexcitation  biologiqne  dea  nerfs.  A.  M.  T. 
6.285. 

851.  B.  E.  and  C.  Crompton.  The  fit- 
ting  of  the  cyclo  to  its  rider.  N.  61.  87 ; 
391.  _  2>.  E,  Hutchins  368. 

Siehe  auch  338. 


Botanik,  mathematiselie. 

852.  G.  Bergamo.  Teoria  delle  spo- 
Btazioni  fillotassiche.    R.  A.  N.  6.  28. 

858.  F.  Delpino.  Circa  la  teoria  delle 
spostazioni  fillotassische.    R.A.N.  6.  43. 

854.  /.  Friedel.  Action  de  la  preBsion 
totale  snr  raesimilation  chlorophyl- 
lienne.    CR.  132.  363. 


K.  Technik. 


Meehanlk,  technische. 

865.  K.  Heun.    Die  kinetischen  Prob 
lerne   der    wiBsenschaftlichen    Technik. 
D.V.M.9.  B. 

866.  M.  PaneUi.  Sul  calcolo  delle 
Tibrazioni  trasversali  di  una  trave  elas- 
taca.    A.A.T,  36.  6. 

857.  BaUau.  Theorie  des  h^lices  pro- 
pulsiveB.    C.B.  180.  486;  702. 

Gewölbe. 

858.  Bibüre.  Sor  les  voütes  en  arc 
de  cerdes  encastr^es  aoz  naiBsances. 
CR.  182.  816. 

Magchinenlehre. 

869.  H.  Lorentg.  Über  den  ünffleich- 
mälBigkeitsgrad  von  DampfmaBchinen. 
P.Z.l.  176;  D.V.N.  74. 

860«  A.  Peroi.  Snr  raccouplement  des 
altemateuiB  an  point  de  vne  des  harmo- 
niqaefl  et  effet  des  motenrB  BynchroneB 
rar  cenz-cL    C.B.  181.  877. 

861.  E.  Meyer.  Die  spezifischen  Wär- 
men der  Oase  und  die  Gasmotorentheorie. 
D.V.N.  79. 

862,  L.  Mardus.  Sur  les  moteurs  k 
gaz  k  explosion.    C.B.  180.  706;  1246. 

868.  d'Är8onval.  En>loBeur  rotatif  et 
dispositifB  divers  pour  La  production  des 
pniflsants  couiants  k  haute*  fräquence. 
CR.  180.  1049. 

864*  Ä,  Wüz.  Le  cycle  th^orique  des 
motenrsä gaz ä explosion.  C.B.  130. 1118. 

Siehe  auch  667. 

Technologrie* 

865.  Vassewr,  Traces  superficiellea 
laiiste  par  les  outils  dans  le  travail 
du  Bciage  des  m^taux.    C.B.  182.  460. 

Telegraphie. 

866.  P.  E.  Shaw.  Some  lecture  experi- 
mentsillnstratingsyntony.   P.M.  60. 283. 

Siehe  auch  670;  716. 


Photographie. 

867.  G.  Sigriste.  Appareil  de  Photo- 
graphie instantan^e  k  rendement  maxi- 
mum.    C.B.  130.  82. 

867\  N.  Jadanza.  n  teleobiettivo 
e  la  Bua  storia.    M.A.T.  163. 

Siehe  auch  181. 

Mesginstminente. 

868.  Mehmke,  Bauschinger,  SchüJke. 
Berichte  und  Diskussion  über  die  Dezi- 
malteilung  der  Winkel-  und  Zeitgröfsen. 
D.V.M.8.  A.138. 

Instmmentenknnde. 

869.  M.  Dieterich.  Zur  Theorie  des 
Atwood'Bchen  FaUapparates.  B.B.  37. 61. 

870.  M.  BriOauin.  Constante  de  la 
ffravitation  universelle.  Sur  une  cause 
de  disBjm^trie  dans  Temploi  de  la  ba- 
lance  de  GavendiBh.    C.B.  131.  1293. 

871  •  J..  et  F.  GuiUet.  Nouveaux  modes 
d'entretien  des  diapasons.  C.  B.  1 30. 1002. 

872.  L.  Malaasez.  Nouveau  modele 
d*oculaire  k  glace  microm^trique.  C.B. 
132.  406. 

878.  B.  Wonach.  Über  die  Änderung 
des  Schraubenwerts  eines  Mikrometers 
durch  EinschaltunK  einer  Eorrektions- 
linse  für  MirensteUungen.  A.N.E.  162. 
49. 

874.  KStreM.  Zonenfehler  und  Wellen- 
flächen.    Z.J.20.  266. 

875.  W.  Harhness.  On  the  best  form 
for  the  double  achromatic  objectives  of 
telescopes.    A.J.S.  9.  287. 

876.  J.  Hartmann.  Bemerkungen  über 
den  Bau  und  die  Justierung  von  Spektro- 
graphen.    Z.  J.  20.  17;  4^7. 

877.  H.Lehmann.  Über  Spektralappa- 
rate mit  drehbarem  Gitter.    Z.  J.  20.  198. 

878.  TT.Zie^Itfr.DieJablochkoif-Lampe. 
M.  G.G.  196. 

879.  Lortet  et  Genon.  Appareil  tr^s 
simple  pour  rapplicationphototh^rapique 
de  Finson.    C.  B.  132.  246. 
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880«  Foveau  de  CowrmeOes  et  G.  Trouve. 
Appareil  permettant  diTerses  applicationB 
physiologiques  de  la  Imni^re  prodnite 
par  one  lampe  ä  incandeacence.  CR. 
131.  1198. 

881.  Ä.  Dufowr.  Snr  un  thermom^tre 
en  qnartz  ponr  hantes  temp^ratores. 
CR.  130.  776. 

882.  J.  Rose-Jwnes.  Theory  of  the 
coüBtant-volume  gasthermometer.  P.M. 
50.  261. 

883.  SchoU.  Elektrisclie  Tiefenthermo- 
meier.    A.H.  29.  167. 

884.  F.  Novdk.  0  pokroku  pyrometrie 
(Über  die  Fortochritte  der  Pyrometrie). 
C  80.  161. 

885.  G.  Massol.  Snr  un  tfaermocalori- 
m^tre  ä  d^versement.   CR.  130.  1126. 

886.  J.  Y.  Buchanan.  On  a  aolar  calori- 
meter  used  in  E^pt  at  the  total  solar 
eclipse  in  1882.    P.CP.S.  37. 

887.  i?.  Beattie.  Note  on  a  possible 
source  of  error  in  the  use  of  a  balliBtic 
galvanometer.    P.M.  60.  576. 


888.  H,  du  Bois.  MagnetiBche  Friizi- 
sionBwage.    Z.J.  20.  97;  129. 

889.  Ä.  Schmidt,  Das  Trifilargnfi- 
meter.   B.G.  109. 

890.  M.  CofUarini.  Sulla  determiio- 
zioni  dei  moti  siBmici.  B.A.L.B.  10.  L 
148;  206. 

891.  E.  BoggiO'Lera.  Sopra  nn  appar- 
ecchio  registratore  delle  scariche  elet- 
triebe  deU*  atmosfera.    A. G.C.Nr.  18. 

892.  E.  Leprand.  Anämomätre  ^ec- 
trique  k  indicationB  k  distance.  CR. 
182.  328. 

898.  F.  Weceerg.  Novy  roriontebj 
pf iatroj  pro  astronomicky  zcm^pis  (Neoer 
zerlegbarer  Apparat  fSr  aBtronomiache 
Geographie).    C  29.  201. 

894«  C.  Guidi.  Di  nn  nnovo  fleBsiineiio 
e  Bue  applicazioni.    A.  A.  T.  86. 175. 

Siehe  auch  91;  222;  227;  239;  333;  465; 
543;  576;  617;  663;  678;  697;  752;  SOS; 
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Die  Tragkraft  der  Säulen  bei  veränderlichem  Querschnitt. 

Von  Baurat  Adolf  Fbancke  in  Herzberg  a/Harz. 

Für  die  Bemessung  der  Standsicherheit  eines  auf  Druck  bean- 
spruchten Stabes  ist^  wie  bekannt  ^  die  Enickkraft  desselben,  d.  i.  der 
Grenzwert  desjenigen  Druckes,  welcher  hinreichend  ist,  den  unendlich 
wenig  auBgebogenen  Stab  in  dieser  Yerbiegung  zu  erhalten,  in  der 
Weise  als  maßgebend  anzusehen,  dals  der  Stab  jedenfidls  nur  mit 
einem  Bruchteil  dieses  Enickwertes  belastet  werden  darf,  wenn  anders 
die  für  die  Standfahigkeit  des  Bauwerkes  erforderliche  Sicherheit  gegen 
etwaige  Yerbiegung  des  Stabes  gewährleistet  sein  soll.  Diese  nämliche 
Überlegung  gilt  wie  für  Si&be  von  unveränderlichem  Querschnitt,  so 
aach  f&r  Stabe  mit,  stetig  oder  unstetig,  veränderlichem  Querschnitt. 
Eine  zweckmäßige  Wirtschaftlichkeit  aber  erfordert  jeden&lls  in  sehr 
yielen  Fällen  die  Anordnung  von  gedrückten  Stäben  mit  veränderlichem 
Querschnitt,  und  es  soll  daher  die  Enickkraft  der  Stäbe  bei  veränder- 
lichem Querschnitt  im  Folgenden  näher  betrachtet  werden. 

1)  Der  gedrückte  Stab  bei  Verstärkung  des  mittleren  Teiles. 

Für  den  in  Abb.  1  dargestellten  Stab  gelten  für  die  Strecken  I,  II, 
bei  genügend  kleinen  Verbi^ungen,  die  Differentialgleichungen: 


Wird  gesetzt: 


^«^tS=-ey- 


80  können  «lie  aus  denselben  folgenden  Integralgleichungen  geschrieben 

werden: 

Ä  sin  (i»!  x) ^  cos  (nij  h)  sin  (m,  x) 

^        sin  (wij  a)        '  sin  (»»i  a) 

für  Strecke  I, 
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för  Strecke  TL,  wenn;  wegen  gemeinsamer  Drehung  im  gemeinsamen 
Grenzpnnkte  der  Strecken  die  Bedingung  erftOlt  wird: 


(1) 


^^M^fh  ==  )/jJ ; 


welche    Gleichung,    da  fi^  ===  ^ ET  ^  f  r  j*  ft  "^  **  *  'H   ^^'  ^^^  ^ 

gebenem  Zahlenwert  n  zur  Bestim- 
mung    des     Zahlenwertes    fi,    ans 

tgii^tgnii^  =  V/    nnd   damit  des 
Enickwertes: 


pig.  1. 


Q  =  ^i^' 


benatzt  werden  kann.    Die  ZsUeo 
fiy,  {ii  liegen  stets  zwisdien  0  und 

mg 

Y ,  und  fttr  a  =  0  oder  ft  =  0  erreicht 

Q  den  Grenzwert  -jf  -j-  • 

Aus  der  Form  der  NaTiersehen 
Differentialgleichungen  kami  nur 
der  Enickwerty  als  Gh-enzweit  der 
Beugungskraft  bei  unendlich  kleinen 
Biegungen,  nicht  der  genaue  Weit 
der  Beugungskraft  bei  gröberen 
endlichenBiegungen  ermitteltwerden, 
da  der  allgemeine  genaue  Wert  der 
Beugungskraft  mit  den  Winkel- 
grolsen,  a,  a  +  ß,  der  Verbi^ong 
anwächst,  letztere  aber  in  der 
Navierschen  Grundgleichung  ab  ver- 
schwindend klein  angesehen  werden. 

Bei  gröfseren  endlichen  Verbie- 
gungen  kann  man  den  Säulenteil  a 
als  einen  unter  dem  Winkel  « 
sehnig  am  Fuls  eingemauerten  Stab 
ansehen.  Für  denselben  gelten  die 
Gleichungen: 


(la) 


h  =  y—Q^  (cos  a  —  cos  (a  +  ß)) 


Von  Adolf  Feancks. 
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(2a) 


wenn 


n 
/    1/1  — sm'l — ^-^J8in'<p 


n 


tj  =  arc  sm 


"(s) 


^("4^1 

ist    Für  den  Stabteil  b  aber  gelten  die  genaueren  Gleichungen: 
d|— ^1  =-ds-8ino.  Q,     und  da    -  =  ^,    d~^ 


ds 


also 


-j^  -3—  •  j-  =  —  ao  Sin  o 

Q     ds      ds 


EJ^i^)  =2ö(cosci-(l-y)co8a- Jco8(a  +  /J)j 
oder  ffir 


cos «  —  -^ { cos  «  —  cos  («  +  /J) )  ==  cos  ö, 

1  —  cos  a  +  ^  (cos  a  —  cos  (a  +  f)) 
in»--  = ' — ^ f 


sm 


dm 


2 


(O 


-i/  .   ,ö 

1/^  sin*——  si 


-^'Vl:- 


Sin' 


»ro  tili  l 


I  Bin — 


rt 


(3a) 


-/-1^/lrfp 


9 


a  

(4a)  /-Ä==  /rfs -Sinei  ="|/?^{yi-cosö-yco8a-co80} 

0 


Beispiele: 

Ffir  die  runde  Hohlsaule  der  Abb.  2  ist: 


j.^  «{16« -18«},  2199;    j^,»{ao«-i2M^6836 


nnd  aoa: 


^•  =  3,109,    ]/J^  =  1,763 
<^^<5f  1,763^  =  1,763 


88' 
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Fig.  2. 


VI 

folgt   der  Zahlenwert  p,  =  rund  0,65;   ft*  =  rund  0,42;  0  =  ^0,42 

=  -=~l,68,  im  Vergleich  zum  Eulerschen  Knickwert: 

EJ  «« 

-FT' 

• 

Für  die  scUanke  Holzsäule  der  Abb.  3  ist 

J,  =  201;    e7,  =  804;    ]/J  =  2;      tgfi^'tgl^lh-t 
f4  =  0,7545    und  daher  f&r    £  =  100000. 

^        100000  .  804  .  0«,764        oq.  «  , 

Q  = 4M« =  2^^''  ^• 


Wir  erhalten  daraus  die  Zahlenwerte: 


Wl== 


300 


1 
266^ 


^2  ~  400 


1 
630' 


t9ia  +  ß)^mi/ 


A  =/.  cosjt*,  =  0,72859/ 

COBft,  / 

sin  f4  "*  329  ' 


<</«  =  7Ü 


Fig. «. 


<tf' 


Wenden  wir  nun  diese  Beziehungen,  welche  der  Ahleitong  na^ 

nur    für   sehr   kleine   Verlangerungen   giltig   sind,    auch   f&r  grofsere 

Durchbiegungen  /  an,  so  sind  wir  in  der  Lage,  an  der 

Hand  der  Gleichungen  (la)  bis  (4a)  zu  prQfen,  ob  und 

wie  weit  dieses  rechnerisch  zulassig  bleibt. 

Sei  z.  B 

/=80cm, 
dann  wäre 

^^(a  +  /J)  =  0,243;    a  +  ß  =  13940' 

cos  (cc  +  ß)  =  0,9716 

tga  =  0,1034 ,    a  =  5^54 ,    cos  a  »=  0,9947. 

Setzt  man  diese  Zahlen  in  die  Gleichungen  (la)  bb 
(4  a)  bei  dein  Werte  ^  =  285  kg,  ein,  so  wird  man  finden, 
dafs  dieselben  zwar  nicht  mathematisch  genau,  aber  doch 
annähernd  erfüllt  werden. 


Der  Kreis  als  Biegungslinie  der  Säule. 

Allgemein,  nicht  nur  für  sehr  kleine,  sondern  auch 
für  beliebig  grofse  Enickbeugungen,   Abb.  4,  folgt  ans 

IEJ\ 
—  I  =  —  ^ sin© ds  für  p  =  r  =«  unverändert: 


zm 


I 


.y. 


E^ 


-.dJ=  —  mitodm 


Von  Adolp  Fbamcks. 
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J  =  -^  {  cos  O  —  C08  /J  }  = 


Fig.  4. 


=  J.j; 


/w  {  COS  O  —  COS  ^  } 
1  —  COB^ 

^ EJm 

^  *"  r*  (1  —  C08  (J)  * 
Für  kleine  Werte  ß  folgt 
aus  1  —  COS  /J  =  ^  ,  rß-=h 

Die  Säule  des  ver- 
änderlichen Ejreisquersclinit' 
tes  der  Abb.  5,  vom  Durch- 
messer 

cv  __«_  <i*jc(2f  —  x)  __ 
^ ""  64  2«  — 

verbiegt  sich  daher  bei  ge- 
nügend kleinen  Beugungen 
nach  den  Gleichungen: 

y  =  j^  {21  —  x)x 
bei  der  Enickkraft: 

^  ""  32  1«  ""      «• 


Xn 


llJ. ::;k;* 


-i— 


-«_. 


r«-rr__l:__ 


fc\» 


Bei  einer  Hohlsäule,  Abb.  6,  der  Wandstärke  b  =•  {*«  ^  =>  &«  (-.  j 

ändert  sich  bei  genügend  grolsem  Säulendurchmesser  das  Trägheits- 
momeut    mit    hinreichender    Genauigkeit    nach    dem    angenommenen 
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Gesetze  J  =  J«  - — „  •  Eine  solche  Säule  würde  daher,  bei  ein- 
tretender Beugung,  sich  nach  einem  Kreisbogen  yerbiegen  und  zugleich, 
in  Bezug  auf  diese  Knickbiegungen,  als  ein  Stab  von  gleichem  Wider- 
stände erscheinen. 

Das   Oewicht    einer   solchen   Säule   betragt   bei   gleichen  Kiileii- 
durchmessem  rund  %  der  Säule  von  unveränderlicher  Wandstärke  \ 


Fig.  6. 


30 


..*... 


I 
I 
I 
I 

I 
I 
« 
I 
I 
I 
I 

Z 
I 


I 
X 


jr___JL-._ 


Fig.  7. 


daher  dieselbe,  bei  gleichem  Gewicht,  rund  eine  -=  fache  Knickbafl 
besitzt,  als  die  Säule  von  gleichmäfsiger  Wandstärke. 


Die  Säule  mit  beiderseits  undrehbaren  Enden  bei 
Verstärkung  der  Säulenmitte. 

Für    den    in    Abb.  7    dargestellten    gedrückten    Stab   gelten  bei 
genügend  kleinen  Yerbiegungen  die  Gleichungen: 

y  =  c(l  —  iM^m^xS 
für  die  Strecke  I, 


Von  Adolf  Franckb.  425 


y-<'(i-^säy«««C'»»(^-^) 


COS  tn^b 

für  Sirecke  ü,  wenn  die  Durchbiegung  der  Mitte  /  =  c  ( 1  =  -5?-!b_| J 
ist  und 

gesetzt  wird;  und  der  Enickwert  Q  der  Bedingung  genügt: 

(2)  ]/^  =  -  tggi^ctgii^ . 

Da  y-f-  als  positive  Zahl  zu  betrachten  ist,  so  liegt  einer  der 
beiden  Winkel  werte  ft,,  (i^  stets  zwischen  0  und  -r^,  der  andere  zwischen 

2  und  X. 

Ist  z.  B.  b  sehr  klein,  so  nähert  sich,  für  lim  jic,  »  0,  fi^  seinem 
äofsersten  Grenzwerte  tc,  ist  umgekehrt  a  sehr  klein,  so  nähert  sich 
iiir  lim  cigfii  =  +  <x>  /»^  seinem  Grenzwert  Jt,  Nähert  sich  J^  dem 
Werte  J^,  so  folgt,  für  alle  Verhältnisse  a :  6,  aus  f*i  +  f*i  =  «  stets 

Zahlenbeispiele: 

Wäre  die  Säule  der  Abb.  2  an  beiden  Enden  fest  eingemauert^  so 
würde  ihre  Enickkraft  zu  berechnen  sein  aus: 

^(7^0^5^1,763^  =  - 1,763;     Q--%-^, 

wobei  f4  den  Zahlenwert   1,2178  und  daher  Q  den  Wert     *    ,, — ^ 

annimmt. 

Wäre  aber  die  Säule  der  Abb.  3  an  beiden  Enden  undrehbar,  so 
würden  die  Werte  gelten: 

tg\Hci9h^H  =  -  2 ;     Ö  =  ^-  =        5. 

1>,84  •  100000*804 


400^ 


=  902  kg. 


Säule  mit  mehrfachen  Verstärkungen. 

Für  den  am  Fufise  eingemauerten  Stab  der  Abb.  8  mit  zwei 
Sprüngen  des  TnLgheitsmomentes  des  Stabquerschnittes  gelten  für 
unendlich  kleine  Beugungen  die  Differentialgleichungen: 

I)  EJ,^.^ Qy,     JI)  EJ,^,  =  -Qy,     UI)  EJ,^*  =  -  Qy , 


426 


Die  Tragkraft  der  Säulen  bei  vei^derlichem  Querschnitt 


aus  welchen  bei  den  Werten: 

die  Gleichungen  der  Durchbiegungen  folgen: 
(III)  y  =  /cos  {ni^  (x  —  t)), 

(II)      y  =/  {cos  fij  cos  (wj  (ttj  —  ^))  —  ^  sin p, sin (m^ia^  —  x))^ , 
(I)  y=/|co8ft8C08,t,-^8m(i,8m;t,|-g^ 

Pig.  8. 


— . 

a>         1 

1                  J^ 

1 

:/ 

r 


mit  der  Bedingungsgleichung  zur  Bestimmung  des  Enickwertes  Q: 

Zahlenbeispiel: 

Es   sei  €7^  =  4/1,    €^3  =  4/2,   a  =  c  =  36,   dann    lautet  die  Be- 
stimmungsgleichung f&r  fi|  =  ^1/;^^* 

welcher  der  Wert  fi^  =  78®  =  1,36  entspricht,  mit  dem  Zahlenwerie: 

0  =  1,85^. 


Von  Adolf  Francks.  427 

Betrachtet  man  den  oberen  Stabteil  a  für  sich,  so  wäre  dessen 

Knickwert,  bei   Eimnauerong   seines  FuTses  =  —  — ~- ,    im   Vergleich 
zum  gefundenen,  rund  25%  kleineren  Werte  Q. 

Sänle  mit  von  den  Enden  zur  Mitte  gleichmäfsig 
anwachsendem  Trägheitsmoment. 

Eine  Säule  mit  freien  Enden,  bei  welcher  das  Trägheitsmoment  J 
des  Querschnittes  yon  den  Enden  zur  Mitte  gleichmäfsig  zunimmt  nach 

dem  Gesetze  J  ^  J,,,  -j  >  worin  J,„  das  gröfste  Trägheitsmoment  in  der 

Säolenmitte  darstellt,  verbiegt  sich  bei  eintretender,  unendlich  kleiner 
Knickbeugung  nach  der  Gleichung: 

-|^^— ,  =  — ,   oder   wenn   die   unbekannte   Längenzahl  -tW^  =  ^ 
gesetzt  und  x  ===  kz  gesetzt  wird,  nach  der  Gleichung: 

dl  _      y 

de* '"      'z 

mit  dem,  die  Bedingung  y  =  0  f^r  rE:  =  0,  ^  =  0  erftülenden  Integrale: 

Der  Zahlenwert  X  und  damit  die  Knickkrafb  Q  ist  aber  bestimmt 
durch  die  Forderung  ^,  ^  =  o  für  x^l,  ^  ==  p  a^s  der  Gleichung: 

0  —  l  —  e  -r  2*^  2»^  "^  2*~3»~4*  "~  2*.3*-4*.  6' 

mit  dem  Werthe  ;?  =  —  =  1,4; 

Der  abgestumpfte  Kegel. 

Das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  eines  abgestumpften  ge* 
raden  Kegels,  sowie  überhaupt  allgemein  einer  abgestumpften  geraden 
Pyramide  von  beliebiger  Querschnittsbildung,  kann  gegeben  werden, 
Abb.  9,  durch  die  Formel: 

/«eTijl  +  afp,  wenn  (l  +  a).|/^,  c/;«  =  Jo  (1  +  «)* 


ist,  J^  das  Trägheitsmoment  der  Grundfläche,  Jq  dasjenige  der  Kopf- 
fläche ist.     Für   Jq  setzen  wir  im  Folgenden,  zunächst,   ausdrücklich 
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einen  endlichen,  yon  0  yerschiedenen  Wert  yoraus,  sodafs  also  audi 
cc  als  eine  endliche,  bestimmte  und  bekannte  Zahl  erscheint.    AlBdann 

geht   die   Gleichung:    -^  d^  "^  ""  V  ^^  ^ 


PIg.  9. 


Q 

wird: 
EJ. 


1^  +  T  1   5P^  "  y^  ^^^'  ^®™  8®*^ 


0 


-s^»'(i  +  t)='»*'''«  =  (^)'''' 


in  die  Qleichung: 


d 


'tn, 


^^,  —  y 

mit   dem  allgemeinen  Integral  y  =^  Aem- 

+  Bz  cos  — ,  welches,  weil  för  x=^0,  z==-f 
y  =  0  ist,  die  Form  annimmt: 

f  =  ^8ill(l,-i), 

woraus  folgt: 

7ä!;=''"('?-7)+i«'«(''-7) 


Für  x  =  l,  z==^-±^  ist  ^  =  ^  =  0,  also  ist  tg  (^^1  =-^ 

'  n  dx       dz  '  ®  ll  +  aj  1 


rj  ax       az         '  •='  ii  +  aj  1 -{- a^ 

aus  welcher  Gleichung   bei   gegebenem  Zahlenwert  a,  der  zugehörige 


Wert 


stets    bestimmt   ist   und    mithin  auch   die   Enickkraft  (f 


1  +  a 

gegeben  ist. 

Da  ^   ,       stets  gröfser  als  ^  ist,  so  liegt  Q  stets  irgendwo  zwischen 
den  Grenzen 


EJ  «• 


EJ 


l*  4  (1  +^)^  ^  Ö<-|r-  -4  • 
Zahlenbeispiel:   Sei  J,«  =  16  cTJ),  l  +  a  =  2,  a«l,  so  ergiebt 
die  Gleichung  tg  |  ==  —  |  den  Zahlenwert  |  =  2,029  und  Q  hat  den 

Zahlenwert   Q  =  -^;|^^-4*,058  =  ^.1^014.  — 

Ersetzen  wir  wiederum  z  durch  x,  so  können  wir  die  Biegongs- 
gleichung  schreiben 


<'+"-(rf:)    ' 


welche  flir  a  =  0,  -^  =  wi  die  Knickbiegung    des  Gylinders  darstellt, 


Von  Adolf  Framckk. 
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für  a  =  ooy  also  den  spitzen  Kegel,  aber  der  Natur  der  Sache  nach 
unbestimmt  werden  mufs,  weil  die  Spitze  mehrfach  unendlich  biegsam 
wird  und  daher  die  allgemeine  Bedingung  der  Gültigkeit  der  Gleichung 

EJ  j^  =  —  Mj  nämlich  das  Verschwinden  des  Wertes  -,-  gegen  1, 
selbst  bei  kleinen  Werten  Q  nicht  mehr  erfüllt  ist. 

Der  abgestumpfte  Doppelkegel  mit  beiderseits  fest 

eingemauerten  Enden. 

Es  gilty  Abb.  10;  die  Differentialgleichung: 

JEJ  da 

oder  wenn  die  Beziehimgen  der  Torhei^^enden  DarsteUnog  beibehalten 
werden: 


Q 


(l  +  «f)*^«  =  -»  +  '^' 


^^.  +  y-c  =  0, 


y  =  c  +  Azsin-  +  Bz cos  - . 


z 


WeU  für  a:  =  0,  ^  =  -,  y  =  0,  ^  =  0  ist, 

so  ist 

J.  =  —  c  { cos  iy  +  1?  sin  1? ) ; 

B=  C  (sin  ri  —  fi  cos  rf) , 
y  =  c[  1  +  ;8f  sin (i;  -  -)  -  i?^cos(iy  -  j) } 

-ijcos(iy-^)  +  58in(i7-i). 


Für  X 


l,  a  =  — ■ —  ist  ^-  =  0,    woraus 


ri  dz 

die  Bestimmungsgleichung    fiir   tj   und    Q 
folgt: 

Der   Zahlenwert  rqj-  liegt  stets  zwischen  jr  und  — ,  weshalb  der 
Knickwert  Q  der  Bedingung  genügt: 

at <r  O^r 


8n 
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und   68   schmiegt   sich  ffir  sehr  kleine  Werte  aQ  dem   linksseitigen, 
für  grofse  Werte  a  dem  rechtseitigen  Werte  an. 

Die  Beugung  des  abgestumpften  Kegels  bei  Angriff  der  Last 

aufserhalb  der  Mittellinie. 

Es    gilt;   Abb.  11;   wenn    die    vorigen    Beziehungen   beibehalten 
werden^  bei  Annahme  des  Lastpunktes  0  als  Ursprung^  die  Gleichung: 


a 


^4ri.-e-r^)+-e-4-«)] 


sin  (iq?^)  +  1^-  cos  (jq^) 
oder,  nach  Einführung  von  x: 


y 

a 


welche  allen  Bedingungen^  sowie  der  Differentialgleichung: 


Fig.  11. 


EJ, 


i.+.D' 


Q 


5^.  =  -»,  oder 


dl 


^^-:.  +  y  =  o 


dz 


Genüge  leistet ,  während  der  Zahlen- 
wert  iy  =  -  Y  ^^  ^^  beliebige,  will- 
kürliche^ von  0  anfangende  Werte  ^ 

gegeben      ist,      iqz  =^  1  +  a^     w 

setzen  ist. 

Diese  Gleichung  hat,  wie  über- 
haupt jede  derartige  Gleichung,  der 
Natur  der  Sache  nach  so  lange  rech- 
nerische  Gültigkeit,    als    die   daraus 

entspringenden  Werte  y,  .—  so  klein  bleiben,  dafs  eine  Vertauschung 
von  1  +  (J)  mit  1  rechnerisch  zulässig  bleibt.  Werden  die  Werte 
y,  ^,  durch  Einsetzung  eines  Wertes    Q   oder    bei  irgend   sonstiger 

Annahme,  sehr  grofs,  unbestimmt  oder  gar  unendlich  grofs,  so  ist  eine 
hieraus  gezogene  Folgerung,  dafs  der  Stab  brechen  müsse,  an  und  fnr 
sich  nicht  berechtigt,  sondern  es  ist  vielmehr  lediglich  der  Schlafs  zQ 


Von  Adolf  Francki. 
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ziehen,  dafs  die  Darstellung  der  elastischen  Durchbiegungen  auf  Grund 
der  Navierschen  Annäherungsformeln  unzureichend  wird.  — 

Pflr  lim  a  =  0,  lya  =  lY§j 


1 

z 


i+« 


(:f:|-*)-"^-» 


gehen  die  Formeln  in  die  bekannten  Formeln  f&r  den  geraden  Cjlinder 
über.  — 


Einige  Fälle,  in  welchen   das  Trägheitsmoment  des  Säulen- 
querschnittes sich  nach  einfachen  Gesetzen  ändert. 

Ändert  sich  die  WandsISrke  w  der  Säule  der  Abb.  12  nach  dem 

Gesetze  ii;  =  &  T/p  so  ändert  sich  auch  bei  ge- 
nügend grofsem  Säulendurchmesser  das  Trägheits- 
moment  mit  hinreichender  Genauigkeit  nach  dem 

gleichen  Gesetze  Jx^Jyff  wenn  J  das  Träg- 
heitsmoment ffir  X  =  1  darstellt,  und  aus: 


Fig.  18. 


oder  wenn 

X 


EJ 
Q 


y  i  dx*^ 


y 


n 


l 


5  und  Tili  =  — s  =  -  gesetzt  wird: 


Ql' 


'^i 


folgt: 


yi-#  +  y-o 


y  • 


^l 


8*    ^6. 


8-6 


V- 


8'SV 


+ 


8«' 


»••6*  8«- 6- 9    11 

— ^»    •   •  .        l       .   •  * 


8».  6.  7.  9. 11 

während  der  Enickwert  Q  bestimmt  ist  aus: 


0=1-14  + 


oder 


0  =  1  —  ^r  +  --  y«  —  — 


8*.  6 
2y" 


n»- 


2n| 


+ 


3«.  6    9 

2y* 


+ 


9-46   ^   8». 6.  9. 11 


■  •  • .    I 


woraus    ein  Zahlenwert   y  etwas   kleiner   als  2  folgt   und '  f&r  Q  der 

EJ 
Wert   Q  =  1,95  -^  sich  ergiebt. 

Weil  das  Gewicht  einer  solchen  Säule  rund  |  des  Gewichtes  der 
Säule  Ton  gleichmäfsiger  Wandstärke  h  betragt,  so  hat,  bei  Vergleich 
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zweier  Säulen  von  gleichem  Gewicht^  die  Säule  des  yeränderlichen 
Querschnittes  etwa  1,  2  fache  Knickkraft  bei  anderthalbfachem  Wider- 
standsmoment im  Mittel-^  bezw.  FuTspunkte^  x  =  l. 

Wäre  aber  etwa  Jar  =  Jl/r,  so  folgt  aus: 


Q 


VlA  +  y-o-,  y^i 


3' 


dV 


11  + 


3*SV' 


4£t 


3«{ 


0=1 


h  + 


68  '5 

6  .  8  •  10 
EJ 


6  •  8  •  10  •  13 

3*y» 
6'  •  6  -  8  •  10  .  13 


6*  •  6  •  8  •  10  •  13 

•4—    •    •   •  • 


+ 


Q  =  rund  2, 1  ^,  während  für  J,  =  •'^K  (r)^ 
durch  genau  entsprechende  Darstellung^  der  Wert 


S..S 


3»y 


0  =  \—^vA ^^ 


4  „3 


3*y 


7- 8- 11 


+ 


EJ 


Q  =  rund  nahezu  1,  8  -j^-  gefunden  wird.  — 


Fig.  13. 


Das.  Knicken  des  Kegels  durch  das  Eigengewicht. 

Verbleibt   ein,    durch  irgend   welche  äufsere   zeitweilig  wirkende 
Ursache  z.  B.  den  Winddruck  gebogener,  yorher  und  an  und  fOr  sich 

gerader,  am  FuTse  undrehbar  eingemanerter 
Stab,  Abb.  13,  nach  Verschwinden  der 
äuTseren  Ursache,  also  z.  B.  nach  Aufhören 
des  Windes  dauernd  in  einer  Verbiegang; 
so    gilt   f&r   das  Gleichgewicht  dieser  die 

Differentialgleichung:  d\  EJ^j^^  \=—Kgdy, 

wenn  Kg  das  Gewicht  des  Stabteiles  der 
Strecke  x  bedeutet* 

Für  einen  Vollkegel  des  Gesamtge- 
wichtes K  erhalten  wir,  wenn  J  das 
Trägheitsmoment  der  Grundfläche  be- 
deutet: 

woraus  folgt: 
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Kl        1 
Wird  ^-j^i  gesetzt,   so  kann   das   allgemeine   Int^p*al   geschrieben 

werden  für  -^i 
dx 

^y  ^  r  1  _  «.  ,  _?! g'       ,      \ 

dx        \  4i^4.10i*       4- 10    ISA»"*  J 

{4  +  B(^  +  J.  +  J  +  aol.a:  +  M  +  6,a:«  +  63a:»  +  ....)), 

worin  A  und  B  die  beiden  willkürlichen  Integrationsfestwerte  be- 
deuten, Ol,  Ol  u.  s.  w.  bestimmte  Zahlen  bedeuten,  welche  hier  nicht 
naher  dargestellt  zu  werden  brauchen,  weil  f&r  unseren  Sonderfall  der 

Wert  jB  =  0  gilt,  indem  för  a;  =  0  die  Bedingung  gilt  weder  ^  noch 

y=(x>,  oder  unbestimmt.    Wir  erhalten  mithin,  f&r  jB=0,  aus  der 

Bedingung  ~^  =  OfÜra;  =  idie  Gleichung: 

*  W  "*"  4  10  Vi/    4  .  10  .  18  \  V  "*■  20160  \ V 
20160  .  40  \Xj    ^  20160  •  .40  •  66  \X)         20160  •  40  •  66  •  70  \X)    ^ 

mit  dem  Zahlenwert  y  ==  rund  11,8. 

Damit  also  ein  solcher  Kegel,  nach  Aufhören  des  Windes  nicht 
schief  verbogen  steht^  ist  die  Bedingung  zu  erf&llen: 

Für  den  in  Abb.  14  dargestellten  Hohlkegel  ist  das  nämliche  Yer- 

anderungsgesetz  gültig.    Es  ist  für  genügend  kleine  Verhältnisse  -  =  - : 

f        2r«-ir-r"       «*  t                t       2a«-ft-a* 
d»  = 2 =  77  «^7   "^^TUL  tß  = 

das  Trägheitsmoment  der  Ghnndfläche  darstellt; 

Z,  =  2«r  .  w  .  I .  j  =  ä:  J  =  Q  y„ 

wenn  Q  die  Gesamtbelastung,  Eigengewicht  der  tragenden  Teile  und 
im  Räume  gleichmälsig  verteilte  Belastung,  darstellt,  und  es  folgt  aus: 

^<11,8  für  J^na^h 

i-^6  y  Bah' 
oder,  allgemeiner  geschrieben  und  auch  für  den  Fall  gültig,  dafs  der 
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Kreisringmantel  OAA^  nicht  massiv,  sondern  beliebig  ausgebildet  ist, 
da  cib  =  ^,  gemäfs  der  vorigen  Entwickelung,  eingesetzt  werden  darf: 


Neigung  ">~>^, 


wenn  also   Q  das  Gesamtgewicht,  F  die  kreisförmige  Grundfläche,  J 
das  Trägheitsmoment  des  Grandquerschnitts  bedeutet. 


Fig.  14. 


I«- — a »-^, 


Die  Formel  aber  ^  <  11,8  bleibt  allgemein  fQr  jede  beliebige 

Querschnittsausbildung  und  Auflösung  des  Kegels  oder  der  Pyramide 
OAA^  in  beliebige,  gesonderte  Stabanordnungen  anwendbar,  so  lange 
hierbei  der  Punkt  0  als  Ahnlichkeitspunkt  des  ganzen  GFebildes  be- 
trachtet werden  kann,  da  für  beliebige,  aber  einander  ähnliche,  Quer- 

flchnittsausbildungen  stets  stattfindet  Jx="uJ  und  eine  räumliche  gleich- 

mäfsige  Verteilung  des  Gesamtgewichtes  Q  dem  Gesetze  Km— Qjt 
entspricht. 
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Beitrag  zur  nähenmgsweisen  Integration 
totaler  Differentialgleichungen. 

Von  Dr.  Wilhelm  Kütta, 
Assistent  an  der  Technischen  Hochschule  in  München. 

I. 

Angeregt  durch  den  Aufsatz  yon  Herrn  Runge  in  Bd.  46  der 
mathematischen  AnnaleUi  beschäftigte  sich  der  Verfasser  im  Jahre  1899 
mit  Versuchen  einer  Verallgemeinerung  der  dort  aufgestellten  Formeln, 
die  eine  angenäherte  Berechnung  der  Lösung  von  Differentialgleich- 
ongen  durch  Berechnung  der  direkt  gegebenen  Differentialquotienten 
an  einer  Reihe  yon  Punkten  ermöglichen.  Seitdem  ist  im  ersten  Heft 
von  Bd.  45  dieser  Zeitschrift  eine  Abhandlung  von  Herrn  Heun  über 
denselben  Gegenstand  veröffentlicht  worden^  im  Anschlufs  an  die  der 
Verfasser  sich  erlaubt,  seine  Resultate  yorzulegen,  die  ihm  aus  einem 
etwas  allgemeineren  Ansatz  hervorzugehen  und  teilweise  einfachere 
Endformeln  zu  liefern  scheinen. 

Die  von  Herrn  Runge  gegebene  Methode,  eine  Verallgemeinerung 
bekannter  Methoden  für  Quadraturen,  lehrt,  von  einem  Punkte  einer 
Integralkurve  der  Differentialgleichung 

ausgehend  einen  zweiten  Punkt  dieser  Integralkurve  mit  Annäherung 
durch  gesetzmäfsige  polygonale  Linienzüge  zu  erreichen.  Die  Längen 
der  Geradenstücke  werden  möglichst  günstig  gewählt,  ebenso  die  Rieh- 
tongen,  und  zwar  diese  aus  den  Richtungen,  welche  die  Differential- 
gleichung in  der  Nähe  der  Integralkurve  zwischen  Anfangspunkt  und 
Endpunkt  des  Integrales  bestimmt.  Als  Malsstab  für  die  Ordnung  der 
Näherung  wird  die  Übereinstimmung  benützt,  die  der  Tajlorsche  Satz 
filr  die  wahre  Entwickelung  des  Integrales  mit  der  Entwickelung  der 
angesetzten  Näherung  ergiebt. 

Das  Bestreben  des  Verfassers  ging  in  erster  Linie  dahin,  die  Zahl 
der  zu   berechnenden  Richtungen,   d.  h.  Funktionswerte  /*,   möglichst 

Zcitsehrlft  f.  Mathemfttik  n.  Physik.  46.  Tland.  1901.  4.  HefL  29 
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gering  zu  halten,  was  für  die  reclinerisclie  Benutzung  der  Fonneh 
wichtig  ist;  sodann  in  zweiter  Linie  aus  demselben  Grunde  dahin,  die 
auftretenden  ZahlenkoefHzienten  rational  zu  erhalten  (man  vergleiche 
in  dieser  Hinsicht  die  Gaufssche  Quadratur  etwa  mit  der  Simpsonschen 
Regel),  endlich  in  dritter  Linie  dahin,  die  Zahl  der  in  die  Endformel 
eintretenden  Richtungen  oder  Funktionswerte  möglichst  zu  verringeni, 
da  man  leicht  erkennen  wird,  dafs  die  nicht  in  das  Endresultat  direkt 
eintretenden  Funktionswerte  nicht  mit  der  gleichen  Genauigkeit  ge- 
rechnet zu  werden  brauchen. 

Es  möge  noch  yorausgeschickt  werden,  dafs  die  Punkte,  in  denen 
die  Hilfsrichtungen  aufgestellt  werden,  bis  auf  Grölsen  zweiter  Ord- 
nung auf  der  durch  die  Differentialgleichung  im  Ausgangspunkte  be- 
stimmten Richtung  der  Tangente  der  Integralkurve  gelegen  sini 
Dadurch  werden  bei  Entwickelung  der  Näherung  nach  dem  Tajlor- 
schen  Satze  die  von  Herrn  Heun  symbolisch  mit  Bf  bezeichneten 
Ausdrücke  zusammengehalten  und  die  Rechnung  sehr  vereinfacht  und 
gekürzt. 

Der  allgemeine  Ansatz  von  Herrn  Heun  fordert  die  Berechnimg 
von  n  Serien  von  Funktionswerten,  die  sich  innerhalb  einer  Serie  in 
der  folgenden  Art  aus  einander  entwickeln  (die  Bezeichnung  ist  wegen 
des  Folgenden  etwas  geändert): 

so  dafs  stets  der  Punkt,  in  dem  eine  Richtung  -^  berechnet  wird, 

auf  der  vorher  berechneten  Richtung  — ^ —  durch  den  Ausgangspunkt 

gezogen  in  dem  möglichst  günstig  zu  wählenden  Abscissenabstand 
s(*—Vjx  liegt.  Alsdann  setzt  man  als  gesuchten  Näherungswert  Jjlt 
d.  h.  den  Ordinatenunterschied  der  Litegralkurve  für  einen  Abscissen- 

unterschied  ^x  eine  aus  den  Werten  ^,  ^  •  •  •  z^JT  mit  konstanten 
Koeffizienten  gebildete  Summe  an: 

Nun  wird  die  Entwickelung  des  so  aufgestellten  Näherungsausdrackes 
Jy  nach  dem  Taylorschen  Satze  mit  der  direkten  Entwickelang  des 
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Integrales    ff{Xj  y)dx  durch  die  Taylorsche  Reihe  verglichen.     Man 

.Uli  d«;  ™n  beid.  Eni-ickdu^.  bi.  z,  eta»  b^tün-t»  Ord- 
nmig  übereinstimmen  sollen^  also  eine  Näherung  bis  zu  dieser  Ordnung 
einschließlich  erreicht  werden  soU^  eine  gewisse  Anzahl  von  Bedingungs- 
gleichungen,  denen  entsprechend  die  Zahlenkoeffizienten  s  und  a  be- 
stimmt werden  müssen. .  Wir  werden  sehen,  dals  schon  bei  Näherungen 
fünfter  Ordnung  diese  Methode  versagt.  In  dem  Schluüsansatz  der- 
selben liegt   übrigens   natürlich   auch   die  Benutzung  der  Richtungen 

Der  unterschied  des  hier  vorzulegenden  Ansatzes  gegen  den 
vorigen  liegt  darin,  dafs  nach  Berechnung  einer  Anzahl  von  Rich- 
tungen der  Punkt,  in  dem  die  nächste  Richtung  gerechnet  wird,  nicht 
anf  einer  der  früheren  vom  Ausgangspunkte  aus  gezogenen  liegend 
angenommen  wird,  sondern  selbst  erst  durch  einen  polygonalen 
Linienzug  in  schon  berechneten  Richtungen  vom  Ausgangspunkt  aus 
erreicht  wird.  Die  analytische  Formulierung  ist  die  folgende:  Ist 
J'j  J"  •  •  •  /j(^'-^>  gerechnet,  so  rechnen  wir  als  den  nächsten  Punk- 
tionswert: 

^';  =  f{x  +  n/lx,  y  +  x^J'  +  x,^"  +  •  •  •  x^-i^f^-^^)^a:, 

wo  die  X  beliebige  Zahlenkoeffizienten  sind,  die  nur  durch  die  Forde- 
nmg,  dats  unser  Punkt  bis  auf  die  zweite  Ordnung  auf  der  Tangente 
der  Integralkurve  im  Ausgangspunkte  liegen  soll,  beschränkt  sind,  also 
durch 

Bei  einfachen  Zahlenwerten  x,  wie  wir  sie  nachher  finden  werden,  ist 
die  Erschwerung  der  Rechnung  wegen  der  notwendigen  Summierung 
der  J'  • ' '  ^r»'— i;  gehr  gering.  Dagegen  gewinnen  wir  eine  gröfsere 
Auswahl  von  Zahlenkoeffizienten,  die  uns  erlauben,  Näherungen  von 
bestimmter  Ordnung  in  greiserer  Auswahl  bei  Rechnung  von  möglichst 
wenig  Funktionswerten  und  rationalen  Koeffizienten  aufzustellen. 
Der  Ansatz  ist  denmach  der  folgende:   Man  stellt  auf: 

A"  ^f{x  +  x^Xy  y  +  xJ')JXy 

^'"  =  f(x  +  X^x-,  y  +  Q/l"  +  {l-  9)^')^x, 

A""  =  fix  ^  fL^X]  y  +  6/1'"  +  x/l"  +  (ji-6-  T)J')/ix, 

J^  ^f{x  +  v/lx,  y  +  9^""  +  z^'"  +  *^"  +  (v-9-«-*)^')^^; 

29* 
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und  setzt  als  gewünschte  Näherung  an: 

Dabei  sind  die  Gröfsen  Xy  Xy  (i,  v  -  -  •;   q,  6,  i^y  %  %,  i^ "  *;  (^f  ^  ^y  ^i 

« beUebig  verfögbare  ZahlenkoefBzienten.     Diese  haben  wir  so 

zu  bestimmen,  dafs  bei  Entwickelung  von  ^y  nach  dem  Taylorschen 
Satze  eine  Übereinstimmung  mit  der  wahren,  aus  dem  Integralansatz 
folgenden  Entwickelung  bis  zu  der  gewünschten  Ordnung  erzielt  wiri 

• 

n. 

Für  die  Näherung  erster  Ordnung  genügt  die  Berechnung  eines 
Funktionswertes  f  und  man  erhält  durch  a  =  1  die  triviale  Näherong 

Für  die  zweite  Ordnung  sind  zwei  Funktionswerte  zu  rechnen 
und  man  erhält  die  schon  bekannten  Bedingungsgleichungen  (yergL 
bei  Herrn  Heun  S.  28) 

a  +  6  ==  1,    hx  ■=^, 

wozu  eine  weitere  Erörterung  nicht  mehr  nötig  ist. 

Für  die  dritte  Ordnung  sind  drei  Funktionswerte  zu  rechnen,  und 
der  Tajlorsche  Satz  liefert  für  die  gewünschte  Näherung: 

Jy  =  a/l'  +  hJ"  +  c^'",  wo 

/l"  =  f{x  +  xz/a;,  y  +  xJ')Jx, 

^'"  =  f(x  +  XJx,  y  +  qJ"  +  (A  -  Q)^')JXy 

ist,  die  folgenden  vier  Bedingungen: 

a  +  6  +  c=l,    bx  +  cX  =  \,    6x*  +  cA*  =  |,    cqx  =  \, 

woraus  das  Losungssystem  sich  ergiebt: 

_    X(1  —  k)  _  6xX  —  8(x  +  X)  +  2       ,  _    2  —  3Z  8  -  3« 

^~x(2  — 3x)'     ^"~  6xX  '     ^~6x(x  — Z)'     ^~6X(i-it) 

Dies  System  giebt  zweifach  unendlich  viele  Losungen,  von  denen  die 
einfach  unendlich  vielen  für  (>  =  A 

/T\         1        Q    /i  \  2  —  12x  +  27x*  —  18x»        ,        Sx  — 

(I)       A  =  3x(l-x);    a  = 1sJM-,.^ 5    *  = -^^T" 


c  = 


18x*(l  —  x)  ♦  6x' 

1 


18x*(l  —  x) 

aus    den    auch    von    Herrn    Heun    gegebenen    Ansätzen    hervorgehen 
können. 
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Als  besondere  Falle^  die  durch  Grenzübergang  aus  den  obigen  all- 
gemeinen Formeln,  oder  direkt  aus  dem  Gleicliungssjstem  hergeleitet 
werden  können,  seien  erwähnt: 

(II)  «  =  |;     A  =  0;    b=l;    c  =  ^;    a==\-^. 

(HI)  x  =  |;    A=J;    a  =  i;     c  =  ^;    6=!-^. 

Weiter  die  ItUle: 
(IV)  A  =  i;    a  =  i-,    6  =  0;    c  = -»;     p  =  ^. 

Die  letzten  beiden  Fälle  lassen  nur  zwei  Funktionswerte  in  das 
SchluTsresultat  eintreten,  was,  wie  oben  erwähnt,  die  Genauigkeit,  mit 
der  der  dritte  berechnet  werden  mufs,  um  eine  Ordnung  verringert. 
Die  Gröüse  c  kann  augenscheinlich  nicht  zum  Verschwinden  gebracht 
werden,  ebenso  wenig  a  und  b  gleichzeitig.  Auch  bei  Berechnimg  von 
mehr  als  drei  Funktionswerten  kann  die  Zahl  der  in  die  Endformel 
eintretenden  nicht  unter  zwei  verringert  werden. 

Jeder  der  Fälle  (I)  bis  (V)  giebt  noch  eine  einfache  Unendlichkeit 
von  Losungen.    Als  Beispiele  wählen  wir  etwa: 

X  =  I,  A  =  I,  9  =  1,  was  gleichzeitig  unter  die  FäUe  (I)  und  (III) 
gehört.     Dafür  ist 

und  die  entsprechende  Näherung: 

^y  = 8-^^^ — ' 

Das  System  x  =  ^,  A  =  |,  (>  =  |  giebt  aus  (I)  oder  (IV)  die  schon 
von  Herrn  Heun  aufgestellte  Formel: 


^y  =— -^ — ; 
^'  '=f{^>y)^^j 

J'"^f{x  +  \Jx,y  +  \J")^x, 
Das  System  «  =  |,  ^=s>  (>=s  S^^^ 

^y  =-—4 — ; 


440    Beitrag  zur  Q&hemngsweiBeii  Integration  totaler  Differentialgleichaiigeo. 

^'  =f(x,y)Jx, 

J"  =  f{x  +  \Jx,  y  +  \A')/lx, 

Das  System  x  =  |,  A  =  1 : 

-^y  =  6      ' 

^"'  =  f(x  +  Jx,y  +  2J"  -  J')Jx. 

Die  letzte  Endformel  hat  eine  gewisse  Analogie  mit  der  Simpsonschea 
Regel;  ist  aber  um  eine  Ordnung  weniger  genau. 

m. 

Zu  den  Näherungen  vierter  Ordnung  übergehend  finden  wir  die 
Berechnung  von  vier  Funktionswerten  nötig,  und  die  Vergleichung  des 
Taylorschen  Satzes  ergiebt  die  folgenden  acht  Bedingungsgleidmugen 
ftir  die  EoefiKzienten: 

CQX  +  d{6X  +  rx)  =  \, 
CQxX  +  d(6X  +  tx)ii,  =  I, 

wenn  als  gewünschte  Näherung  angesetzt  ist: 
z/y  =  a/i'  +  6z/"  +  cz/'"  +  dJ"% 

z/"   =  fix  +  xJXj  y  +  xJ')Jx, 

J'"   =  f(x  +  k/IXj  y  +  Q^"  +  (A  ~  Q)^')^X, 

z/""  =  f(x  +  iiJXy  y  +  6J'"  +  x/1"  +  (fi  -  <y  -  x)A')Ax, 

Hier  läfst  sich  das  Lösungssystem  auch  noch  niederschreibeiL 
Wenn  man  x  und  X  willkürlich  läfst,  erhält  man  nach  einiger 
Rechnung: 

1  —  2x  ,  1  --2X  ,       6kI~  4(k  +  Z)  +  3. 

^""12X(X—  x)(l  —  Xy  ^~12x(x  —  i)(l  —  x)*  """      12(1  —  i)(l-«)   * 
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a=l--6  —  c  —  d; 

Von  der  wiederam  zweifach  unendlichen  Zahl  von  Näherungsfor- 
mehi,  die  wir  so  erhalten,  sei  als  besonders  einfach  eine  Reihe  spe- 
zialisiert; zonachst  diejenigen,  in  denen  a  =  d,  b  =  c  ist,  für  die  also 
eine  gewisse  Symmetrie  wenigstens  in  der  Endformel  vorhanden  ist. 
Sie  sind  in  dem  System  enthalten: 

n\  2  —  ^  __  —  1         _  LlT  *     rf  —  *  ___  (1  —  x)(2x  —  1) 

6x(l^x)^l  1 


|//W 


3^"  -  ^'> 


12x(l  —  x)     '  12x(l  ~  x) 

Als  Beispiel   sei   etwa  x  =  |,  ^  ^  f   gewählt,   wodurch   man   die 
Näherungsformel  erhält: 

^y  -—^ — ^ — ^^^ 

3 

Sodann  aber  suchen  wir  aus  unseren  Lösungen  diejenigen  heraus, 
die  beim  Übergange  zu  Quadraturen  die  Simpsonsche  Regel  ergeben, 
und  im  allgemeinen  Falle,  wie  diese  im  besonderen,  bis  zur  vierten 
Ordnung  einschliefslich  im  IntervaUe  genau  sind,  demnach  als  Verall- 
gemeinerungen der  Simpsonschen  Regel  betrachtet  werden  können.  Wir 
werden  vier  einfach  unendliche  Systeme  von  solchen  Yerallgemeine- 
nmgen  erhalten. 
(II)  EsseiA  =  f 

Dann  ergiebt  sich  als  ein  solches  System: 

^  =  1;  a  =  I,  6  =  0,  c  =  I,  d  =  I; 

'  ^       8x'  2x 

Ein  Zahlenbeispiel,  x  =  |,  giebt  die  Näherung: 

jy  =_x__r_ 


\tttt 


^"  =/-(x  +  ^,y  +  4^)^aj, 
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^""  =  f(x  +  ^x,y  +  2z/'"  -  2z/"  +  z/O  ^x. 

Die  GfrÖBse  z/"  kann  bei  den  Formeln  dieser  Ghruppe  stets  um  eine 
Ordnung  weniger  genau  gerechnet  werden. 

Die  Fälle  (ÜI),  (IV),  (V)  werden  durch  Grenzübergang  aus  den  all- 
gemeinen Formeln   oder   direkt   aus   den   acht  Bedingungsgleidiungen 
gewonnen. 
(HI)  A  =  0. 

«  =  i;  M  =  1,  ^  =  I;  6  =  J,  d  =  h 

1  .1  1 

6  =  -~:  a  =  i  —  TTT-:  c  = 


2^ '  «        12p'  12p 

Das  Zahlenbeispiel  Q  =^  \  liefert  die  Näherungsformel: 

4z/"  +  z/'"  4-  zf"" 


z/""  =  /-(x  +  z/x,  y  +  z/'"  +  5^11^))  ^^. 

In  diesem  Beispiel  kann  z/'  um  eine  Ordnung  weniger  genau  ge- 
rechnet werden. 
(IV)  x=l, 

«    ,       1        1,1 


r  =  —  -'  h  —  i  —  Jl-  /£ i. 


Beispiel  6=1: 


ifftf 


^y ^ — , 

^'  =  /■(«,  y)  ^x, 

.,„         J      ,  Ax  ,  A"  +  %A'\    . 

^     = /^(a;  + -2",  !/ +  — =g j^a;, 

^""  =  f{x  ^Jx,y  +  J'"  -  ^^^^)  ^x. 
(V)  X  =  A. 

*  =  i>  ^  =  1»  ;*  =  1;  o  =  i,  <^  =  i; 

1  ^         -1.2  —  «  « 
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Beispiel  6  = 

1: 

^y 

^'  :j.  2^"  +  iA'"  +  ^"" 

~                        6                        ' 

J'" 

-/■(*+-2  '  »+  2)^*' 

/!"" 

-/•(a;+^ar,  y+^/"')^x. 
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Diese  letzte  gut  zu  merkende  Näherungsformel  Heise  sich  auch 
aus  den  Ansätzen  von  Herrn  Heun  (S.  33)  gewinnen ,  in  denen  für 
diesen  Fall  die  acht  Bedingungsgleichungen  nicht  als  von  einander 
unabhängig,  sondern  als  nur  sieben  verschiedene  Bedingungen  dar- 
stellend erscheinen  würden.  Sie  ist  übrigens  die  einzige  daraus  zu 
erhaltende  Formel,  die  nur  4  Funktionswerte  als  berechnet  voraussetzt. 

Wünscht  man  in  der  Endformel  nur  möglichst  wenige  Funktions- 
werte auftreten  zu  lassen,  so  kann  man,  da  d  augenscheinlich  nicht 
Null  sein  kann,  und  o,  wie  leicht  beweisbar,  auch  nicht,  entweder  6 
gleich  Null  anzunehmen,  was  auf  die  Formelgruppe  (11)  führt,  oder  a 
gleich  Null,  was  den  Ansatz 

in  die  allgemeinen  Formeln  einführt.  Gleichzeitig  können  a  und  h 
nicht  verschwinden,  da  dies  auf  den  unzulässigen  Wert  x  =  0  fähren 
würde. 

Bei  Berechnung  von  fünf  Fimktionswerten  wäre  es  thatsächlich 
möglich,  die  Zahl  der  in  die  Endformel  eintretenden  Werte  auf  zwei 
zu  reduzieren,  doch  würde  man  den  Nachteil  irrationaler  Koeffizienten 
in  den  Kauf  nehmen  müssen. 

IV. 

Gehen  wir  endlich  zu  Näherungen  von  der  fünften  Ordnung  über, 
so  werden  die  Verhältnisse  etwas  andere.  Rechnen  wir  hier  wiederum 
fftnf  Funktionswerte,  so  giebt  die  Vergleichung  der  Taylorschen  Enir 
wickelung  die  folgenden  16  Bedingungsgleichungen. 

a  +  6  +  c+d  +  c=  1, 

6x  +  cA  4-  dfi  +  et/  =  |, 

6x*  -I-  cA«  +  dfi«  +  ev«  =  i, 

cpx  +  d{6K  +  Tx)  +  e{tpyL  +  «A  -f  ^x)  =  |, 

6x»  +  cA»  +  dy?  +  ei/»  =  \, 
CQxk  +  d(0X  +  tx)(i  +  e{q>ii  +  xk  +  ^x)v  =-  |^, 
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CQK^  +  d(6X^  +  Tx»)  +  e{<pii^  +  xk^  +  ^x«)  =  ■^, 

dQX6  +  c[(dA  +  Tx)9)  +  pxx]  =  ^, 
6x*  +  CA*  +  dfi*  +  cv*  =  I, 
cpxA*  +  d{6k  +  rx)fi*  +  c(9)fi  +  %X  +  ^x)v»  =  ^, 
C()xU  +  d{6}}  +  rx«)fi  +  c(()pft«  +  3t  A»  +  ^x«)v  =  ^, 

c()V  +  d(<yA  +  r^y  +  e(9f*  +  x^  +  if^)^  =  ^, 

cpx»  +  d{6}?  +  rx»)  +  c(<)p,i»  +  xA»  +  *x»)  =  ^, 

d9x<y(A  +  ft)  +  e[(<yA  +  xx)q>{j(i  +  v)  +  px(A  +  v)x]  =  ^, 

dQx^ö  +  c[(<yA»  +  rx^)q>  +  qx^x]  =  ^, 

Dazu  gehört  die  Näherungsformel: 
Jy  =  a^'  +  6z/"  +  c^'"  +  dz/""  +  ez/^, 

z/"  =  /*(a:  +  xz/o:,  y  +  x^$)^x, 
z/'"  =  /-(a;  +  Az/a;,  y  +  q^"  +  (A  -  q)^')^x, 
j""  =  /-(a;  +  ^zfa;,  y  +  tfz/"'  +  rz/"  +  (^  -  ^  -  i:)z/')z/x, 
z/v   =/(a:  +  vz/a:,  y  +  <)pz/'"  +  x^'"  +  ^z/"  +  (f/-9-x-*)^V^• 
Zllr  YerfÜgimg  stehen  uns  aber  hier  nur  15  Zahlenkoeffizienten 
für  die  16  Gleichungen.    Nun  wäre  zwar  möglich;  dafs  die  Bedingongs- 
gleichungen  nicht  von  einander  unabhängig  wären,  was  allerdings  nach 
Analogie  mit  den  vorigen  Näherungen  nicht  wahrscheinlich  ist.    Dem 
Verfasser  ist  es  bisher  nicht  möglich  gewesen,  darüber  zu  entscheiden, 
da  der   theoretisch   sehr  einfache  Nachweis  trotz  mancher  möglichen 
Vereinfachungen  einen  sehr  beträchtlichen  Rechenaufwand  zu  erfordern 
scheint.     Nur    das    eine    läfst    sich   unmittelbar  erkennen,    da&  eine 
Lösung    mit    fünf  Funktionsberechnungen    nach    dem    speziellen  von 
Herrn   Heun   angenommenen  Ansatz   nicht  möglich  ist.     Denn  nach 
ihm  ist  zu  setzen: 

^  =  A;    <y  =  fi,  r  =  0;    qp  =  v,  x  =  0,  *  =  0, 

und  es  widersprechen  sich  alsdann  die  elfte  und  die  zwölfte  miJBerer 
Gleichungen.  Schreibt  man  die  Entwickelungen  der  Taylorschen  Reihe 
explicit  nieder,  was  hier  der  allzugrofsen  Breite  wegen  nicht  geschieht, 
so  erkennt  man,  dals  sich  dieser  Umstand  nicht  ändert,  auch  wenn  hei 
der  Anwendung  dieser  speziellen  Methode  statt  fünf  eine  behehige 
Ati7jlVi1  von  Funktions werten  oder  Serien  davon  benutzt  werden;  es 
ergiebt  sich  daraus  die  aufifallende  oben  erwähnte  Thatsache,  d&b  die 
Heunsche  Methode  vom  fünften  Grade  der  Näherung  an  Terst^  DaI^ 
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etwa  die  im  Folgenden  Yorgelegten  allgemeineren  Ansätze  bei  noch 
höheren  Grraden  auch  yersagen,  ist  nicht  gerade  wahrscheinlich^  da  die 
Eoe&ienten  hier  in  ganz  anderer  Weise  rückwirkend  eintreten;  beim 
fünften  und  sechsten  Grade  ist  es  sicher  nicht  der  Fall. 

Zu  der  oben  erwähnten  Schwierigkeit^  dafs  16  Bedingungs- 
gleichungen mit  15  Koeffizienten  zu  befriedigen  wären,  zurückkehrend, 
entschliefsen  wir  uns,  sie  durch  Berechnung  eines  sechsten  Funktions- 
wertes zu  beseitigen.     Die  Berechnung  von  n  Funktionswerten  steUt 

uns  augenscheinlich        T     Zahlenkoeffizienten  zur  Verfügung,  wahrend 

die  Zahl  der  zu  befriedigenden  Gleichungen  für  Näherungen  mter  Ord- 
nung wenigstens  bis  zur  sechsten  Ordnung  einschliefslich  2^"^  be- 
tragt Wir  würden  also  hier  durch  Berechnung  der  sechs  Funktions- 
werte eine  fünffach  unendliche  Zahl  von  Lösungen  unserer  Gleichungen, 
ako  von  Näherungsformeln  fünfter  Ordnung  finden.  Aber  die  Lösung 
der  16  Gleichungen,  von  denen  allein  8  vom  fünften  Ghrade  sind,  machte, 
besonders,  da  rationale  Lösungen  gefunden  werden  sollten,  solche 
Schwierigkeiten,  dafs  ich  mich  begnügte,  die  Lösung  nur  für  den  Fall 
zu  rechnen,  dals  die  sechste  Richtung  in  einem  Punkte  gerechnet  wird, 
der  durch  einen  polygonalen  Zug  in  den  ersten  vier  (statt  fünf^  wie 
möglich)  gefundenen  Richtungen  vom  Ausgangspunkt  erreicht  wird, 
—  und  dafs  zweitens  der  Koeffizient  b  gleich  Null  ist.  Die  erste  Be- 
schränkung soll  analytisch  aussagen,  dafs 

gesetzt,  also  analog  wie  z/^,  ohne  dafs  man  unter  dem  Funktionszeicbftn 
J^  yerwendet,  gebildet  wird.  Die  so  erhaltenen  spezieUen  Näherungen 
sind  ganz  sicher  durchaus  nicht  die  besten,  d.  h.  nicht  mit  den  ein- 
fachsten Zahlenkoeffizienten  gebildet,  wie  sie  die  allgemeine  Lösung 
liefern  würde.  Aber  da  noch  gar  keine  Näherungen  dieser  Ordnung  auf- 
gestellt zu  sein  scheinen  und  es  mir  bisher  nicht  möglich  war,  die 
besseren  aus  den  sehr  breiten  Rechnungen  zu  entwirren,  so  lege  ich 
das  unter  den  obigen  Beschränkungen  gefimdene,  immer  noch  dreifach 
unendlich  viele  Näherungen  der  gewünschten  Art  enthaltende  System 
TOT.    Es  ist  alsdann: 

'^s?     r-^j     ®4i 
2  _       1 

6  =  0;  a,  c,  d,  e,  e^  berechnen  sich  linear  aus  Nr.  1,  2,  3,  5,  9  der 
sechzehn  oben  angeschriebenen  Gleichungen: 


C  =  m«        _^f       ^,      d=      8  " 


+  i 


•    (2  —  5i»)(2  —  6»-,)  '  8(1  —  p){l  —  Vi)       » 
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-_ Lziüi 7^ ^-^ 

Weiter  findet  sich 

—     ^  —  »1  _       1  —  y 

_  6[7  —  10»t  —  108d(l  —  y,)]  __  6[7  —  lOy  —  108d(l  -  j] , 

*  144e{y  —  yj  '      **  ""  144ei(yi  —  *')  ' 

_  2c(6yt  —  2)  —  126d(y,  —  1)^  _.  2c(6y  —  2)  —  Ubdjv  - 1) 

*  ""  125e*(y  —  y,)  '     *l  ""  l^be^Kiw^  —  v) 

Die  Gröfsen  x,  v  und  t/^  sind  noch  willkürlich  zu  wählen. 

Als  ein  Zahlenbeispiel,  das  freilich  durchaus  nicht  die  einfachste 
in  dem  angeschriebenen  System  enthaltene  Näherung  zu  geben  braucht, 
wählen    wir   x  =  |;    v  =  |;    Vi  =  |    und   erhalten   das  WertesTstem: 

X  —  io;  *  =  I;  Vi  =  f»;  «i  =  is;  *i  ==  f 

Also  erhalten  wir  als  eine  Näherungsformel  für  eine  Genauigkeit 
bis  zur  fünften  Ordnimg  einschliefslich: 

.  IIJ'  +  100^'"  +  2^""  —  60^^  +  IbJ^ 

"^  9 

(^-  -  J"0  +  5(^"^  -  ^^)  +  2(J'"'  -  ^^ 
+  ^144  '^' 

welche  letztere  Form  wegen  der  Kleinheit  der  Differenzen  der  ^  ^^ 
der  Einfachheit  der  Koeffizienten  vieUeicht  für  rechnerische  Benützung 
einfacher  isi 

Dabei  ist  ,    ^J^ 

,^         ..      ,   4^a;        ,  8^""  +  10^'"  +  60^-  -  18^')  ., 

welche  Formeln  vielleicht  noch  in  einer  ftlr  die  Rechnung  bequemw^ 
Form  geschrieben  werden  können. 


n* 
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Ein  anderes  Zahlenbeispiel,  das  auch  d  ssam  Verschwinden  bringt^ 
also  nur  vier  Funktionswerte  in  die  Endformel  eintreten  läfst,  ist: 

V  =  I,  Vi  -  I, 
X  Torlaufig  beliebig.    Es  ergiebt  sich: 

/■ 116 ,       ^  __  ~  81  •       Ä    __  .100  •       fj  „_    48  ,       g^  g^  •       ar • 

*' —  IM?      *^  ""   1M>     n  ""  IMJ      **  —  1W7      r        26x'  x' 

9  =  |[;    z^ — S;  *  =  27;e5 
9i  =  ö;   xi^ — i;  *i==6i' 

wo  z.  B.  noch  k  gleich  |^  gesetzt  werden  kann,  was  zu  der  Formel  fdhrt: 


^y 


j^  + 


192 

12 


"*"  192 

Dabei  ist 

.,„         J      ,    2^«  ,    6//"  +  4^'\    . 

^     = /^^a;  +  z/iT,  y  + j -^- — jJx, 

.^  J      ,    ^Ax  ,    8^""  —  60z^'"  +  90^"  +  6z^'\    . 

Es  ist  natürlich  ein  für  die  Benützung  hinderlicher  umstand,  dafs 
80  unbequem  groljse  Zahlenkoef&zienten  auftreten.  Doch  kann  bei  den 
Sommenbildungen  unter  dem  Funktionszeichen  f  die  Genauigkeit  der 
Rechnung  um  eine  Ordnung  yermindert  werden,  und  durch  mogUchst 
einfache  Anordnung  der  Summierung  überall  die  Differenz  je  zweier 
GroÜEien  ^,  die  im  allgemeinen  nicht  mehr  grofs  sein  wird,  hergesteUt 
werden,  was  die  Bechenarbeit  verringert. 

V. 

Es  sei  noch  erlaubt,  folgende  allgemeine  Bemerkung  in  Bezug  auf 
die  Simpsonsche  Regel  zu  machen.  Bekanntlich  stimmt  die  durch 
sie  gegebene  Näherung 

f{x)  +  4/-(a:+  4^)  +  f{x  +  Ax) 

^y  = ^^ Y ^x 
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für  ein  Intenrall  ^x  gerechnet  bis  zur  vierten  Ordnung  einschlieblich 
mit  der  Taylorschen  Entwickelung  in  der  Mitte  des  Intenrailefl 
übereiu;  zeigt  aber  im  Gliede  fünfter  Ordnung  einen  Fehler  yon  |  dieses 
Gliedes.  Darnach  wird  bei  Ersetzung  der  Summe  der  in  den  Mitten 
der  Einzelintervalle  entwickelten  und  nach  der  vierten  Ordnung  ab- 
gebrochenen Tajlorschen  Iteihe  durch  die  Simpsonsche  Regel  der 
Fehler  auf  etwa  \  vermindert.  Verglichen  dagegen  mit  der  Taylor- 
schen  Entwicklung  im  Anfangspunkte  des  IntervaUes  nimmt  die 
Simpsonsche  Regel  nicht  nur  die  vierte  Ordnung  vollständig  mit^ 
sondern  begeht  auch  im  fünften  Gliede  einen  Fehler  von  nur  ^  des- 
selbeU;  im  sechsten  einen  solchen  von  \j  im  siebenten  einen  solchen 
von  nicht  ganz  \  u.  s.  w.  Sie  wird  also  die  nach  der  vierten  Ordnung 
abgebrochene  Taylorsche  Entwickelung  am  Ausgangspunkte  betracht- 
lieh  an  Genauigkeit  übertreffen.  Ahnlich  liegen  die  Verhältnisse 
bei  Anwendung  der  Rungeschen  Methode  für  Differentialgleichungen. 
Hier  kann  man  den  Tajlorschen  Satz  nur  vom  An&ng  des  Interralles 
ausgehend  anwenden,  und  es  werden  demgemäls  z.  B.  in  unseren 
Näherungsformeln;  die  bis  zur  vierten  Ordnung  einschlielslich  genau 
sind;  auch  die  Glieder  fünfter  Ordnung  der  Tajlorschen  Entwickelung 
mit  der  wahren  Entwickelung  wenigstens  teilweise,  oder  zum  über- 
wiegenden Teile  übereinstimmen.  So  ergiebt  sich  als  Glied  fünfter 
Ordnung  z.  B.  in  der  oben  aufgestellten  Näherung 

^y  -—^ ^e ^ — ' 

/!""  =  f{x  +  ^x,y  +  /l'")/lx, 
statt  des  von  der  richtigen  Integralentwicklung  geforderten: 

+  6(/i  +  fQifi»  +  m^t^  +  r/i«)  +  4(r„  +  ffnWy,  +  2//1,  +  fftt"^ 
y  +  /iVui  +  S/Zui  +  3/-Ym  +  fff»)  +  S^nVi  +  ffß 

+ /KAi  +  m» + r/W) + 7/i(/; + //i)(/i, + ffn) + fXn + rm 

der  Ausdruck 

+ f  (/;  +/y;)(/i«  +  ^ffm + rf„»)  +  Wu + ff„Wu  +  2/-/;, + pq 

+  ^Uijm  +  3/-/-„,  +  3/^/i„  +  /»/•„,)  +  ff„{f,  +  fQ' 
+  \mn  +  2/"/;,  +  rf„)  +  Vt{h  +  m)(A,  +  ffn)\ 
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Betrachten  wir  demnach  die  acht  Tenne,  aus  denen  sich  das  Glied 
fünfter  Ordnung  zusammensetzt,  einzehi,  so  sehen  wir,  dafs  unsere 
Naherang  nur  ^  des  ersten  Termes,  ^^  des  zweiten,  —  {^  des   dritten, 

—  j  des  vierten,  j  des  fünften,  \  des  sechsten,  ^^  des  siebenten 
Tennes  verfehlt,  während  freilich  der  achte  Term  ganz  ausbleibt.  So 
wenig  dies  nun  mit  der  mathematischen  Genauigkeit  der  Näherung 
zu  thun  hat,  so  klar  ist  es,  dals  es  im  Allgemeinen  praktisch  eine  der 
nach  der  vierten  Ordnung  abgebrochenen  Tajlorschen  Reihe  überlegene 
Genauigkeit  des  Resultates  zur  Folge  haben  wird,  obwohl  sich  natürlich 
Falle  konstruieren  lassen,  wo  das  Gegenteil  der  Fall  sein  kann,  wie  z.  B., 

wenn  j-^  am  Ausgangspunkt  gerade  Null  ist. 

Als  besser  noch  erweist  sich  die  Übereinstimmung  der  Glieder 
fünfter  Ordnung  bei  Benutzung  der  durch  x  =  j,  A  =  |  aus  dem  all- 
gemeinen Ansatz  folgenden  Näherung  vierter  Ordnung.  EUer  stimmen 
die  einzelnen  Terme   der   fünften  Ordnung  bis  auf  bez.  ^,  —  ^,  ^j 

—  ^,  y,  —  \,  ^^  ihres  Wertes,  also  mit  Ausnahme  des  siebenten  Tennes 
durchweg  besser  als  im  vorigen  Ansatz,  während  der  achte  Term  not- 
wendiger Weise  wieder  fehlt.  Wir  werden  diese  Näherung  als  im  all- 
gemeinen beste  betrachten,  und  es  liegt  auch  in  der  That  nahe,  dals 
die  symmetrische   und   gleichmäfsige  Verteilung  der  vier  berechneten 

Richtungen  im  IntervaUe  ^x,  namüch  an  den  SteUen  0,  ^,  ?-f ,  Jx 

eine  besonders  günstige  Näherung  ergeben  kann.  Setzt  man  x  =  |, 
A  =  I,  so  erhält  man  die  zweite  mögliche  derartig  symmetrische  Ver- 
teilung, die  jedoch  von  vornherein,  weil  wir  mit  x  =  y  die  Tangente 
der  Kurve  im  Nullpunkt  doppelt  soweit  verfolgen,  als  mit  x  =  \y  also 
die  Abweichung  vervierfachen,  nicht  so  besonders  gute  Übereinstimmung 
er?rarten  läfirt.  Wirklich  ist  sie  für  die  Glieder  fünfter  Ordnung  nicht 
80  gut  wie  im  vorigen  Falle  und  etwa  von  der  Art  wie  in  der  erst 
betrachteten  Formel.  Weitere  derartig  symmetrische  Verteilungen 
giebt  es  nach  unserem  Ansatz  nicht. 

Entsprechend  werden  wir  erwarten,  dals  für  die  Näherungen 
dritter  Ordnung  die  symmetrische  Losung  x  =  y,  A  =  1  in  den  Gliedern 
vierter  und  höherer  Ordnung  .eine  im  allgemeinen  bessere  Überein- 
stimmung mit  der  wahren  Taylorschen  Entwickelung  zeigen  wird,  als 
andere  der  aus  unserem  Formelsystem  folgenden  Näherungen.  That- 
sachlich  beträgt  für  die  drei  zuerst  auftretenden  Terme  vierter  Ord- 
nung (der  vierte  Term  fehlt  wieder  notwendiger  Weise)  der  relative 
Fehler  bez.  0;  -f  |;  0.  Bei  der  von  Herrn  Heun.  aufgestellten  Nähe- 
rung dieser  Art  beträgt  der  relative  Fehler  dieser  einzelnen  Terme 
bez.  ~  J;  —  I;  —  1^,  im  zweiten  Terme  allerdings  weniger.    Die  zweite 
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mögliche   Lösung    dieser   Art  x==l;    X  =  \   giebt,    wie   verstandlicla, 
wiederum  eine  schlechtere  Übereinstimmung. 

Endlich  sei  noch  bemerkt,  dals  an  SteUe  der  Taylorschen  Ent- 
wickelung  im  Ausgangspunkt  des  Intervalles  natürlich  auch  die  im 
Mittelpunkt  des  IntenraUes  als  Malsstab  der  Genauigkeit  benutzt 
werden  könnte,  ohne  dafs  die  Resultate  sich  änderten.  Darauf  beroht 
es  dann,  dafs  die  gegebenen  Näherungen  auch  für  ein  Intervall,  das 
die  Eonyergenzgrenze  der  Entwickelung  im  Ausgangspunkt  über- 
schreitet, ziemlich  genau  richtige  Zahlenwerte  ergeben  können. 

VI. 

Es  bleibt  noch  übrig,  an  einem  Zahlenbeispiel  die  Annahenmg; 
die  bei  dem  Ansatz  verschiedener  Näherungsmethoden  erzielt  wird,  zu 
vergleichen.  Der  Wert  eines  solchen  Beispiels  darf  natürlich  nicht 
überschätzt  werden,  da  die  zufällige  Wahl  desselben  schon  eine  Meäiode 
gegenüber  den  anderen  in  ungebührlichen  Vorteil  setzen  kann.  Immer- 
hin wird  bei  mehrfach  fortgesetzter  Anwendung  der  verschiedenen 
Methoden  auf  eine  Reihe  von  Intervallen  dieser  Mifsstand  nicht  mehr 
ganz  so  stark  hervortreten-,  und  vollständig  aufheben  lielße  er  sich  nar 
durch  zeitraubende  Berechnimg  einer  grö&eren  Anzahl  von  Beispielen: 
Hier  wurde  das  von  Runge  gewählte  Beispiel  (Bd.  46  der  Math.  Annalen) 
angenommen,  und  dasselbe  einerseits  für  auf  einander  folgende  Inter- 
valle von  der  Gröfse  ^x  =  0,2;  ^x  =■  0,3;  z/x  =  0,5  wie  bei  Runge, 
sodann  aber  mit  Annahme  nur  eines  Gesamtintervalles  Jx  =  1,0 
berechnet.  Das  Beispiel  verlangt  die  Berechnung  des  Integrales  der 
Differentialgleichung 

d    ~  ~i — ^     ausgehend  von    o;  =  0,  y  =  1. 

Bekanntlich  ist  die  entsprechende  Integralkurve  hier  geschlossen 

durch  lg  nat  (a:*  +  y*)  —  2  arc  tg  -  =  0  darstellbar. 

Als  Methoden  der  Nähenmg  benutzen  wir  1.  die  Entwickelung 
nach  dem  Taylorschen  Satz  unter  dem  Integralzeichen  bis  zur  vierten 
Ordnung  einschliefslich.     Erforderlich  ist  die  Berechnung  von: 

'       y  +  x'     '  (y  +  a:)«  '     '  (y  +  a?)» 

^/r 20(g»  +  y^(9y^  —  2xy  +  x*) 

'    "  (y  +  «)' 

am  Ausgangspunkt.     Die  zu  verwendende  Formel  ist 
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2.  Die  Eulersche  Methode,  indem  wir  das  Intervall  jdx  in  vier 
gleiche  Teile  teilen  und  innerhalb  jedes  Intervalles  die  Tangente  im 
Ausgangspunkt  verfolgen.    Zu  berechnen  ist 

^""  =  /•(:,  +  »^,  y  +  j'"  +  j"  +  J').^. 
Das  Resultat  ist 

3.  Die  von  Herrn  Runge  angegebene  Näherung  (bis  zur  dritten 
Ordnung  genau).    Zu  berechnen  sind  für  jedes  Intervall  die  4  Funk- 


tionswerte: 


Das  Resultat  ist 


ttt* 


4.  Die  von  Herrn  Heun  angegebene  Näherung,  bei  der  nur  drei 
Funktionswerte  zu  berechnen  sind  (genau  bis  zur  dritten  Ordnung). 
Etwas  genauere  Resultate  liefert  übrigens  die  hier  aufgestellte  sym- 
metrische Formel    Zu  berechnen: 

j^'  ^f(x  +  ^,y  +  ^)^x', 

Ansatz: 

A'  +  8^"' 
^»  =  —-^4 

5.  Die  hier  aufgestellte  bis  zur  vierten  Ordnung  genaue  sym- 
metrische Formel.    Zu  berechnen  in  jedem  Intervalle  4  Funktionswerte: 

z/""  =  f{x  +  ^x,y  +  z/'"  -  z/"  +  ^')^^. 

ZAftaebrifl  f.  Mathematik  Q.  Physik.  46.  Band.  1901.  4.  Heft.  30 
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Ansatz: 


^y  = 


8 


»»»» 


6.  Die  wahren  Werte^  ans  dem  bekannten  Integrale  unter  Benatzoog 
der  letzten  Naherangen  durch  die  Newtonsche  NäherangBmethode  für 
Gleichungen  gefunden. 

unter  I  finden  sich  die  Besultate  Ton  ^  =  0^  y  =1  ausgehend  bis 
x  =  0,2  gerechnet,  unter  11  die  yon'den  so  gefundenen  Punkten  als 
neuen  Ausgangspunkten  aus  gewonnenen  Besultate  f3r  a;  =  0^5;  nnter 
in  die  Yon  diesen  (fehlerhaften)  neuen  Ausgangspunkten  erhaltenen 
Besultate  f&r  o;  =  1,0.  Die  Taylorsche  Beihe  konvergiert,  da  für 
komplexes  x  und  jf  innerhalb  der  um  den  Ausgangspunkt  o;  =  0  und 
y  =  1  mit  den  Badien  0,2  (sogar  z.  B.  0,5)  beschriebenen  Kreise  /"(XiSf) 
holomorph  ist 


^y             I                U 

m 

Taylor             0,1666667    0,3368533 

0,4936913 

Enler              0,1754353    0,3573505 

0,5367900 

Rnnge             0,1678487    0,3393690 

0,4991167 

Hwm              0,1680250    0,3395806 

0,4990390 

Entta              0,1678449    0,3392158 

0,4982940 

Wahrer  Wert  0,1678417    0,3392094 

0,4982784 

FeUer 

I            n 

lU 

Taylor  -11750    -   23561    - 

45871 

Enler    +75936    +181411     +385116 

Runge  +        70    +      1596    + 

8383 

Kenn    +    1833    +      3712    + 

7606 

Katta    +        32    +          64    + 

156. 

Man  erkennt,  dals  das  unerwartet  genaue  Besultat  der  BungesclieD 
Methode  unter  I  Zufälligkeit  ist,  da  es  unter  11  und  m  sich  dorchsQs 
nicht  so  genau  fortsetzt.  Ob  bezw.  wie  weit  das  günstige  Resultat 
bei  dem  hier  gegebenen  Ansatz  auf  Zufälligkeit  beruht^  kann  nicht 
leicht  entschieden  werden;  wir  konnten  bei  der  hier  benutzten  Inte^ 
yallgröfse  freilich  schon  mindestens  eine  Dezimale  mehr  Genauigkeit 
als  bei  den  anderen  Ansätzen  erwarten.  Zu  grofses  Gewicht  darf  man 
natürlich  solchen  Beispielen  nicht  beilegen. 

Die  sämtlichen  Naherungsyerfahren,  wie  oben^  aber  auf  das  ^ 
samtintervall  /Ix  =  1  angewendet  ergeben  das  folgende  Besultat:  Die 
Taylorsche  Beihe  konvergiert  nicht  mehr. 
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Fehler: 

Eider:  0,62242  +12414 

Runge:  0,52381  +    2553 

Heun:  0,51613  +    1785 

Kutta:  0,49914  +        86 

Wahrer  Wert:  0,49828 

Die  Reebenarbeit  ist. bei  Anwendnng  der  yerschiedenen  Methoden 
ia  der  hier  dorchgeffthrten  Art  nicht  eben  sehr  verschieden;  einzig  die 
Hennsche  Methode  erfordert,  da  nnr  3  statt  4  Ftmktionswerten  zu 
berechnen  sind,  nur  etwa  %  der  Rechnung  (wie  jeder  der  hier  gege- 
benen Ansätze  für  Genauigkeit  bis  zur  dritten  Ordnung). 


Zur  geometrisclieiL  Theorie  des  Parabelträgers. 

Von  Stanislaus  Jolles  in  Berlin. 

Mit  einer  Tafel  (V). 

1.  Besteht  ein  einfacher  Fachwerkbalken  AB  aus  einem  in  einer 
lotrechten  Ebene  gelegenen  Dreiecksnetze,  so  werden  die  von  einer 
gleichförmigen  Yerkehrslast  in  einem  Wandstab  w  herrorgerufenen 
grolsten  Spannungen  min  [w]  und  max  [w]  im  Allgemeinen  nur  an- 
nähernd ermittelt.  Diese  annähernde  Berechnung  gestaltet  sich  be- 
sonders einfach,  wenn  jeder  Wandstab  tv  zwei  Dreiecken  angehört,  von 
denen  das  eine  eine  Seite  an  die  obere,  das  andere  eine  Seite  an  die  untere 
(Jurtung  abgiebt.  Man  teilt  in  diesem  Falle  zunächst  das.  Dreiecksnetz  in 
zwei  Teile,  indem  man  einen  Schnitt  6  durch  w  und  einen  Stab  der  oberen 
ond  imteren  Ourtung  führt,  und  zieht  dann  durch  die  6  benachbarten 
zur  Aufiiahme  der  Yerkehrslast  bestimmten  Knotenpunkte  K^,  K  zwei 
Lotrechte  s^,  s^.  Wahrend  nun  die  Verkehrslast  sich  in  Torgeschrie- 
bener  Richtung  über  den  Balken  bewegt,  bis  ihr  Anfangspunkt  eines 
dieser  Lote  erreicht,  nimmt  der  in  ihm  gelegene  Knotenpunkt  noch 
eine  EinzeUast  auf,  welche  halbsoviel  wiegt,  wie  die  Yerkehrslast,  die 
über  den  Balken  zwischen  den  Loten  Si^  s^  ausgebreitet  werden  kann. 
Obgleich  beide  Belastungen  zusammen  in  w  eine  grofsere  Spannung 
henrorrufen,  als  die  bis  zur  Belastungsscheide  von  w  Torgeschobene 
Verkehrslast,  so  begnügt  man  sich  doch  mit  dem  für  sie  gefundenen 
Werte,  statt  den  genauen  Wert  der  zu  ermittelnden  Spannung  mit 
Hülfe  der  no  entsprechenden  Belastungsscheide  zu  finden.    Die  gröfsten 

80* 
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Spannnngen  in  den  Diagonalen  d  eines  ParabeltriLgers  nnter  EinflntB 
einer  gleichförmigen  Verkehrslast  sind  nach  diesem  Näherungsver&hren 
den  Längen  von  d  proportional.  Auf  geometrischem  Wege  hat  dieses 
wohl  zuerst  W.  Stahl  dargethan^),  sein  sinnreicher  Beweis  bleibt  je- 
doch abhängig  von  dem  gewählten  Polabstande.  Unabhängig  hiervon 
ist  die  in  (2)  nnd  (3)  gegebene  Ableitung  des  genannten  Satzes^  zu 
der  ebenfalls  nur  Hülfsmittel  der  graphischen  Statik  yerwendet  werden. 
Sie  bezieht  sich  zunächst  auf  einen  parabolischen  Träger  einfEU^hster 
Form,  bei  dem  eine  Gurtung  —  etwa  die  obere  —  parabolisch,  die 
andere  geradlinig  ist,  und  die  Verkehrslast  in  den  Knotenpunkten  einer 
der  Gurtungen  —  etwa  der  unteren  angreift,  und  dann  auf  den  all- 
gemeinen Parabelträger. 

2.  Ein  zwischen  zwei  Nachbarvertikalen  eines  solch  einfachen  pa- 
rabolischen Trägers  verlaufender  Schnitt  6  (Fig.  1)  trifft  aulser  einer 
Diagonale  d  noch  einen  Stab  o  der  oberen  und  u  der  unteren  Gortong. 
Nehmen  nun  die  links  Ton  6  gelegenen  Knotenpunkte  der  unteren 
Gurtung  -4.,  Ä^,  . . .  Z^i  die  ihnen  zukommenden  Teile  —  P^,  —  P^ 
. . .,  —  Pji  der  gleichförmigen  Verkehrslast  auf,  so  muss  die  Mittel- 
kraft der  links  von  tf  wirkenden  äufseren  Kj^fte  in  B  angreifen  nnd 
entgegengesetzt  gleich  dem  in  ihm  hervorgerufenen  Auflagerdrucke  Pb 
sein.  Von  den  drei  Seitenkräften  [o],  [dTj,  [u]  längs  o,  d,  u^  'm  welche 
die  in  B  angreifende  Mittelkraft  —  Pb  zerlegt  werden  kann,  ist  [d] 
nach  (1)  die  gröfste  in  d  auftretende  Zugspannung.  —  Pb  ist  in  Fig.  1* 
mit  Hülfe  eines  zu  den  Lasten  links  von  6  gehörigen  Kräfte-  und  Seil- 
polygones  ermittelt.  Seine  Zerlegung  in  [o],  [d],  [u]  geschieht  nach 
dem  Culmannschen  Satze,  indem  man  erst  [o]  und  die  Mittelkraft  [u,  d] 
von  [u]  und  [d]  aufsucht,  und  dann  aus  ihr  [u]  und  [d]  selbst  bestimmt. 
Die  Reihenfolge  dieser  Kräfte  regelt  die  Gremonasche  Yorschrifi;. 
Die  Knotenpunkte  Ay  B,  Kxy  Kl  und  der  in  lotrechter  Richtung  ge- 
legene Berührungspunkt  der  Parabel  sr  mit  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden sind  nun  die  Eckpunkte  eines  sr  eingeschriebenen  Sechseckes 
{ooooKxABK*^j  dessen  Gegenseiten  ooKz,  BK^  und  KltÄj  K^<x> 
sich  in  den  Punkten  C  und  D  einer  zu  AB  parallelen  Pascalsch«! 
Geraden  p  schneiden,  p  und  jene  vier  Seiten  des  Sechseckes  gehören 
aber  auch  dem  vollständigen  Vierecke  KxK'^BC  an,  folglich  können 
die  vollständigen  Vierecke  K'iK'^DC  und  K'xA'AKi  derart  auf  einander 
bezogen  werden,  dafs  fünf  und  demnach  alle  Seiten  des  einen  zu  dem 
des  anderen  parallel  laufen.  In  gleicher  Weise  lassen  sich  auch  die 
.Seiten  der  vollständigen  Vierecke  KxK^DC  und  B'E^K^B,  also  auch 


1)  Zeitschrift  d.  Vereins  deutscher  Ingenieure  Bd.  XX  (1876)  S.  9. 
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endlich  die-  der  ToUstandigen  Vierecke  KiA'AKi  und  B'K^K  B  ein- 
ander zuordnen,  so  dafs  sich  ÄKx  parallel  K  B'^),  und  da  letzteres 
parallel  [ti,  d\  ist,  auch  parallel  \Uj  d\  ergiebt.  Die  beiden  Vierecke 
AA'K'iK   und  EFGH  sind  hiemach  ähnlich,  und  es  verhalt  sich: 

Die  der  oberen  Ourtung  umschriebene  Parabel  %  und  die  Seil- 
parabel 7tp  der  über  den  Fachwerkbalken  AB  ausgebreiteten  gleich- 
fSnnigen  Verkehrslast  bestimmen  zwei  kollokale  a£ßn  Perspektive 
Felder,  wenn  Punkte  beider  Kurven  als  entsprechende  einander  zuge- 
wiesen werden,  die  auf  der  nämlichen  Lotrechten  liegen.  Entsprechende 
Strecken  solcher  Lotrechten  haben  zu  einander  gleiches  Verhältnis,  so- 
mit besteht  zwischen  den  Pfeilhöhen  f  und  f  beider  Parabeln  und  den 
Strecken  A'A  und  %'%  die  Beziehung: 

(/})  f'.\  =  A'AiW%. 

Endlich  folgt  aus  den  ähnlichen  Dreicken  OEF  und  S3'S('S(: 
(y)  FEiW%  oder  -  Fb  :  «'91  =  h:l 

Da  nach  (/))  und  (y): 

L   l 
f    Ä 

wird,  geht  (a)  in: 

Über.  Dieser  Ausdruck  ist  nur  scheinbar  von  h  abhängig;  denn  wiegt 
die  gleichförmige  Verkehrslast  p  kg.  f.  d.  1.  M.,  ist  folglich: 

SO  schreibt  er  sich  in  der  Form: 

d:\d\=^%f'.pl 

Die  von  einer  gleichförmigen  Verkehrslast  in  einer  Diagonale 
dieses  ParabeltnLgers  hervorgerufene  gröfste  Zugspannung  ist  also  ihrer 
Länge  proportional,  das  Gleiche  gilt  folglich  auch  von  der  gröfsten  in 
ihr  durch  jene  Verkehrslast  hervorgerufenen  Druckspannung. 

3.  Enthalten  alle  Dreiecke  des  in  (1)  besprochenen  einfachen  Fach- 
werkbalkens Vertikalen,  so  ist  eine  beliebige  Diagonale  d  bei  ständiger 
Belastung  spannungslos,  wenn  das  durch  sie  bestimmte  Viereck 
K'iKj^K^Kl,    (Fig.   2)    des   Dreiecksnetzes  perspektiv   affin    liegt    zum 

1)  a.  a.  0.  S.  10. 


^^'  =  ^.^.^p^ 
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Viereck  ftifi^ß^fi^  der  zugehörigen  Momentenfläche.  Die  bekannte 
Bedimgong: 

unter  der  bei  ständiger  gleichmäfsiger  Belastung  alle  Diagonalen  span- 
nungslos  werden^  der  Fachwerkbalken  also  in  den  allgemeinen  Parabel- 
trl^^er  übergeht^  ist  eine  unmittelbare  Folge  dieser  Beziehung.  Um  für 
einen  solchen  Parabeltrager  die  grofste  Zugspannung  [d]  einer  beliebigen 
Diagonale  d  bei  gleichförmiger  Yerkehrslast  zu  ermitteln,  mögen  die 
unteren  oder  oberen  Knotenpunkte  links  vom  Schnitte  6  (Fig.  2).ilire 
Verkehrslasten  au&ehmen.  Wird  dann  [d]  in  Fig.  2»  in  gleicher  Weise, 
wie  in  Fig.  1*  gefunden,  und  berücksichtigt,  dafs  die  Vierecke 
KiKj^K^Kg  und  ^i^^^ß^ß^  zwei  affine  Felder  Zr  und  Zf^  bestimmeiL, 
so  entsprechen  den  nach  (2)  parallelen  Geraden  91  ßi,  ^J&'  von  Ei  die 
Parallelen  AK'x,  K^B'  Ton  Zk.  Nun  ist  n.  d.  K.  K^B'  paraUel  zu 
[ii,  d],  folglich  nunmehr  auch  parallel  zu  AKx.  Die  beiden  Vierecke 
AA'KxK   und  EFGJS  sind  also  ähnlich  und  es  yerhält  sich: 

(a)  d:[d]^A'A:'^PB. 

Analog  wie  in  (2)  ergiebt  sich,   wenn  der  Pfeilhohe  f  der  Seil- 
parabel in  Zx  die  Strecke  f  entspricht,  die  Beziehung: 

(ß)  f:\^A'A:W% 

und  endlich: 

(y)  -  Pi, :  «'Sl  =  Ä  :  i. 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  folgt: 

rf:[<ri=|i:l, 

oder  nach  Einsetzen  Ton  ^  für  f: 

d:[d]  =  Sf:pl, 

womit  auf  geometrischem  Wege  für  den  allgemeinen  Parabeltriiger  bei 
gleichförmiger  Verkehrslast  die  gröfsten  in  d  auftretenden  Spanniuigen 
als  seiner  Länge  proportional  erwiesen  sind. 
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Theorie  der  Kapillarität  nnd  Hydrostatik. 

Von  A.  P.  GrüSINZEW  in  Charkow. 

I. 

Das  Problem  vom  Gleichgewichte  der  Flüssigkeiten  findet  sich  in 
der  Mechanik  nnd  Physik.  In  der  ersteren  bildet  es  den  Inhalt  der 
Hydrostatik^  in  der  letzteren  wird  es  sowohl  vom  Standpunkte  der 
Hydrostatik,  als  auch  von  dem  der  sogenannten  KapiUariiatstheorie 
betrachtet. 

Infolgedessen  wird  das  Problem  Tom  Gleichgewichte  der  Flüssig- 
keiten in  seiner  gewöhnlichen  DarsteUung  in  zwei  voneinander  un- 
abhängige Teile  zerlegt.  In  der  Hydrostatik  wird  die  Theorie  auf  dem 
Begriffe  Tom  hydrostatischen  Drucke  aufgebaut,  oder  mit  anderen 
Worten,  auf  der  Theorie  der  Flüssigkeit  als  eines  sich  deformierenden 
Körpers,  der  durch  die  Eigenschaft,  den  Druck  gleichmäCsig  nach  allen 
Richtungen  normal  zum  Flächenelemente  zu  verbreiten,  charakterisiert 
wird.  Dagegen  werden  in  der  Kapillaritätslehre  innere  molekulare 
Kräfte  und  molekularer  Druck  eingeführt,  auf  deren  Definition  die 
ganze  Theorie  beruht. 

Diese  inneren  molekularen  EriLfte  werden  als  solche  selbst  be- 
trachtet, das  ist  dann  die  molekulare  Eapillaritätstheorie  (von  Laplace, 
Poisson  und  Gaufs),  oder  vom  Standpunkte  jener  Flächenspannung, 
die  sie  hervorrufen. 

Daher  sind  die  Resultate  der  Hydrostatik  und  die  der  Eapillaritäts- 
theorie ganz  verschieden.  Indem  die  erste,  auf  dem  Begriffe  des  hydro- 
statischen Druckes  gegründet,  nur  eine  Beihe  von  Folgen  über  diesen 
Druck  in  gewissen  einfachsten  FäUen  giebt^  liefert  die  zweite  eine  voll- 
ständige Theorie  der  Erscheinungen  von  Flüssigkeiten  im  Gleich- 
gewichtszustande. Man  kann  sogar  mehr  sagen.  Die  Hydrostatik  giebt 
die  Gleichgewichtsbedingungen  für  Flüssigkeiten  nur  in  einem  be- 
sonderen einzelnen  Falle,  während  man  aus  ihr  in  allen  anderen  Fällen 
unrichtige  Folgerungen  zieht.  Dagegen  giebt  die  Theorie  der  Eapillaritäts- 


i 


458  Theorie  der  Kapillarität  imd  Hydrostatik. 

erscheinungen,  die  Besultate  der  Hydrostatik  ergänzend^  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichtes  für  den  allgemeinen  Fall  an. 

Mir  scheint,  dafs  eine  solche  allgenieine  Theorie  des  Gleich- 
gewichtszustandes der  Flüssigkeiten  existieren  mufiS;  die  alle  Falle  um- 
fafst^  d.  h.  die  auf  der  allgemeinsten  Definition  jenes  Aggregatzostandes 
aufgebaut  sein  wird,  welchen  wir  flüssig  nennen. 

In  dieser  Abhandlung  werden  wir  uns  bemühen^  eine  solche 
Theorie  der  Flüssigkeiten  aufzustellen. 

Welche  Definition  der  Flüssigkeiten  sollen  wir  folglich  zur  Grund- 
lage dieser  neuen  Theorie  nehmen?  Die  in  der  Hydrostatik  an- 
genommene Definition  stellt  eigentlich  das  Pascalsche  Gesetz  dar. 
Aber  selbstverständlich  muTs  nach  einer  rationellen  Theorie  dieses  Ge- 
setz zusammen  mit  anderen  Gesetzen,  die  den  Gleichgewichtszustand 
der  Flüssigkeiten  bedingen,  als  eine  Folge  der  Theorie  abgeleitet 
werden,  und  daher  darf  man  nicht  dieses  Gesetz  als  das  Grandgesetz 
der  Theorie  benutzen,  umsoweniger,  als  seine  Wirkung  sich  nur  auf 
das  Innere  der  freien  Flüssigkeitsmasse  erstreckt. 

Als  Grundlage  der  neuen  Theorie  werden  wir  folgende  aus  den 
einfachsten  Erscheinungen  abgeleitete  Definition  der  Flüssigkeiten  setzen. 

Jede  Flüssigkeit  werden  wir  als  ein  System  von  materiellen  Punkten 
betrachten,  die  auf  eine  stetige  Weise  eiuen  gegebenen  Raum  ausfuQen, 
zwischen  welchen  innere  Kräfte  wirken,  deren  Arbeit  von  der  Dichtigkeit 
der  Flüssigkeit  und  vom  Radius  der  Sphäre  der  Molekularwirkung  abhängt 

Der  erste  Teil  dieser  Abhängigkeit  ist  die  Folge  der  Beobachtungs- 
Thatsache,  daGs  der  Druck  in  der  Flüssigkeit  unabhängig  ist  yod  der 
Form  des  Gefäfses,  iu  welchem  sie  sich  befindet,  sondern  nur  von  ihrer 
Dichtigkeit  abhängt,  der  zweite  eine  Folge  der  Existenz  von  Flächen- 
spannimgen  in  den  Flüssigkeiten.  Was  die  inneren  Eiufte  im  all- 
gemeinen anbetrifiFt,  so  nehmen  wir  an,  dafs  sie,  obwohl  nicht  an  und 
für  sich,  sondern  nur  infolge  der  Verbindungen,  die  zwischen  den 
Eorperteilchen  in  jedem  Aggregatzustande  existieren,  Kräfte  sind,  die 
ein  Potential  besitzen.  Für  einen  festen,  elastischen  Körper  z.  B.  sind 
diese  £[räfte,  oder  besser  gesagt,  ist  dieses  Potential  eine  Funktion  Ton 
sechs  Deformationen,  d.  h.  von  drei  Koeffizienten  der  Längenänderungen 
und  drei  Koeffizienten  der  Winkeländerungen.  Für  die  Flüssigkeiten 
ist  es  aber  eine  Funktion  der  Dichtigkeit  und  des  Radius  der  Sphäre 
der  Molekularwirkung. 

U. 

Jetzt  werden  wir  das  Gesagte  in  mathematische  Form  bringen  und 
allgemeine  Folgerungen  ziehen.     Gesetzt,  in  eiuem  Gefäfse  haben  wir 
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eine  Flüssigkeit  und  in  dieser  Flüssigkeit  sei  ein  System  von  festen 
Körpern  eingesenkt.  Zur  Abkürzung  werden  wir  im  folgenden  einfach 
fester  Körper''  statt  ;,Wände  des  Gefälses''  und  ^^Sjstem  von  festen 
Körpern''  sagen.  Wir  werden  uns  zur  Vereinfachung  des  Denkens 
Torstellen,  dafs  das  Gefafs  und  die  festen  Körper  durch  ein  selbständiges 
System  von  Kräften  im  Gleichgewichte  erhalten  werden.  Aufserdem 
nehmen  wir  an,  dafs  die  betrachtete  Flüssigkeit  auf  der  freien  Ober- 
flache mit  einer  anderen  —  sagen  wir  Luft  —  in  Berührung  steht. 

Betrachten  wir  irgend  einen  Punkt  der  Flüssigkeit  M  mit  den 
Koordinaten  x^  y,  e.    Es  seien 

die  Komponenten  der  äufseren  und 

Xf,     Yiy    Zi 

die  der  inneren  Kräfte^  welche  auf  diesen  Punkt  der  Flüssigkeit 
wirken. 

Dabei  werden  wir  unter  ersteren  solche  Kräfte  yerstehen,  deren 
Ursprang  aufser  unserem  System  liegt  (z.  B.  die  Schwerkraft)  und 
werden  sie  als  voraus  gegeben  betrachten.  Unter  den  letzteren  Kräften 
werden  wir  solche  verstehen,  die  von  der  gegenseitigen  Wirkung  der 
Punkte  des  Systems  herrühren;  folglich  sind  das  Kräfte,  deren  Ursprung 
im  Innern  des  Systems  liegt.  Der  Aggregatzustand  des  Systems  ist 
durch  die  Art  der  letzteren  bedingt. 

Jetzt  giebt  uns  die  Grundgleichung  der  Statik  folgende  Bedingungen 
für  das  Gleichgewicht  des  Punktes  M\ 

(a)  x,+  x,=  r,+  r,=  z,+  Zi^  o. 

Von  den  inneren  Kräften  im  besonderen  wissen  wir  nichts,  aber  wir 
können  einige  Schlüsse  über  ihre  Arbeit  ziehen,  da  wir  in  der  Praxis 
nicht  die  Kräfte  selbst,  sondehi  nur  ihre  Wirkungen,  d.  h.  Arbeit, 
beobachten.  Folglich  stellen  wir  uns  vor,  dafs  der  Punkt  M  eine  im- 
endlich  kleine  mögliche  Yerrückung  bekommen  hat,  deren  Komponenten 

8Xy    dy,    iz 
sind. 

Wir  schreiben  weiter  die  Gleichungen  (a)  I.  für  jeden  Punkt  im 
Innern  der  Masse  der  Flüssigkeit,  U.  für  alle  Punkte  der  freien  Ober- 
flache, d.  h.  für  die  Punkte,  mit  denen  die  Flüssigkeit  eine  andere 
Flüssigkeit  berührt  (gewöhnlich  Luft)  und  UL  ftir  die  Punkte,  die  auf 
jener  FUUshe  liegen,  auf  welcher  sich  die  Flüssigkeit  mit  dem  festen 
Körper  berührt  (d.  h.  mit  den  Wänden  des  Gefäfses  und  mit  den  in 
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die  Flüssigkeit  eingetauchten  Eorpem);  multiplizieren  wir  dann  die 
Gleichungen  mit  den  respektiven  Grölsen  der  Yerrückungen 

eines  jeden  Punktes  dieser  drei  Gebiete  und  addiereq,  wir  die  Resultate. 
Wir  erhalten: 

j      i:{X,Sx  +  Y.Sy  +  Z,8e)  +  SM(Xi8z  +  YiSy  +  Zi8z)  + 

wobei  für  die  äufseren  E[räfte  alle  drei  Summen  zujmchst  mit  einem 
Symbol  bezeichnet  sind;  das  sind  die  gegebenen  Kräfte  und  wir 
brauchen  sie  nicht  in  Betracht  zu  ziehen.  Was  aber  die  inneren 
Kräfte  anbetrifft^  so  können  wir  schreiben,  indem  wir  sowoU  cIbs 
Prinzip  der  Erhaltung  der  Energie ,  das  auch  im  Falle  möglicher  Yer- 
rückungen des  Systems  giltig  ist,  zur  Richtschnur  nehmen,  als  auch 
die  Definition  der  Flüssigkeit  als  eines  solchen  Aggregatzustandes,  bei 
welchem  die  Arbeit  der  inneren  Kräfte  durch  die  Veränderung  einer 
bestimmten  Funktion  ausgedrückt  wird,  welche  inneres  thermodyna- 
misches  Potential  genannt  wird: 

ZuiXiSx  +  YiSy  +  ZiSz)  ^-SUm 
2:s(XiSx  +  YiSy  +  ZiSz)  =  -  tfü^ 
Ils'i^iSx  +  YiSy  +  ZiSz) S  Us'^ 

Die  Quanta  Usj  Us'  können  ausgedrückt  werden  yermittelst  der 
Dichtigkeit  und  der  Dicke  jener  Schicht,  die  sich  auf  der  freien  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  und  der  Berührungsfläche  mit  dem  festen  Körper 
befindet  und  in  welcher  die  Flächenspannung  sich  zeigt  Selbstrer- 
ständlich  hängt  diese  Dicke  vom  Radius  der  Sphäre  der  Moleknlar- 
anziehung  ab. 

Was  das  Quantum  Um  betrifft,  so  müssen  wir  dasselbe  ab  eine 
nur  von  der  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  im  Innern  ihrer  Masse  ab- 
hängende Funktion  betrachten. 

Gesetzt: 

U,       Un,       Un' 

seien  die  spezifischen  Bedeutungen  der  Funktionen  CTjf,  Usj  Us,  d-  ^ 
die  Bedeutungen  der  Funktionen  pro  Einheit  des  ümfanges  der  Flüssig- 
keit,  sowie  ihrer  freien  Oberfläche  und  der  Berührungsfläche  mit  dem 
„festen  Körper'^    Als  Folge  der  Stetigkeit  der  Flüssigkeit  bekommen  wir: 

(2)  ÜM-^fUdt,       Us^^fUndS,       Us'^fUn'dS', 

wobei  dt  ein  Element  des  Ümfanges  im  Innern  der  Flüssigkeit,  dS 
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ein  Element  ilirer  freien  und  dS'  ein  Element  ihrer  Berührui^sfläche 
mit  dem  festen  Körper''  ist.  Aufserdem,  wenn  die  Dichtigkeit  der 
Flüssigkeit  im  Innern  ihrer  Masse  g  ist,  die  Dichtigkeiten  in  den  Ober- 
flächenschichten Q^  und  q'  und  ihre  Dicken  e^  und  s'  sind,  so  be- 
kommen wir: 

(3)  U^F{q),     Un^G{Q,,a,),     Un'^SiQ^e'). 
Es  werde  noch  zur  Abkürzung  gesetzt: 

(4)  2:{X,äx  +  YeSy  +  Z^Sz)  =  B^, 

Indem  wir  alles  das  in  Gleichung  (1)  einsetzen,  bekommen  wir  die 
Gnmdgleichung  unserer  Theorie  wie  folgt: 

(5)  E,  -  dfüdx  -  8f{UndS  +  Un'dS")  =  0. 

Hier  muTs  das  zweite  Integral  auf  alle  Punkte  der  begrenzenden  Fläche 
der  Flüssigkeit  erstreckt  werden. 

Man  mufs  bemerken,  dafs  die  Schichten  der  veränderlichen  Dicken 
i^  mid  b'  bei  allen  Verschiebungen  aus  ein  und  denselben  Punkten 
bestehen  müssen.  Diese  Bemerkung  wird  uns  weiter  bei  der  Definition 
von  8e^  und  8e'  nützlich  sein. 

Formen  wir  jetzt  Me  um.  Wir  haben  angenommen,  dafs  an  die 
freie  Oberfläche  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit  sich  eine  andere, 
z.  B.  Luft,  anschliefst;  aber  wir  können  uns  tou  dieser  anderen  frei 
machen;  man  mufs  nur  dazu  ein  passendes  System  Ton  Kräften  sich 
vorstellen,  die  auf  alle  Punkte  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
wirken;  dieses  System  mufs  jedoch  so  gewählt  sein,  dafs  das  Gleich- 
gewicht der  Flüssigkeit  nicht  gestört  wird,  wenn  wir  die  über  ihr  be- 
findliche Luft  entfernen.     Infolgedessen  können  wir  setzen: 

(6)  Be^ßXdx  +  Ydy  +  Zäd) dt  +f(Xnäx  +  X.8y  +  Z^Sz)  dS, 

xobei  das  erste  Integral  auf  alle  Punkte  des.  ümfanges  der  Flüssigkeit, 
das  zweite  auf  alle  Punkte  der  freien  Oberfläche  ausgedehnt  ist  und 
die  Kräfte  Z«,  Yn,  Zn  jenes  System  von  Oberflächenkräften  darstellen, 
welche  die  Wirkung  der  berührenden  Flüssigkeit  ersetzen.  Indem  wir 
alles  Gesagte  zusammenfassen,  werden  wir  die  Grundgleichung  unserer 
Theorie  der  Flüssigkeiten  folgendermafsen  schreiben: 

f{X8x  +  Ydy  +  ZSz)  dt  +f{X^8x  +  Y^Sy  +  Zndz)  dS  - 

-  dfüdt  -  sfiUndS  +  Un'dS')  =  0. 

Diese  Gleichung  mufs  eine  yollständige  Theorie  des  Gleichgewichtes 
von  Flüssigkeiten  geben,  d.  h.  sie  muls,  wie  die  hydrostatischen,  im 
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gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes^  so  auch  die  Grondgleichimgen  der 
KapiUaritatstheorie  geben. 

und  sie  liefert  das  alles. 

Wenn  die  in  Betracht  gezogene  Flüssigkeit  inkompressibel  ist,  so 
mofs  man  zur  Gleichung  (A)  die  Inkompressibilitatsbedingong  hinza- 
fägen,  eine  Bedingung,  die  den  Unterschied  zwischen  dem  tropfbar- 
flüssigen  und  dem  gasformigen  Zustande  Yon  Körpern  charakterisiert. 
Diese  Bedingung  kann  man  bekanntlich  in  Form  folgender  Gleichung 
schreiben: 

oder  besser  in  Form  eines  auf  alle  Punkte  der  Oberfläche  der  Flüssig- 
keit erstreckten  Integrals: 

wobei  P  eine  bis  jetzt  noch  unbekannte  Funktion  der  Koordinaten  ist. 
Die  Bedingung  (8)   kann   mit  Hilfe   eines  bekannten  Satzes  von 
Green  über  die  teilweise  Integration  durch  folgende  ersetzt  werden: 

TP  [cos  (nx)  8x  +  cos  (ny)  Sy  +  cos  (nz)  8ss\  dS  + 
(B)       {  +fP  [cos  (n'x)  äx  +  cos  (n'y)  Sy  +  cos  (n'xr)  de]  dS'  + 

WO  n  und  n'  die  Normalrichtungen  za  dS  und  dS'  nach  dem  Innern 
der  Flüssigkeit  genommen  sind. 

m. 

Jetzt  müssen  wir  die  Gleichung  (A)  umformen^  d.  h.  die  Variationen 
der  in  ihr  befindlichen  Integrale  bilden.  Wir  werden  genauer  die  Be- 
stimmung der  Variation  des  Integrales 

durchfahren  und  nach  ihr  leicht  die  Variation  des  Integrales 

fün'dS'^fH{Q\e')dS' 
bilden.     Wir  haben: 

Bilden  wir  erst  die  Variation  des  Elementes  (dS)  der  freien  Ober- 
fläche 8  der  Rüssigkeit     Diese  Flache  S  ist  Ton  einer  Kontur  be- 
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Fig.  1. 


grenzt  und  zwar  Ton  der  Darchachiiittsliiiie  der  freien  Oberfläche  der 
Flüssigkeit  mit  den  Wänden  des  Gefälses  und  der  Oberflächen,  welche 
die  eingetauchten  Körper  begrenzen;  deshalb  mufs  8  •  dS  aus  zwei 
Teilen  beatehen,  deren  einer  von  den  möglichen  Verschiebungen  der 
Punkte  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  herrührt,  während  der 
andere  in  den  Verschiebungen  von  Punkten  auf  der  die  fi^ie  Oberfläche 
begrenzenden  Kontur  seinen  Ursprung  hat.  Bezeichnen  wir  diese 
Variationen  mit  den  Zeichen  (1)  und 
(2),  so  haben  wir: 

d  •  dS  =  ä^  •  dS  +  ä^dS. 

Die  erste  dieser  Variationen  ermitteln 
wir  geometrisch,  wie  es  Bertrand  im    Q 
Jahre  1832  gezeigt  hat.^) 

Gesetzt  ÄBCD  =-  dS  sei  ein  Ele- 
ment der  freien  Oberfläche  der  Flüssig- 
keit vor  der  Verschiebung  (d.  h.  vor 
der  Deformation  der  Flüssigkeit),  durch 
Krümmungslinien  begrenzt;  A^B^C^D^ 
^dS^  dasselbe  Element  nach  der  De> 
formation,  und  sei  ÄA^  »  dn  die 
Normalverschiebung  des  Punktes  A, 
Dann  ist: 

d^'dS'-^dS^-dS, 

da  hier  AB  und  AC  Elemente  zweier 
orthogonalen  Krümmungslinien  vor- 
stellen, die  auf  der  Fläche  durch  den 
Fnlspunkt  der  nach  dem  Innern  der 
Flüssigkeit  gerichteten  Flächennormale 
An  gezogen  sind. 

Es  ist  aber  selbstverständlich 

wobei  AOi   und  AO^  die  Krümmungsradien  der  Normalschnitte  AB 
vaid  AC  sind. 

Indem    wir    dieses    in    den    Ausdruck    für    d^dS   eintragen,    be- 
konmien  wir: 

1)  Jotimal  de  Liouville,  t.  XTTI,  p.  117;  man  kann  diese  Variationen  anch 
ftnaljüach  finden. 
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Wenn  wir  durch  R^  und  B,  die  Hauptkrütuiiiungsradien  der  Fläche  im 
Punkte  Ä{x,y,z)  bezeichnen,  haben  wir  nach  dem  Eulerschen  Satze: 

'JÖ,  "*"  TÖ,  ^  X  ^  ^ 

Wir  haben  rechts  das  Doppelzeichen  ±  geschrieben,  weil  in  der  Zeich- 
nung der  Fall  einer  konvexen  Fläche  (Zeichen  +)  genommen  ist,  d.  h. 
einer  solchen,  für  welche  die  Richtungen  der  Krümmungsradien  und 
der  Flüchennormalen  zusammenfallen;  fdr  eine  konkave  Fläche  sind 
diese  Richtungen  entgegengesetzt  und  muTs  man  das  Zeichen  —  nehmen. 

Berechnen  wir  jetzt  tf,rfS. 

i  /  die  DurehschnittBlinie  der  freien  FlüBsigkeitsoberfläche  mit 
dem  festen  Körper  oder  der  Wand  des  Gefälles  vor  der  Verschiebung, 
l^  nach  der  Verschiebung,  und  sei  V  eine  unendlich  nahe  Lage  von  / 
auf  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  auch  nach  der  Deformation, 
die  aber  aus  l  nur  durch  uomiale  Verschiebungen  ihrer  Punkte  hervorgeht. 

In  diesem  Falle  haben  wir: 

ofl'=  dl,  ab  =  SU, 
wobei  äi  die  mögliche  Verschiebung  des  Punktes  a  auf  der  Berührungs- 
fläche der  Flüssigkeit  und  des  festen  Körpers  oder  der  Gefäl'swand  ist. 
Seien  weiter  6«  und  bn'  die  Richtungen  der  Normalen  zu  den  freien 
Oberflächen  der  Flüssigkeit  und  des  festen  Körpers  und  i  der  Winkel 
zwischen  ihnen,  der  sogenannte  Bandwinkel  oder  Äkkomodationswinkel. 
Wir  bekommen: 

aa'bb'=  Skdl,    hec'b'  =  SXdlcoei 
und  folglich: 

(11)  ä^dS^coßi-dlSl. 

Wir   müssen    bemerken,    dafs  zwischen  an  und  dJi  eine  einfache  Be- 
ziehung besteht.     Das  hei  c  rechtwinklige  Dreieck  abc  giebt: 
ac  =  ab  siut, 


ac-=  Sn,    ab  ^  dl. 
Also    bekommen    wir    für    die    voUatändige   Variation   eines   Flächen- 
elementea  folgenden  Ansdmck: 

,  (12)  S-dS=±(^-^  +  -^^dSän  +  cosidldl. 
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Hieraas  ergiebt  sich  die  Variation  des  Flachenelementes  der  Berülirongs- 
fläche  der  Flüssigkeit  mit  dem  festen  Körper  oder  mit  den  Wänden 
des  Gtefälses.    Das  wird  in  Fig.  2  die  Fläche  aa'hh'  sein.    Folglich: 

(13)  »dS'^dX'dl.  Fig.  2. 

Wenden  wir  uns  jetzt     "'  

zur  Bestimmung  der 
Variationen  8qj  8q^  ^ 
und  dg'.  Als  Folge  der 
Stetigkeit  der  Masse 
haben  wir  die  Be- 
dingung: 

d(fidr)  -=  0, 

wo  dt  ein  Element  der  Flüssigkeitsoberfläche  ist. 
Aus  dieser  Bedingung  finden  wir: 

(14)  *p--p»  =  0, 

weil: 


dx  ^   dy         dB 

infolge  der  Inkompressibilität  der  Flüssigkeit. 

Weiter  haben  wir  für  die  Schicht  an  der  Oberfläche  eine  ähnliche 

Gleichung: 

*.(Pi(?n-rfS)  =  0, 

woraus  wir  mit  Hilfe  Ton  (12)  finden: 

(15)  *?i  •  ^'S  «  ip  Pi  (-^  +  ^)  dndS  -  p,  cos  i  dXdl, 

nnd  ebenso  fElr  die  Berührungsfläche  mit  dem  festen  Körper: 

(16)  ÖQ'dS' Q'dXdl 

Da  die  Teilchen  der  Flüssigkeit  auf  der  Oberfläche  des  festen  Körpers 
oder  der  Wände  des  Gef  äfses  nur  in  Tangentialebenen  sich  yerschieben 
können,  so  ist: 

Jetzt  mufs  man  8n  und  SX  in  Funktion  Ton  8Xy  8y,  Sz  ausdrücken. 
Es  ist  klar,  daTs 

(17)  dn  =  cos  (nx)  8x  +  cos  (ny)  8y  +  cos  (ne)  8e. 
Die  Grofse  8X  finden  wir  aus  der  Gleichung: 


(18) 


'^-rx'-  +  ry'y  +  '^ 
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Ebenso  ist  ersichtlich,  dafs 
(19) 


Cf, 


**^=l5*^+i7*y+i7«^' 


(20) 


9e'-^8x  +  ^8y  +  ^Sz. 


dx 


dy 


dg 


IV. 


Jetzt,   nachdem  alles  vorbereitet,  können  wir  zu  unserer  Grand- 
gleichung  (A)  zurückkehren. 

Indem  wir  sie  entwickeln,  bekommen  wir: 

C{Xdx  +  Y8y  +  ZSz)  dt  +  C{Xndx  +  Y^Sy  +  ZndejdS- 

wobei  wir  die  Gleichung  (14)  und  die  Bedingung  der  Inkompressibilitit 
der  Flüssigkeit  benutzt  haben.  Indem  wir  weiter  die  Gleichungen  (12)^ 
(13),  (15),  (16),  (17),  (18),  (19)  und  (20)  benutzen,  bekommen  wir 
nach  einfachen  Reduktionen  folgende  Gleichung: 

'  f{X8x  +  YSy  +  ZSz)  dx  +  [{X^Sx  +  Y^dy  +  ZM  dS - 


+ 


+ 


l+ll*.](rf?. 


Die  hier  Torkommenden  Variationen  müssen  noch  die  Bedingung  (B) 
befriedigen. 

Indem  wir  die  Gleichung  (B)  von  (A')  subtrahieren,  bekommen 
wir  eine  Gleichung,  in  welcher  die  Variationen  dXy  tfy,  dg,  wie  im 
ümfangsintegrale,  so  auch  in  den  Flächen-  und  Eonturintegralen  absolnt 
willkürlich  sind,  und  deswegen  sind  ihre  Koeffizienten  alle  gleich  Nnll 
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Hieraus  bekommen  wir:   I.  im  Lmem  der  Masse  der  Flüssigkeit 
müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

(C)  x-||  =  o,    r-|f  =  o,    z-g.o. 

n.  anf  der  freien  Oberfläche  müssen  befriedigt  werden  die  Gleichungen: 

(D)Pco8M±(ü.-«»x^)(^  +  ^)co8(»a;)  +  ^.|5-X..O 

and  ähnliche  für  die  Achsen  y,  0. 

UL  auf  der  Oberfläche  des  festen  Körpers  und  der  Gefäfswände: 

(E)  Pco8(n'«)  +  ^'|^'-0 

und  ähnliche  Gleichungen  f&r  die  Achsen  y,  e. 

IV.  auf  der  Kontur  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  müssen  die 
Bedingungen  erfüllt  werden: 

m         [(tr.-„^)».<  +  (p..-,-^)]|-i-o 

ond  ähnliche  für  die  Achsen  y^  e. 
Jetzt  setzen  wir: 

(21)  0.-9,^ -P.,     0..-p'^'-P'. 

Bemerken  wir  noch,  daTs  s  und  s^  als  Dicken  von  Flüssigkeitsschichten 
auf  den  Normalen  zu  den  Oberflächen  gemessen  werden,  und  dals  man 
schlielfllich  zwei  solche  Vektoren  K,  K'  bestimmen  kann,  daTs 

und 

dü^>  Pjs'  du  ,  ;)c' 

-^-r  ^-  =■  Ä   C08  (n  X),      -^-r  -^- =  K  C08  (n  «), 

(2S\  dt     dx  ^      "      dt     dy  ^    "" 

-5-7-  -ä—  —  Jl  C08  (»  e). 

dt     dz  ^      ■' 

Bei  diesen  Vonrassetzangen  formen  8ich  die  Qleichangen  (D),  (E),  (F) 
in  folgende  um: 

Z,-[P  +  ir±Px(^  +  ^)]coB(«*) 
(DO  .    F.  -  [P  +  ä:  ±  P,  (-1- +  ^)]  C08  (ny) 

KdUehrift  f.  Matbftmatlk  n.  Physik.  46.  Bftnd.  1901.  4.  Heft  31 
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auf  der  fireien  Oberfladie  der  Flfissigkeit, 

(EO  P  +  K'-O 

attf  der  Berfihnuigsfläclie  der  Flfissigkeit  mit  dem  festen  Körper. 
Auf  der  Kontor: 

(P')  cos» ^ 


Pt 


V. 


■ 

Die    Gleichgewichtsbedingungen    der   Flüssigkeit    sind  also:   ^ 
Innern  der  Masse: 

m  H-^.  w-^'  '^-^- 

Die  Funktion  P  ist  der  sogenannte  hydrostatische  Druck.   Aus  die«^ 
Gleichungen  geht  das  Pascalsche  Gesetz  herror. 

Auf  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  finden  wir  ans  (DO  ^ 
den  Druck  

Pn^yx:+Ti+zi 

(n)  p.^p+K±p.(-^  +  -^y 

Dieser  Druck  besteht  aus  zwei  Hauptteilen: 

p, 

der  nicht  abluLngt  von  der  Form  der  freien  Oberfläche  und  dem  Dracke 


^±^^(i-+i)' 


der  von  der  Form  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  abhängt; 
ist  der  sogenannte  kapilläre  Druck  in  der  Flüssigkeit. 

Der  Druck  K  ist  die  sogenannte  Flächenspannung  der  Flüssigl^^^t 
Nach  Gleichung  (II)  ist  der  volle  kapilläre  Druck: 


p*-jr±p.(^+-^) 


K  ist  auf  der  ebenen,  freien  Oberfläche  Druck,  d.  h.  wenn  Üj-^üi*'** 
Der  Druck  K  rührt  von  der  Flächenspannung  der  obersten  Schieb'^ 
der  Flüssigkeit  her. 

Auf  der  Flächenkontur  hat  man  die  Bedingung  für  den  Bandwio)^^' 

(m)  cosi«=— p-- 

Dieser  Winkel  i  hängt  von  der  Dichtigkeit  der  oberen  Schichten  der 
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Flüssigkeit  ^^  und  q'  und  den  Dicken  der  oberen  Schichten  £j  und  s^ 
ab,  d.  h.: 

Folglich  ist  der  Winkel  i  konstant^  insofern  q^,  q']  s^  und  s'  Eonstanten 
sind.  Hier  liegt,  wie  wir  yermuten,  die  Erklärung  der  Thatsache,  dafs 
der  Raadwinkel  der  Flüssigkeit,  z.  B.  Quecksilber,  mit  der  Zeit  variiert; 
selbstverständlich  ist,  dafs  die  Oxydation  des  Quecksilbers,  die  Be- 
siSubung  u.  s.  w.  auch  die  oberflächliche  Dichtigkeit  und  die  Eohäsion 
der  Partikelchen  der  oberflächlichen  Schicht,  d.  h.  auch  ihre  Dicke, 
ändern. 

Indem  wir  bemerken,  dafs  die  Dichtigkeiten  q  und  die  Dicken  a 
Funktionen  der  Temperatur  sind,  können  wir  immer  eine  solche  Be- 
deutung der.  Temperatur  zulassen,  bei  welcher  die  Funktion  9  sich  in  0 
ver¥randelt,  und  dann  bekommen  wir: 

n 

* 

oder,  mit  anderen  Worten,  es  wird  die  Flüssigkeit  den  festen  Körper 
nicht  berühren. 

Wir  haben  noch  die  Gleichung  (E'),  deren  Sinn  selbstverständlich 
ist.  Sie  giebt  uns  den  Druck  der  Flüssigkeit  auf  die  Oberfläche  des 
festen  Körpers. 

VL 

Im  Vorausgehenden  haben  wir  immer  angenommen,  dafs  unsere 
Flüssigkeit  inkompressibel  sei.  Aber  unsere  allgemeinen  Folgerungen 
werden  wir  auch  für  den  Fall  einer  kompressiblen  Flüssigkeit  aufrecht 
erhalten  können;  der  Unterschied  der  Untersuchung  wird  nur  darin 
bestehen,  dals  wir  L  Gleichung  (B)  wegfallen  lassen,  und  11.,  dafs 
das  Glied 

dfUdr 

nicht  verschwindet,  und  man  folglich  zur  linken  Seite  der  Gleichung  (A') 

-  *  fUdt 
hinzufügen  muUs.    Aber  es  ist: 

weil 

8  .  dt  ^  Sdz,    dp  =  —  qS, 

31* 
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Setzen  wir: 

TT—  ^ 


(24)  U-Q^^^^P. 


Indem  wir  dies  einsetzen  und  die  Greensche  Transformation  anwenden, 
finden  wir: 

—  d  '  I  Udx  =  —  y  P  { [cos  (nrc)  drc  +  cos(ny)dy  +  cos(n£)tff]dS— 
—  [cos  (n'x)  8x  +  cos  (n'y)  dy  +  cos  (ji'fs)  dz\  dS')  — 

-/(ii"+if'»+^")^'- 

Indem  wir  diesen  Ansdmck  in  die  linke  Seite  der  Gleichung  (A') 
hineintragen  und  die  Koeffizienten  bei  Sx,  dy,  de  in  allen  Integralen 
gleich  Null  setzen,  bekommen  wir  dieselben  Gleichungen  (G),  (D),  (E) 
und  (F),  mit  dem  Unterschiede  nur,  dafs  die  Funktion  (P)  durch 
Gleichung  (24)  bestimmt  wird.     Diese  Gleichung  kann  man  schreiben: 

(25)  P  »/(?)• 

Dies  ist  die  Gase  charakterisierende  Gleichung. 

yn. 

Aufser  dafs  die  dargestellte  Theorie  die  Theorien  der  Hydrostatik 
und  Kapillarität  auf  denselben  Ursprung  zurückf&hrt,  besitzt  sie  noch 
im  Vergleich  mit  den  alten  Theorien  von  Laplace  und  Ganfs  den 
Vorzug^  dafs  sie  gleich  die  Flächenspannung  einführt,  was  die  Gaufssche 
Theorie  nicht  thut,  und  eine  sehr  einfache  Bedingung  (JH)  f5r  den 
Bandwinkel  giebt,  was  die  Laplace  sehe  Theorie  nicht  unTennittelt 
liefert.  Unsere  Theorie  hat  einen  Berührungspunkt  mit  der  Poisson- 
schen  in  dem  Umstände^  dafs  bei  uns  die  oberflächliche  Dichtigkeit 
nicht  der  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  im  Innern  (ihrer  Masse)  gleich  ist 
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Über  ein  Fendelproblem  von  Enler. 

Von  Dr.  Alfred  Denizot  in  Gharlottenburg. 

In  „Nova  Acta  Äcademiae  Petropölitana>€f'  (tomus  VI,  1788  pag.  145) 
behandelt  L.  Euler  das  Problem:  ,yDe  motu  osdUatorio  penduli  circa 
axem  eylindricum  piano  horizontali  incumbentem.^  Dieses  soll  gewisser- 
maben  eine  Yerallgemeinerang  des  gewöhnUchen  Pendelproblems  sein; 
der  Unterschied  zwischen  beiden  Problemen  besteht  darin,  daTs  während 
beim  gewöhnlichen  Pendel  die  Masse  um  eine  Gerade  als  Achse 
schwingt,  im  obigen  Problem  die  Masse  mit  einem  Kreiscylinder 
fest  verbunden  ist,  der  an  seinen  beiden  Enden  durch  horizontale,  in 
derselben  Höhe  sich  befindende  Ebenen  gestützt,  sich  Hngs  dieser 
Ebenen  reibungslos  hin-  und  herbewegen  kann.  Die  Differential- 
gleichnng  ergiebt  ein  Integral,  das  zum  Teil  auf  elliptische  Funktionen 
f&hrt  und  das  von  Euler  unter  der  Annahme  kleiner  Schwingungen 
näherungsweise  berechnet  wird.  Dieses  Problem  Ton  Euler  ist  auch 
in  das  vortreffliche  Übungsbuch  von  JuUien:  „Problemes  de  mecani- 
que  rationnettef^  (U,  pag.  63)  aufgenommen,  allein  auch  dort  heilst  es: 
;;Cette  integrale  ne  peut  s'obtenir  sous  forme  finie'^ 

Im  folgenden  wird  gezeigt,  dafs  das  Integral,  welches  die  Zeit 
liefert,  durch  bekannte  Funktionen  ausgedrückt  werden  kann;  frei- 
höh  sind  damit  die  Koordinaten  als  Funk- 
tionen der  Zeit  explicite  noch  nicht  gegeben. 
Wir  betrachten  (cf.  Jullien  etc.  1.  c.)  den  verti- 
kalen, durch  den  Schwerpunkt  des  ganzen 
Körpers  gelegten  Schnitt  (s.  Figur).  Es  seien 
X,  y  die  Koordinaten  des  Schwerpunktes,  c  der 
Radius  des  Gylinders,  a  die  Entfernung  der 
Achse  des  Gylinders  vom  Schwerpunkt  M  des 
ganzen  Systems,  m  die  Masse  des  Systems,  9 

der  Winkel,  den  a  mit  der  y- Achse  bildet,  k  der  Trägheitsradius  des 
Körpers  in  Bezug  auf  eine,  durch  dessen  Schwerpunkt  gehende  Parallele 
zur  Achse  des  Gylinders. 
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Alai^ftTiTi  erhält  man  unmittelbar  aus  dem  Prinzip  der  lebendigen 
Kräfte  die  Differentialgleichung  des  Problems: 

fl©'+(^9"l+l«"(4f)'— »»+«»* 

Hierin  entspricht  ^  { (^)  +  (^)  }  der  lebendigen  Kraft  der  fort- 

schreitenden,  ^^^(^)     der   lebendigen   Kraft   der   schwingenden  Be- 
wegung und  mgy  +  const  der  potentiellen  Energie  des  Systems.^) 

Führt  man  (da  wir  eine  Abwickelung  des  Gylinders  an  den  Ebenen 
haben)  in  obige  Gleichung  ein: 

x  =  a%mq>  —  Cfpy    y  =  acos9>-— c, 
so  erhalt  man 

v^f)  {^*"~2accos9>  +  c*  + ft*}  =»  2flr(a cos 9> —  c)  +  C 

Zur  Bestimmung   der  Konstanten  C  dient  folgendes:     Zu  einer 
Zeity  in  der  die  Winkelgeschwindigkeit  ( -^  j  »  0  ist,  soll  9o  ^  ^  ^"^ 

woraus  folgt  C  =  2^(c  — acosa);   und   daher  lautet   die  Differential- 
gleichung des  Problems: 

(dl)  ^*'  +  »*  +  c*  —  2accos9}  *=  2^a(cos9>  —  cos«), 
woraus  folgt: 

/(A;*  +  o*  +  c«  —  2ac  COB  y)«^  , 
y2^a(oo8  9  —  C08  a)T 

um  dieses  Integral  ganz  allgemein  zu  lösen,  setzen  wir  zunächst 

cos  9>  =  1  —  2sin* f^j  und  cos «  «=  1  —  2 8in*(f ) 
und  wir  erhalten: 


t 


1      /•{*«  +  (a-cr  +  4acBin»(|)}' 


^7" 


(•^■©-■^•(Dl*    " 


Wenn  wir   nun   sin-|  =  sin^  •  sin^,    femer    der    Kfirze    wq;en 
sinf^j  =  X  und  —    4  ^^      ^  P^  einftlhren,  so  wird 


1)  Es  sei  bemerkt,  dafs  Enler  nnter  g^  was  hier  cCie  Erdbeschleimigiing  ^ 
deutet,  den  Wert  2  g  versieht  (.  .  .  .  ubi  g  est  altitudo  lapsns  gravinm  uno  minnto 
secundo),  1.  c.  pag.  147. 
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(1)  t 

oder 


^  21/1  /k+j^^^^di, 

r  gj  (i_««Bin«^)T 


(l  +  p8m«^)d,^ 


-''^h 


1/(1  -  ««Bin«^)(l  +  ^.Bin«^) 

Wird  hierin  c  »  0  gesetzt^  so  erhalten  wir 

i      ly^Ü±Z  f-       ^^- 

also  den  Ausdrack  für   das   zusammengesetzte  Pendel;   wo  — ^^^-^  die 

reduzierte  Pendellange  ist 

Wollte  man  non^  wie  es  beim  gewohnlichen  Pendelproblem  der 
Fall  ist^  zur  Losung  des  Integrals  (1)  f^  durch  am  u^  also  sin  ^  durch 
sin  am  ti  =  sn  u  ausdrücken,  so  würde  man  unter  dem  Integralzeichen 

Vi  +  ^sn'ii  erhalten;  der  Integrand  würde  also  als  eine  nicht  ein- 
deutige Funktion  erscheinen. 

Vermieden  wird  dieses,  wenn 

sin*^  =  z 
gesetzt  wird;  dann  ist 

•  « i  j  ,        V^  dz  sdz 

und  wir  erhalten 


-W' 


t 


wo 

Riz)^il-x'e)(l-e)g(l  +  p) 

intj  und  l{(jer)  «  0  gesetzt,  liefert  die  yier  aufeinanderfolgenden  Wurzeln 

^.>i>o>-!;. 


Zur  weiteren  Losung  des  Integrals  führen  wir  die  bekannte  Transfor- 
mation des  Integrals  aus,  indem  wir  setzen 

r  -\-  8u 


0 


1  +  u  ^ 
wo  u  die  neue  Variable  ist.     Es  wird  dabei 


VW)  =  (TT^tV^  W  • 
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ü(tt)  besteht  aus  vier  Faktoren,  von  denen  wir  die  beiden  enteren 
und  die  beiden  letzteren  zusammenfassen,  und  nach  erfolgter  Ansmulti' 
plizierung  der  zusammengehörigen  Faktoren  bestimmen  wir  r  und  $ 
SO;  dafs  die  mit  u  verbundenen  Glieder  fortfallen.  Wir  erhalten  dann 
fEbr  r  und  8  die  Bedingungsgleichungen: 

r  +  8  +  2y,r8=^0 

2-(l  +  x^(r  +  s)  +  2x^rs  =  0, 
aus  welchen  folgt 


r8 


l  +  x«  +  i>« 


femer  ist 

«(1 +  «>+!>«)      ^ 

wobei  wir  uns  for  das  positive  Zeichen  der  Quadratwurzel  entscheiden. 
Für  r  und  s  erhalten  wir 


r  —  s 


H-y(i  +  p')(«'+p") 


s 


x(l +  »«+!)«) 


und  wir  sehen,  dafs  diese  Crröfisen  reell  sind,  was  auch  die  Art  nnd 
Weise  der  Transformation  erfordert. 

Alsdann  erhält  man  nach  einiger  Reduktion 

{Äu*  +  Bu  +  C)du 


(2)  t^Mf      ^^"•+J 


l»u')(l  —  (»»U") 

Hierin  ist 

^  =  «(1  +  ps),     B~r  +  8  +  2prs,     C-  r(l  +  j,r), 


M^pyi 


(r-s) 


y r(l  -  r)(l  -  rx')(l  +  ^^ 

Da  ü(jer)  =  0  lauter  reelle  Wurzeln  hat,  so  sind,  wie  bekannt,  l*  and  <> 
reell  und  positiv,  was  auch  aus  den  Ausdrücken  fOr  diese  Grölsea  selbst  n 
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ersehen  ist  Es  ist,  wenn  r  und  s  undderEürzew^en}/(l  +p*)(x'+p*)= P 
eingeführt  werden: 

,    ^^  ~  *Hx'  - ')  _  [f + .(»« + p«)][i + p.  +  .f] 

(r  _  i)(l,  _  r)  ~  ti* -«(*'+ J»')][l  +  J»'  -  »J'j'^^  ^  '^ 

Macht  man  die  Annahme,  daCs  in  B,{z)  =  0  die  Wurzeln  -^  und 
—  ^  konjugiert  komplex  sind,  so  fällt  damit  auch  die  Voraussetzung, 

daG9   sin  —  =  X  reell  ist.     Wir  haben  dann  nicht  mehr  eine  einfache 

hin-  und  hergehende  Bewegung.  Wir  wpllen  diesen  Fall  aus  imserer 
Betrachtung  ausschlieüsen  und  uns  nur  auf  die  oscillierende  Bewegung 
beschranken. 

Zur  Lösung  des  Integrals  (2)  f&hren  wir  elliptische  Funktionen 

ein,  und  zwar  setzen  wir  t«  =  y  sn  v  mit  dem  Modul  ^-=^Vj  der  nach 

dem  obigen  reell  und  kleiner  als  1  ist.     Alsdann  ist 

(2u  s=  -r  cn  t?  •  dn  r  •  dt? ,    JJ(w)  =  cn  r  •  dn  r 

mid  es  ist,  wenn  wir  gleichzeitig  festsetzen,  dafs  für  v  =  0  t^i^ 
sein  soll: 


+  y8n»+C 

t-L^Mkl ,,    ,         ,, dv 


9 

ff,{X  +  snvy  +  (I  -  ?^)8ni;  +  (C  ^  Ä) 
t-^L^  MX  /  j^. :f dv, 

0 

Wir  haben  demnach  folgende  Kategorien  von  Integralen: 


I  dv  =  V] 


;     (elliptisches  Integral  erster  Gattung). 


Femer  ist 

dv 


/envdv     _    l*      ^^  j    /* 


+  an»)" 
0  0 


476  Über  ein  Pendelproblem  von  Enler. 

Das  erste  Integral  auf  der  rechten  Seite  in  der  letzten  Gleichmig 
ist  ein  elliptisches  Integral  dritter  Gfattnng.    Um  es  auf  die  Normalfonn 

9 

7~~i TT  ™  ^^&  ^^  bringen,  setzen  wir  il  »  sn  a,  und,  wenn  wir 

0 

Zahler  und  Nenner  des  Integranden  mit  sn  a  —  sn  t;  multiplizieren,  ist 


9 


f  i  +  8J^  «^  t/  ™  *^  —  sn" «        F  an' «  —  sn"  t?  **        ' 


wenn 

9 

snvdv 


/ 


an"  a  —  an*  v 


T--S 


gesetzt  wird.     Setzen  wir  sn*  t;  ==  y  (wobei  der  Modul  v  bleibt),  so  ist 


Wo  gesetzt  ist 


2^«  >     *" 2^' 2f?  '  5t^' 


Dabei  mufs  (weil  a*  —  i*«  (a  +  Ä)  (a  — *))  die  Bedingung  |i|<|öl 
erftmt  sein,  was  auch  der  Fall  ist;  denn  werden  die  beiden  Ausdrücke 
f&r  k  und  a  mit  einander  verglichen,  so  geht  diese  Bedingung  über  in 
ft*  <  1.  —  Setzen  wir  die  Ausdrücke  f&r  x,  m,  X;  und  a  in  (3)  ein,  so 
erhalten  wir 


9 


/%nvdv       1  I 
an*  a  —  an'  v  ^  \l 


arctg  üi^-  **>  +  VCf'y  -  ^"X»  -  ^) 


Endlicli  haben  wir  (abgesehen   von    den  Orenzen)    das  Integral 

dv 


ß 


{1  +  an»)« 

zu  betrachten;   dieses   geht  vermöge   der  Substitution   sn  t;  =  t^l  "=  ^ 
über  in: 

Ein  solches  Integral  lafst  sich,  wie  aus  der  Theorie  bekannt  ist^ 
auf  elliptische  Integrale  der  drei  Gattungen  und  eine  algebraische  Fonk- 
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tion  zurückfokren.    Wenn  w  =  b  kein  Yerzweigongspunkt  der  Funktion 
yR{w)  ist,  so  gilt  die  Entwickelung: 


ist 

In  unserem  Falle  ist  %  =•  1  und  R(y))  vom  vierten  Grade;  wir  er- 
halten also 


w 


oder 


Hierin  ist 

I?    -  (1  _  A»)(l  -  ^«) 

B'  =-4(X»  +  ^«-2^»A») 
i?»  =  _  24^* 

Femer  ist,  wenn  «;  —  sn  v(mod.  v)  gesetzt  wird: 

0  0 


L 

Ä 


r  ^  ==  An« 


vdv^-^^iv), 


wenn  mit 


vdv 
ö 

das  elliptische  Integral  zweiter  Gbbttong  bezeichnet  wird. 


9 
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Das  Intefirnd  /   ^-*!-,  fiillt  heraus,  da  der  Koeffizient  tttb  +  tt»  =0 

ist.     Das  letzte  Glied  auf  der  rechten  Seite  in  (4),  wenn  to  =  uX  und 
die  Grenzen  0  und  ul  eingeführt  werden,  geht  über  in: 

ö^ä  -  rä(^  -  0  - "°  ''w  -  ('  -  ■'*"•«'  -  '■•■)  ^ 

Für   die   elliptischen   Integrale   J^iy)    und   J^(v)    haben  wir  die 
Ausdrücke : 

und 

wobei  ß  =^  a  —  K'i  ist  und  a  der  Bedingung  sn  a  =>  A  genügt. 

Nunmehr  ist  das  Integral  (1)  vollständig  bestimmt.    Wir  erhalten 
als  Resultat: 

oder  mit  Berücksichtigung  der  Ausdrücke  fOr  S,  Jf(v)  und  Ji{v)- 

arotg  '*^~  **>  +  V»'y-'^')»-'^^ 


'-•.-".{-^m-^hn 


ii/(i'  -  i)(i  - 1^^ 

..     e'(t))       6,  V*  en*ß  ,         1.  *(«  —  ft  1 
Hierin  ist 


^     r  ^  (X«  —  i)(i  — 


r  —  8 


(i*)Vf(l  —  r)(l  -  rx*)(p*  +  rx«) 
A  =  +  (r-5){i>»  +  2x»s-[p«  +  x«(r  +  5)]0t»  +  A^  +  (pH2xV>U«j 

e,^k{r-s)  \p^  +  2x*s  -  [p*  +  x\r  +  s)]{ii^  +  X^)  +  (p>  +  2xV)fi>A'l- 

Hiermit  ist  gezeigt,  dais  die  Zeit  in  dem  behandelten  Problem 
sich  als  ein  geschlossenes  Integral  ausdrücken  laust,  und  zwar  unter 
Zuhilfenahme  elliptischer  Funktionen,  deren  Theorie  zu  Eulers  Zeit 
allerdings  erst  in  der  Entwickelung  begriffen  war.  In  obiger  Losimg 
ist   zugleich   der  Einfluls  der  cylindrischen  Form  der  Schneide  eines 

1)  Den  Vorlesungen  des  Herrn  Prof.  Fuchs  entnommen. 
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Pendels  auf  die  Schwingungszeit  entlialten^  welches  Problem  bekannir 
lieh  von  Bessel  in  den  ^^üntersnchnngen  über  die  Lange  des  einfachen 
Seknndenpendels'^  und  Herrn  Helm  er  t  in  den  ,^eiträgen  zur  Theorie 
des  Beyersionspendels''  unter  Vernachlässigung  gewisser  kleiner  Grröfsen 
nnd  mittelst  Beihenentwickelung  behandelt  wird.  Inwieweit  die  hier 
gegebene  Lösung  f&r  praktische  Fälle  brauchbar  ist;  soll  einstweilen 
dahingestellt  sein. 


Zur  Beredmimg  der  Wurzeln  quadratischer  nnd  kubischer 
Gleichungen  mittelst  der  gewöhnlichen  Rechenmaschinen. 

Von  R.  Mehmke  in  Stuttgart. 

In  den  ausführlicheren  Anleitungen  zum  Gebrauch  der  Tho mas- 
schen Bechenmaschine  werden  zwei  yerschiedene  Verfahren  angegeben^ 
mittelst  einer  solchen  Maschine  Quadratwurzeln  auszuziehen.  Dem 
einen,  das  F.  Reuleauz  als  von  Töpler  herrührend  bezeichnet  und 
in  den  Verh.  des  Ver.  fär  Gewerbfleifs,  Bd.  4  [  (1865)  S.  112—116 
mitgeteilt  hat^  liegt  zu  Ghnmde,  dafs  die  Summe  der  n  ersten  un- 
geraden Zahlen  gleich  n'  ist;  das  andere  kann,  was  zwar  nicht  erwähnt 
wird,  auf  Homers  Auflosung  beliebiger  Zahlengleichungen  zurück- 
geführt werden.  Wie  hier  in  möglichster  Kürze  gezeigt  werden  soU^ 
lälst  sich  das  letztere  Verfahren  auf  die  reellen  Wurzeln  beliebiger 
reeller  quadratischer  Gleichungen  ausdehnen,  und,  wenn  man  zwei 
Rechenmaschinen  gleichzeitig  benützt;  auch  die  Berechnung  der  Wurzeln 
kubischer  Gleichungen,  insbesondere  das  Ausziehen  von  Kubikwurzeln, 
auf  ganz  mechanische  Weise  bewirken.  Es  ist  dies  von  Wert,  wenn 
man  eine  grölsere  Zahl  genauer  Ziffern  nötig  hat,  als  mit  Hilfe  der 
üblichen  Tafeln  gefunden  werden  können.  Natürlich  kann  man  statt 
der  Thomas  sehen  irgend  eine  andere  erweiterte  Additionsmaschine 
oder  auch  eine  eigentliche  Multiplikationsmaschine  (vergl.  Encyklopädie 
der  mathem.  Wissenschaften,  Bd.  1  S.  966 — 973)  verwenden. 

Sei  zuerst 

a?*  4-  &«  —  c  «  0 

die  aufzulösende  Gleichung.^)     Die  gesuchte  Wurzel  habe  der  Reihe 
nach  die  Ziffern  aa'a" . . .,   von  welchen  die  erste  schon  bekannt  sei. 

1)  Wir  können  b  und  c  als  positiv  betrachten;  die  Anpassung  an  andere 
FSlle  ist  besonders  leicht,  wenn  die  betreffende  Maschine,  wie  z.  B.  die  Thomas- 
sche,  mit  negativen  Zahlen  zu  rechnen  gestattet. 
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Um  Weiterungen  zu  yermeiden,  nehmen  wir  noch  an,  das  Dezimal- 
Komma  stehe  nach  a  und  es  liege  zwischen  den  ganzen  Zahlen  a  nnd 
a-f  1  nur  jene  eine  Wurzel  Nach  Homers  Verfahren^)  bestimmt 
man  a\  indem  man  die  gegebene  Gleichung  in  die  neue 

x^  +  l'x  —  c'  =0 

yerwandelt,  deren  Wurzehi  um  a  kleiner  sind,  und  von  dem  Nähenmgs- 
wert  c'  :V  der  in  Fri^e  kommenden  Wurzel  dieser  Gleichung  die 
erste  geltende  Ziffer  nimmt;  hierbei  ist 

c'  =  c  —  (6  +  «)«;    6'  =  6  +  2a, 

Ebenso  erhält  man  a^'  als  erste  geltende  Ziffer  von  c" :  h"y  wo 

u.  s.  w.^  Die  AusftLhrung  mit  der  Rechenmaschine  gestaltet  sich  wie 
folgt.  Man  stellt  h  im  Schaltwerk,  c  im  Zählwerk  ein,  bringt  beide 
in  solche  gegenseitige  Stellung,  als  ob  man  dividieren  wollte,  addiert 
mit  der  Hand  im  Schaltwerk  a  Einer,  subtrahiert  die  jetzt  im  Schalir 
werk  stehende  Zahl  amal  Ton  der  im  Zählwerk  stehenden  —  bei  der 
Thomas  sehen  Maschine  und  ähnlichen  durch  a  maliges  Drehen  der 
Kurbel  (nach  Vorbereitung  der  Subtraktion)  —  und  addiert  im  Schalt^ 
werk  nochmals  a  Einer.  Im  Schaltwerk  steht  jetzt  &',  im  Zahlwerk 
c\  Nachdem  man  a  bestimmt  hat,  wie  oben  angegeben  wurde,  yer- 
legt  man  das  Zählwerk  um  eine  Stelle  nach  links  (bezw.  das  Schalt- 
werk um  eine  Stelle  nach  rechts,  je  nach  der  Einrichtung  der  Maschine), 
addiert  im  Schaltwerk  a  Zehntel,  subtrahiert  die  jetzt  eingestellte 
Zahl  a'mal  von  der  im  Zählwerk  stehenden  und  addiert  hierauf  im 
Schaltwerk  nochmals  a   Zehntel,  bestimmt  a\   verlegt  das  Zählwerk 

1)  S.  etwa  die  Eucyklopädie  der  mathem.  Wissensch.f  Bd.  1  8.  436;  wegen 
aller  Einzelheiten  nnd  der  Behandlung  schwieriger  FäUe  kann  immer  noch  auf 
H.  Scheffler,  Anflösnng  der  Gleichungen,  Braunschweig  1869,  S.  14  ff.  yerwiesen 
werden. 

2)  Im  Anfang  der  Rechnung  kann  es  zwar  vorkommen,  dafs  auf  diese  Weise 
für  eines  der  a  ein  zu  hoher  Wert  gefunden  wird,  was  sich  durch  den  Wecbel 
des  Vorzeichens  bei  dem  zugehörigen  c  offenbart,  aber  es  sei  wegen  dieser  gans 
bekannten  Dinge  nochmals  auf  die  Lehrbücher  verwiesen.  Je  weiter  die  Rech- 
nung fortgeschritten  ist,  um  so  weniger  Ist  eine  solche,  übrigens  leicht  zn  be- 
seitigende Störung  zu  befcirchten.  Die  Zahlen  5',  6"  ...  nahem  sich  der  Grenze 
5  4-  2^1  wenn  x  die  gesuchte  Wurzel  bezeichnet,  und  man  findet  a^^^  am  schnellsten 
mit  Hilfe  des  Rechenstabes,  indem  man  den  Schieber  links  herauszieht,  bis  die 
Stelle  5^*"^  der  oberen  Schieberteilung  unter  die  Eins  der  oberen  Stabteilimg 
konmit  und  dann  über  der  Stelle  c^*"^  der  ersteren  Teilung  abliest,  wobei  nach 
dem  G^agten  die  Schieberstellung  sehr  bald  nicht  mehr  geändert  zu  werden 
brauchi 
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wieder  um  eine  Stelle  nach  links  n.  s.  w.  Bei  dem  ganzen  Yerfahren 
hat  man  nicht  eine  einzige  Ziffer  ^  schreiben  und  das  Ergebnis,  die 
Reihenfolge  der  Ziffern  aaa'a" . . .,  erscheint  Ton  selbst  im  ^^Quo- 
tienten''  der  Maschine.  Nach  Besetzung  aller  Stellen  im  Schaltwerk 
ist  man  keineswegs  gezwungen  au&uhSren,  sondern,  wenn  dann  von 
der  gesuchten  Wurzel  n  Stellen  gefunden  sind,  ergeben  sich  ungefähr 
ebenso  yiele  weitere  genaue  Stellen,  •  wenn  man  den  letzten  Best,  c^"), 
im  Zahlwerk  so  weit  wie  möglich  links  neu  einstellt  und  (nach  dem 
Ausloschen  der  im  Quotienten  stehenden  Zahl)  auf  die  gewöhnliche 
Weise  mit  W*>  dividiert. 
Beispiel 

T^  +  Ax  —  l^O.    6-4,  c- 7. 

Eine  Wurzel  liegt  zwischen  1  und  2,  diese  sei  zu  berechnen,  also 


-1, 
Schaltwerk 


Zahlwerk 


Zahlwerk 
Schaltwerk 


Zählwerk 
Schaltwerk 
Zahlwerk 
Sdialtwerk 


7.000 . . . 


5.000 . . . 


»  &  +  c)(;  amal  subtrahiert,  giebt 


2.000 . . . 


=  c 


6.000 . . . 


-6  + 2«  =  6' 


■^  *=*  KjjA  •  «  •«      ^    ^  **• 


2.000 . . . 


6.300 . . . 


^h'  +  0,a';  a'mal  subtrahiert,  giebt 


0.110 . . . 


jf 


6,600 . . . 


=  6'  +  2.0^'  =  h 


ff 


»f 


-n  =»  0,01 . . .,    a"  =  1. 


Zählwerk 
Schaltwerk 


mUwerk 


Schaltwerk 


0.1100 . . . 


6.610 . . . 


0.0439 . . . 


6.620 . . . 


.#w 


=  c 


tf 


=  h"  +  0,0a";  a^mal  subtrahiert,  giebt 


/// 


=  h"  +  2.0,0o"  =  5 


rtt 


r7  =  0, 006  . . .,    a 


ttt 


6. 
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Mit  einer  Rechenmaschine,  die  6  Stellen  im  Schaltwerk  hat;,  findet 
man  weiter 

a""  =  6,    «v  -  2,  c^  =  0,0000317756,    6^  =  6,63324, 


^  =  0,00000479035  . . ., 


also 


X  =  1,31662479035  . . . 

(Der  genaue  Wert,  auf  13  Dezimalen  abgenmdet,  ist 

X  «  1,3166247903554.) 

Die  ganze  Arbeit  erfordert  2—3  Minuten  Zeit. 
Sei  jetzt  nicht  die  obige  Gleichung,  sondern 

x^  +  hx^  +  ex  —  d  =-=  0 

gegeben,  während  sonst  dieselben  Bezeichnungen  und  Yorausaetzimgen 
gelten  mögen,   wie  oben.     Als  erste  rerwandelte  Gleichung  hat  man 

X»  +  6  V  +  c'rr  -  d'  «  0 
mit 

d'  =  d-[c  +  (6  +  a)a]a;    c' -  c  +  (6  +  a)a  +  (6  +  2a)a;    6'  =  6  +  3c 

Es   ergiebt   sich   a    im  allgemeinen  als  erste  geltende  Ziffer  in  dem 
Dezimalbruch  für  d'  ic'j  femer  wird 

d"  «  d'  -  [c  +  (6  +  0,a')0,a']0,a'; 
c"  =  c'  +  (6  +  0,a')0,a'  +  (6  +  2.0,a')0,a';    h"  =  6'  +  3.0/r'  u.  b.  w. 

Um   nun   6',  c\  d'   aus   6,  c,  d,  a  mechanisch  finden  zu  können, 
ohne  eine  Zwischenzahl  schreiben  zu  müssen,   ebenso  h'\  c\  d"  w^ 
h\  c'j  d\  a    u.  s.  w.,   benütze  man  zwei  Rechenmaschinen.    Auf  der 
ersten  sei  im  Schaltwerk  6,  im  Zählwerk  c  eingestellt^  auf  der  zweiten 
Maschine  im  Zählwerk  d.    Man  bereite  die  erste  Maschine  für  Addition, 
die  zweite  für  Subtraktion  Tor  und  rerlege  bei  beiden  das  Zahlwerk 
so   weit  wie  möglich  nach  rechts.     Nun  addiere  man  mit  der  Hand 
im  Schaltwerk  der  ersten  Maschine  a  Einheiten  und  multipliziere  dann 
mit  a  (durch  amaliges  Drehen  der  Kurbel),  sodaCs  im  Zählwerk  dieser 
Maschine  der  Wert  c  +  (6  +  a)a  erscheint.     Diesen  Wert  stelle  man 
im  Schaltwerk  der  zweiten  Maschine  ein  und  multipliziere  mit  o,  dann 
wird  im  Zählwerk  der  letzteren  Maschine  der  Wert  d—[c-\'(f>+a)ä\oL^^ 
zum   Vorschein    kommen.     Hierauf   addiere   man  im   Schaltwerk  der 
ersten  Maschine  nochmals  mit  der  Hand  a  Einheiten  und  multipliziere 
mit  a,  dann  bildet  sich  im  Zählwerk  dieser  Maschine 

c  +  (6  +  a)a  +  (6  +  2«)«  -  c\ 
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und  wenn  man  zum  dritten  Mal  im  Schaltwerk  a  Einheiten  hinzufügt^ 
so  steht  im  letzteren  schlief slich  der  Wert  b\  Ist  a  als  erste  geltende 
Ziffer  des  Dezimalbruchs  für  d' :  c'  bestimmt  und  wiederholt  man  das 
ganze  Verfahren^  indem  man  statt  der  Torher  benützten  a  Einer  jetzt 
a'  Zehntel  setzt,  auch  nicht  rersäumt,  in  beiden  Maschinen  das  Zähl- 
werk um  eine  Stelle  nach  links  zu  Terlegen,  so  wird  am  Schlüsse  im 
Schaltwerk  der  ersten  Maschine  V\  im  Zählwerk  derselben  c"y  im 
Zätdwerk  der  zweiten  Maschine  d"  stehen  u.  s.  w.  Die  Reihenfolge 
der  Ziffern  a,  a',  a'' . . .,  d.  h.  die  gesuchte  Wurzel  bildet  sich  im 
„Quotienten^^  der  zweiten  Maschine. 
Beispiel. 

x^Y^,    x»-15-0,    6«0,    c«0,    d-16,    a-2. 


Erste  Maschine. 


Zweite  Maschine. 


ZaUw. 

Schaltw. 

Zählw. 

ScWtw. 

&hlw. 

Schaltw. 


0.000 . . . 


=  c 


15.000 . . . 


2.000 . . . 


4.000 . . . 


4.000 . . . 


«6  +  a 

=  c  +  (6  +  a)a 
==6 +  2« 


0.000 . . . 


15.000 . . . 


4.000 . . . 


12.000 . . . 


=  c 


7.000 . . . 


c(6  +  a)a 
d' 


6.000 . . . 
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Kleinere  Mitteilungen. 


Preisanfgabe  der  Soci^tö  Soientiflque  de  Brnxelles  ffir  1902. 

„Faire  une  4tade  approfondie  des  trayaux  de  Simon  Stevin  snr  la 
m^canique,  en  les  comparant  aux  travaux  anterienrs  d'Archiinede  et  aox 
trayaux  presque  contemporaiiis  de  Gallige,  de  Pascal  et  d'autres  sayants  de 
la  meme  epoque.^  Die  Bewerber  haben  ihre  Arbeiten  yor  dem  1.  Ok- 
tober 1902  an  das  Secretariat  de  la  Soci^te  Scientifique,  11,  nie  des 
B^collets,  Louyain,  einzusenden. 


Die  neue  Winkelteilung  in  Frankreiolt 

Durch  Erlafs  des  französischen  Ejiegsministers  yom  17.  August  d.  J. 
ist  den  Kandidaten  der  Ecole  Poljtechnique  in  Paris  und  der  höheren 
Militarschule  in  Saint-Cyr  gestattet  worden,  yon  1902  an  beim  logarith- 
mischen Rechnen  die  Zentesimalteilung  des  Quadranten  anzuwenden.  Yon 
1905  an  ist  diese  Winkelteilung  obligatorisch.  Der  französische  Service 
O^ographique  de  TArm^e  giebt  neue  5-stellige  Logarithmentafeln  für  beide 
Winkelteilungen,  die  zentesimale  Teilung  des  Quadranten  und  die  alte  sexa- 
gesimale,  heraus. 


Beohentafel  „STStem  Proell". 

Die  in  dieser  Zeitschrift,  S.  218 — 223  des  laufenden  Bandes,  zuerst 
beschriebene  neue  graphisch-logarithmische  Rechentafel  yon  Reinhold  Proell 
ist  jetzt  im  Handel  erschienen  und  durch  Dr.  R.  Proells  Ingenieurbureau  in 
Dresden- A.,  Rabenerstrafse  13,  aber  auch  durch  jede  Buchhandlung  (Verlag 
yon  Julius  Springer  in  Berlin)  zu  beziehen.  Besprechung  wird  in  einem 
der  nächsten  Hefte  unter  „Neue  Bücher*'  erfolgen. 


Die  XI.  Versamnünng  rossisclier  Natnrforsclier  nnd  Ärzte 

wird  yom  2. — 12.  Januar  1902  in  St.  Petersburg  stattfinden.  Sektionen: 
Mathematik  und  Mechanik,  Astronomie  Jind  €reodftsie,  Physik,  phjsikalisdie 
Geographie,  Chemie,  Geologie  und  Mineralogie,  Botanik,  Zoologie,  Anatomie 
und   Physiologie,    Geographie    und   Statistik,   Agronomie,    wissenschaftliche 
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Medizin  nnd  Hygiene.  Allgemeine  Sitzungen  am  2.,  8.  und  12.  Januar, 
Sektions-Sitzungen  am  3.,  4.,  5.,  6.,  9.,  10.  und  11.  Januar.  Anmeldungen 
sind  (unter  Einsendung  von  3  Bubel  Mitgliedbeitrag  und  Angabe  der  Sektion, 
der  man  beizutreten  wünscht)  womöglich  yor  dem  15.  Dezember  1901  an  das 
Cpmite  der  Versanmilung  russischer  Naturforscher  und  Ärzte  (St.  Petersburg, 
Universität)  zu  richten. 


AuBkfinfte. 

Mehrere  Leser.  —  Mit  dem  von  Herrn  Gräfe  in  dieser  Zeitschrift 
S.  351  des  laufenden  Bandes  gebrauchten  Verweise  JEütte  1898^  ist  ge- 
meint: Des  Ingenieurs  Taschenbuch,  herausgegeben  vom  akademischen  Verein 
^ütte",  17.  Auflage,  Berlin  1899.  (1898  ist  ein  Druckfehler.)  Das  Er- 
scheinen der  18.  Auflage  steht  unseres  Wissens  nahe  bevor.  M. 


H.  H.,  S.  —  Über  die  im  letzten  Hefte  S.  382  erwähnten  günstigen 
Erfahrungen,  die  man  mit  der  dezimalen  Teüung  des  rechten  Winkels  in 
der  französischen  Marine  gemacht  hat,  ist  von  dem  Eonunandanten  Guyou 
in  dem  Compte  rendu  sonunaire  du  Congres  international  de  Chronometrie 
de  1900  (von  Gauthier- Villars  in  Paris  zu  beziehen)  ein  kurzer  Bericht  erstattet 
worden.  Sehr  lesenswerte  Mitteilungen  von  Guyou  über  die  den  Versuchen 
zu  Grunde  liegenden  Gedanken  und  Methoden  sowie  von  Caspari  über 
die  verwendeten  Sextanten  und  Chronometer  finden  sich  in  den  Comptes 
rendus  der  Pariser  Akademie  t.  128,  p.  1197  resp.  1442.  Wir  beabsichtigen 
auf  den  Gegenstand  zurückzukonunen.  M. 


M.  L.,  F.  —  Die  groDsen  Tafeln  der  Jacobischen  ThetafunkUanenj 
welche  auf  Beschluls  des  Table  Conmiittee  der  British  Association  unter 
Leitung  von  J.  Glaisher  und  J.  W.  L.  Glaisher  in  den  Jahren  1872 
bis  1874  berechnet  wurden  (vergl.  den  vorläufigen  Bericht  der  „Tafel- 
kommission*^  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung  Bd.  7, 
Hefb  1,  S.  125),  sind  nach  unseren  neuesten  Erkundigungen  allerdings  ge- 
druckt worden,  aber  die  Veröffentlichung  ist  leider  unterblieben,  anscheinend 
weil  die  Einleitung  zu  denselben,  die  von  einigen  der  bedeutendsten  (zum 
Teil  jetzt  schon  verstorbenen)  englischen  Mathematiker  und  Physiker  ge- 
schrieben werden  sollte,  nicht  zu  stände  gekonunen  ist.  Möglicherweise 
wird  jetzt  von  deutscher  Seite  dem  immer  fühlbarer  werdenden  Mangel  an 
ausführlicheren  Tafeln  elliptischer  Funktionen  oder  auch  Integrale  bald  ab- 
geholfen werden;  genauere  Mitteilungen  behalten  wir  uns  fOr  später  vor. 

M. 
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Herz^  Dr.  Norbert^  Wahrsoheinliobkeits-  und  AungleiohiuigBreohniing. 

Sammlung  Schubert  XIX.    IV  u.  381  S.     Leipzig,  J.  G.  Göschen,  1900. 

Das  Buch  behandelt  in  drei  Kapiteln  den  allgemeinen  Teil  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung mit  Einschlufs  der  Glücksspiele,  in  drei  weiterea 
Kapiteln  die  Anwendungen  auf  das  menschliche  Leben,  auf  Zeugenaussagen, 
Urteilssprüche  und  Ahnungen,  endlich  die  Ausgleichungsrechnung  in  einem 
zur  Einführung  ausreichenden  Umfang  und,  wie  gleich  bemerkt  werden  mag, 
einer  dem  Verständnis  entgegenkommenden  ansprechenden  Form.  Im  ein- 
zelnen jedoch  giebt  dasselbe  zu  mancherlei  Bemerkungen  AnlaCs. 

In  dem  grundlegenden  Teil,  der  die  zwei  ersten  Kapitel  umfafst,  hat 
der  Verf.  in  Darstellung  und  Anordnung  mehrfach  eigene  Wege  zu  gehen 
versucht,  die  jedoch  Bef.  nicht  als  einen  Fortschritt  zu  erkennen  yennag. 
Denn  während  das  Streben  der  jüngsten  Zeit  dahin  ging,  die  Sätze  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  aus  der  Wahrscheinlichkeitsdefinition  auf  mög- 
lichst einfachem,  an  Konkretes  anknüpfenden  Wege  abzuleiten,  hat  der  Ver£ 
sich  eines  Formalismus  bedient,  der  nicht  geeignet  scheint,  Klarheit  der 
Begriffe  herbeizuführen.  Einige  Andeutungen  werden  genügen,  dieses  urteil 
zu  rechtfertigen.  Auf  pag.  5  wird  bereits  von  der  Wahrscheinlichkeit  als 
von  einer  Zahlgröfse  gesprochen,  pag.  9  wird  unter  der  Überschrift:  „Fun- 
damentalsatz der  Wahrscheinlichkeitsrechnung"  der  Satz  über  die  vollständige 
(vom  Verf.  alternative  genannte)  Wahrscheinlichkeit  abgeleitet,  aber  erst 
pag.  15  findet  sich  zum  erstenmal  die  Definition  für  die  mathematische 
Wahrscheinlichkeit.  In  einem  Buche,  das  die  vorliegende  Materie  zum 
Gegenstande  hat,  sollte  man  eine  sorgfältige  Auslegung  und  konsequente 
Handhabung  des  Begriffes  der  Wahrscheinlichkeit  erwarten;  gegen  diese 
Forderung  wird  aber  wiederholt  verstofsen;  so  pag.  47,  wenn  die  Frage 
erörtert  wird,  „ob  nicht  eine  Funktion  der  Wahrscheinlichkeit  w  als  Wahr- 
scheinlichkeit eines  Ereignisses  gewählt  werden  könnte^';  man  sieht,  dem 
Verf.  schweben  hier  wie  an  vielen  anderen  Stellen  zwei  verschiedene  Wahr- 
scheinlichkeitsbegriffe vor,  die  aber  nirgends  deutlich  von  einander  geschieden 
werden.  Dann  auf  pag.  9,  wo  die  Wahrscheinlichkeit  mit  den  Worten: 
„Das  Maximum  der  Wahrscheinlichkeit  ist  selbstverständlich  die  Gewifsheit^  in 
eine  ganz  unzutreffende  Beziehung  zur  Gewifsheit  gebracht  wird;  und  pag.  265 
ist  gar  die  eigentümliche  Wendung  zu  lesen:  „In  allen  Fällen,  wo  dies  nicht  der 
Fall  ist,  kann  sich  das  Resultat  von  der  Wahrheit  und  selbst  von  der 
Wahrscheinlichkeit  (!)  noch  sehr  beträchtlich  entfernen",  die  eine  Gradation 
involviert,  deren  Sinn  nicht  zu  erkennen  ist.     Als  ein  Bückschritt  muDi  die 
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Art  und  Weise  bezeichnet  werden,  wie  der  Verf.  die  Wahrscheinlicbkeit  von 
Ursachen  und  die  aus  der  Beobachtung  gefolgerte  Wahrscheinlichkeit 
künftiger  Ereignisse  begründet.  Auch  die  vorlänfige  Darlegung  des  Gesetzes 
der  grolsen  Zahlen  (pag.  19)  und  der  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori 
(pag.  42)    wird  mancherlei  Bedenken  erwecken.     Unzutreffend  ist   es,   den 

Ansatz    ^^(l)  »=  2l/— e""'**  J.  Bemoulli    zuzuschreiben,  wie  dies  pag.  67 

geschieht;  zu  dieser  analytischen  Fassung  des  nach  ihm  benannten  Theorems 
war  Bemoulli  nicht  vorgedrungen. 

Von  den  drei  den  Anwendungen  gewidmeten  Kapiteln  giebt  das  mittlere, 
Yon  Zeugenaussagen  etc.  handelnde,  zu  Bemerkungen  keinen  Anlafs;  wohl 
aber  die  beiden  andern. 

Von  dem  E[apitel,  das  sich  mit  der  Sterblichkeit  und  damit  zusanunen- 
hftngenden  Fragen  beschäftigt,  kann  wohl  gesagt  werden,  dafs  es  in  der 
gebotenen  Form  dem  heutigen  Stande  der  Wissenschaft  nicht  entspricht; 
der  Verf.  hielt  sich  bei  Abfassung  desselben  ausschliefslich  an  seine  Vorlage, 
die  vor  21  Jahren  erschienen  ist,  und  das  geht  bei  einem  Gegenstände,  der 
seither  so  sehr  gefordert  wurde,  nicht  an.  Es  wäre  vielleicht  besser  gewesen, 
dieses  Thema  dem  in  Aussicht  stehenden  Bande  über  „Versicherungs- 
mathematik^'  zu  überlassen;  das  gilt  auch  bezüglich  der  Abschweifung  auf 
das  Gebiet  des  Versicherungswesens;  denn  manche  Bemerkungen  des  Verf. 
über  diesen  Gegenstand  sind  ganz  unzutreffend  (z.  B.  pag.  221),  und  von 
den  Aufklärungen,  die  man  nach  seinen  einleitenden  Worten  erwarten 
sollte,  ist  nicht  viel  zu  finden. 

Die  Ausgleichungsrechnung  ist  recht  ausführlich  vorgetragen,  der  be- 
treffende Abschnitt  wohl  der  beste  des  ganzen  Buches.  Aber  dem  Zwecke, 
den  die  Sammlung  verfolgt,  ist  auch  hier  nicht  in  allem  entsprochen.  So  findet 
es  Bef.  unzweckmälsig,  die  Ausgleichung  vermittelnder  Beobachtungen  an 
dem  (einzigen  1)  Beispiel  einer  Planetenbahn-Bestimmung  zu  erläutern,  und 
zwar  aus«  verschiedenen  Gründen;  fürs  erste  läfst  schon  das  Format  des 
Baches  die  entsprechende  typographische  Darstellung  einer  solchen  Aufgabe 
nicht  zu;  dann  palst  zu  einer  ersten  Einführung  doch  besser  ein  Beispiel, 
das  sachlich  möglichst  allgemein  zugänglich  ist  und  in  allen  Details  vom 
Leser  verfolgt  und  nachgerechnet  werden  kann.  Die  weitgehende,  bei  dieser 
Gelegenheit  gemachte  Einschaltung  über  Determinantentheorie  (pag.  334 — 343) 
paust  nicht  in  den  Eahmen  des  Buches.  Die  Ausgleichung  bedingter  Be- 
obachtungen hätte  einer  dem  Zweck  des  Buches  angemesseneren  Bearbeitung 
bedurft;  denn  die  einfach  herübergenommene  Darstellung,  die  ihr  der  Verf. 
in  Valentiners  „Handwörterbuch  der  Astronomie^'  gegeben,  ist  für  einen 
andern  Leserkreis  bestimmt.  In  der  durch  Literpolation  erweiterten  Tafel 
der  Integralfunktion  (P(y)  —  die,  nebenbei  bemerkt,  für  den  Gebrauch  nicht 
bequem  angeordnet  ist  —  faUen  die  Lücken  von  1  -  750  bis  1  •  775  und 
von  1  •  800  bis  1  •  999  unangenehm  auf. 

!j  I^Zum  Schlufs  giebt  Bef.  der  Überzeugung  Ausdruck,  dafs  bei  einer 
eventuellen  Neuauflage  diesem  Bande  mancherlei  Abänderungen  zuteil  werden 
sollten,  um  seine  Brauchbarkeit  zu  erhöhen. 

Wien.  E.  Czuber. 
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Heinrich  Weber^  Die  parüellen  Differentialgleiohnngeii  der  mathe- 
matiaoheii  Physik.  —  Nach  Biemanns  Vorlesimgen  in  vierter  Auflage 
neu  bearbeitet.  Erster  Band.  Brannschweig  (Friedrich  Yiew^  und  8obn) 
1900.    XVm  +  506  S. 

unter  dem  Titel  der  vor  nunmehr  42  Jahren  zum  ersten  Mal  Ton 
Hatte ndorf  herausgegebenen  Vorlesungen  Bernhard  Biemanns  über 
die  partieUen  Differentialgleichungen  und  deren  Anwendung  auf  physikalisdK 
Fragen  Hegt  aus  der  Feder  Heinrich  Webers  ein  völlig  neues,  origmales 
Werk  dem  mathematischen  Leser  im  ersten  Bande  vor.  Auf  dem  Gnmde, 
den  Biemann  in  seinen  Vorlesungen  gelegt  hatte,  und  unter  Beibehaltung 
der  Biemannschen  Anlage  lediglich  im  grofeen  und  ganzen  ist  ein  nicht  nur 
umfangreiches,  sondern  auch  dem  jetzigen  Stande  dieses  Zweiges  der  Mathe- 
matik mehr  entsprechendes  Oebftude  entstanden.  Die  durchgreifenden  Um- 
gestaltungen, welche  die  theoretische  Physik  seit  den  Tagen  Biemanns  erfahren 
hat,  und  die  sich  nicht  lediglich  auf  die  Theorie  des  Elektromagnetiismus 
und  des  Lichts  beschränkt,  ist  in  erster  Linie  der  Anlafs  gewesen,  dafs 
die  Neuansgabe  der  Biemannschen  Vorlesungen  mit  einer  vollst&ndigen 
Neubearbeitung  ihres  Inhalts  verbunden  werden  mulste.  Dazu  kommt  aber 
femer,  dsSs  auch  die  analytischen  Hilfsmittel  in  der  Theorie  der  partieUen 
Differentialgleichungen  in  den  letzten  Dezennien  wesentlich  erweitert  worden, 
die  physikalische  Anwendung  der  Abbildungsprobleme,  neue  funktionen- 
theoretische  Methoden  u.  s.  f.  hinzugekommen  sind. 

Dal£  das  so  umgestaltete  Werk  auch  in  den  erweiterten  Teüen  den 
Biemannschen  Sinn  beibehalten  hat,  darf  nicht  erst  besonders  erw&hnt  werden. 
Die  Vorzüge  einer  wahrhaft  mafhemaHschen  Physik:  Strenge  der  Beweis- 
führung, genaue  Formulierung  der  Definitionen  und  nicht  in  letzter  Linie 
exakte  Präzisierung  der  Voraussetzungen  treten  in  der  neuen  Ausgabe 
vielleicht  noch  schärfer  hervor  als  in  den  älteren. 

Was  den  Inhalt  betrifft,  so  zerfällt  der  vorliegende  erste  Band  des 
ganzen  Werkes  in  drei  Bücher:  Analytische  Hilfsmittel,  geametrisdie  und 
mechanische  Grundsätze^  Eleiktrusität  und  Magnetismus,  Das  erste  Buch 
entspricht  den  drei  ersten  Abschnitten  der  Hattendorfischen  Ausgabe,  ist  aber 
aus  Webers  Händen  vollständig  verändert  als  ein  kleines  Kompendium  der 
funktionentheoretischen  Analysis  für  sich  herausgekonunen.  Bestimmte  Inte- 
grale, der  Fouriersche  Lehrsatz,  unendliche  R^hen,  Fouriersdie  Reihen,  nukr- 
fad^e  Integrale,  Funktionen  eines  komplexen  Arguments,  Differeniialgleidnmgen, 
Bessdsche  Funktionen  sind  die  Überschriften  der  acht  Abschnitte  dieses 
Buches,  durch  welche  das  Material  gegen  die  Hattendorfsche  Ausgabe  fast 
um  das  Doppelte  angewachsen  ist.  Dafs  trotzdem  der  Leser  manches  ver- 
mifst  (wie,  um  nur  einiges  zu  nennen,  bei  den  unendlichen  Beihen  die  für 
die  Anwendungen  so  wichtigen  Weierstrafsschen  Sätze  über  Potenzreihen 
und  über  unendliche  Produkte,  welche  letzteren  beispielsweise  bei  der  Unter- 
suchung über  die  Influenz  zweier  cylindrischer  Leiter  gebraucht  werden; 
femer  bei  den  partiellen  Differentialgleichungen,  die  doch  dem  ganzen  Werk 
den  Titel  geben,  die  Integration  mit  Orenzbedingungen,  die  Monge- 
Ampere'sche  Methode,  die  Integration  durch  bestimmte  Integrale,  die 
Laplacesche  Theorie  der  linearen  Gleichungen),  das  findet  seinen  Grund 
wohl  mehr  in  dem  Wunsche  des  Lesers,  auch  diese  Teile  der  Analysis  im 
Lichte  Weberscher  Darstellung  behandelt  zu  finden. 
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Im  zweiten  Bach  werden  die  Prinzipien  der  Mechanik  und  der  Potential- 
theorie auseinandergesetzt.  Hier  findet  der  Leser  auch  die  Hauptsätze  der 
Vektoranalysis,  gerade  soviel,  um  sich'  ein  urteil  über  die  Vorzüge  des 
Prinzips  und  die  Nachteile  der  Bezeichnungsweise  zu  bilden.  Es  ist  hier 
nicht  der  Ort,  auf  diese  Frage  näher  einzugehen.  Wenn  freilich  ein  so 
mälsiger  Gebrauch  der  immerhin  noch  angefochtenen,  von  der  klassischen 
Bezeichnungsweise  so  abweichenden  englischen  Symbole  dieser  Theorie  gemacht 
wird,  stören  sie  auch  den  ihnen  abgeneigten  Leser  nicht.  Im  AnschluTs  an 
die  Hauptsätze  der  Potentialtheorie  werden  hier  die  wichtigsten  Sätze  aus 
der  Lehre  von  den  Eugelfunktionen  gegeben.  Das  zweite  Buch  umfafst  den 
9.  bis  14.  Abschnitt  des  ganzen  Werkes.  Lineare  infimtesimcUe  Deformation, 
Vektorenf  PotenHcHej  Beispiele  zum  Potential,  KugeHfufikMonen,  Überblick  Über 
die  Grundsätze  der  Mechanik. 

Das  dritte  Buch  ist  betitelt:  Elektrizität  tmd  Magneiisfwus.  Von  den 
Riemannschen  Vorlesungen  über  diesen  Gegenstand,  die  bekanntlich  zusammen 
mit  der  Potentialtheorie  von  Hattendorf  gesondert  herausgegeben  waren, 
unterscheidet  sich  die  Webersche  Darstellung  wesentlich,  weil  sie  die 
Faraday-Maxwellsche  Anschauungsweise  zu  Grunde  legt  Wir  müssen 
uns  auch  hier  begnügen,  den  Inhalt  nur  im  wesentlichen  anzugeben,  der 
aas  der  umfangreichen  Theorie  gerade  die  mathematisch  interessanten  Prob- 
leme in  sorgftltiger  Auswahl  enthält.  Das  Buch  beginnt  mit  dem  Abschnitt: 
Elektrostatik;  der  Erledigung  des  elektrostatischen  Problems  geht  eine  genaue 
Formulierung  der  in  dieser  Theorie  zu  machenden  Voraussetzungen  voran. 
Daran  schliefst  sich  ein  Abschnitt:  Probleme  der  Elektrostatik^  in  welchem 
ausgewählte  Aufgaben  über  die  Verteilung  der  Elektrizität  auf  speziellen 
Oberflächen  behandelt  werden.  Nach  einem  weiteren  Abschnitt:  Magneiismus 
werden  in  der  Eldctrokinetik  die  Maxwellschen  Grundgleichungen  des  Elektro- 
magnetismus entwickelt  und  die  Eindeutigkeit  ihrer  Lösung  nachgewiesen. 
Es  folgen  die  Abschnitte:  Elektrolytische  Leitung,  stationäre  elektriscke  Ströme^ 
Strömung  der  Elektrizität  in  Platten,  Strömu/ng  der  Elektrizität  im  Baume, 
Manches,  was  ans  Heinrich  Webers  eignen  Forschungen  auf  diesem  Gebiet 
schon  bekannt  war,  findet  der  Leser  im  Zusammenhange  mit  neueren  Unter- 
suchungen wieder  vor.  Dies  gilt  auch  für  das  folgende  Kapitel:  Elektro- 
lyOsche  Verschiebungen^  mit  dem  das  Buch  beschlieM. 

Es  sei  verstattet,  noch  einige  Bemerkungen  über  den  Verwendungszweck 
des  Werkes  hinzuzufügen.  Von  der  Feder  eines  Mathematikers  geschrieben, 
ist  das  Buch  auch  in  erster  Linie  für  den  Mathematiker  bestimmt.  In 
seiner  Vorrede  sagt  der  Verfasser:  „Das  vorliegende  Buch  soll  kein  physi- 
kalisches Lehrbuch  sein.  Die  kurzen  Entwickelungen  der  einzelnen  physi- 
kalischen Theorien  machen  keinen  Anspruch  auf  Vollständigkeit.  Sie  sollen 
nur  die  Theorien,  aus  denen  die  behandelten  Probleme  entnommen  sind, 
verständlich  machen.  Der  Schwerpunkt  liegt  in  der  mathematischen  Be- 
handlung der  einzeluen  Probleme  ....  Ebenso  aber  sind  Fragen  von  nur 
mathematischem  Interesse,  die  dem  Physiker  allzu  abstrakt  erscheinen 
möchten,  ....  nicht  in  den  Kreis  der  Betrachtungen  gezogen.^'  Dem  Physiker, 
welcher  in  der  mathematischen  Anwendung  der  funktionentheoretischen  Ana- 
iysis  weniger  geübt  ist,  wird  die  Lektüre  des  Buches  noch  besonders  gleich- 
zeitig mit  dem  Studium  grölserer  Werke,  etwa  der  Helmholtz sehen  oder 
der    Poinc areschen    Vorlesungen    und    dann    zu    empfehlen    sein,    wenn 
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ihm    an    der  prinzipiellen   Erkenntnis    der    mathematischen    Methoden   ge- 
legen ist. 

Charlottenbnrg.  Rudolf  Bothk. 

Friedrich  Kohlransch^  Die  Energie  oder  Arbeit  und  die  Anwendungen 
des  elektrisohen  Stromes.  Leipzig  (Duncker  k  Humblot)  1900.  77  S. 
Preis  geb.  2,40  M. 
Der  vorliegende  Aufsatz  verfolgt  den  Zweck,  den  Energiebegriff 
wesentlich  in  Bücksicht  auf  die  elektrischen  Naturvorgange  und  ihre  tech- 
nischen Anwendungen  aUgemein  verstandlich  darzustellen.  Yeranlalst  durch 
die  Erörterungen,  welche  sich  an  die  in  unsrer  Gesetzgebung  vorhanden 
gewesenen  und  durch  die  Bestimmungen  über  die  Strafbarkeit  von  Vergehen 
gegen  elektrische  Anlagen  ausgefüllten  Lücken  anschlössen,  erzfihlt  die 
Schriffc  in  ihrem  ersten  allgemeineren  Teile  von  den  verschiedenen  in  der 
Natur  vorhandenen  Formen  der  Energie,  in  ihrem  zweiten  Teile  aber  giebt 
sie  eine  in  grofsen  Zügen  abgefaüste  Lehre  von  den  elektrischen  Erschei- 
nungen und  ihren  Anwendungen,  wobei  einmal  auf  eine  befriedigende  Ab- 
leitung derselben  aus  dem  Energiebegriff  Gewicht  gelegt  wird,  sodann  aber 
auch  einschlägige  Fragen  von  einem  mehr  wirtschaftlich-juristischen  Stand- 
punkte aus  beleuchtet  werden.  Hierher  gehört  u.  a.  auch  die  oft  diskutierte 
Frage,  inwiefern  die  Energie  eine  „Sache^^  genannt  werden  kann.  In  einem 
Schlufskapitel  wird  eine  Zusanmienstellung  der  wichtigsten  Vorzüge  im 
elektrotechnischen  Betriebe  gegeben. 

Charlottenburg. Budolf  Bothb. 

Otto  Wiener^  Die  Erweitenmg  unserer  Sinne.  Akademische  Antritts- 
vorlesung. Leipzig  (Johann  Ambrosius  Barth)  1900.  43  S.  Preis  1,20  M. 
Jedes  neue  Instrument  oder  jede  Zusammenstellung  bekannter  Instrumente 
zu  neuem  Zweck  stellt  sich  vom  entwickelungsgeschichtlichen  Standpunkt  aus 
dar  als  eine  naturgem&Tse  Fortentwickelung  unserer  Sinne.  Dieser  Gredanke 
ist  von  Herrn  Wiener  zum  Gegenstande  seiner  Leipziger  Antrittsvorlesung 
gemacht  worden;  von  Herbert  Spencer  vor  45  Jahren  wohl  zueisi 
ausgesprochen,  wird  er  hier  besonders  in  Anwendung  auf  die  neueren 
Errungenschaft;en  der  Apparatenkunde  erörtert.  Dabei  werden  auch  Fragen 
nach  den  zur  Zeit  erreichbaren  Grenzen  physikalischer  Messungen  n.  a. 
diskutiert;  abgesehen  von  dem  allgemeinen  Interesse  ist  die  sehr  populSr 
geschriebene  Arbeit  für  den  physikalischen  Leser  wesentlich  in  dieser  Hin- 
sicht von  Wichtigkeit,  und  gleichzeitig  in  Bücksicht  auf  die  zahlreichen, 
zum  Teil  kritisch  besprochenen  Litteraturangaben  ein  wertvoller  Beitrag  zur 
Greschichte  der  Instrumentenkunde. 

Gharlottenburg.  Budolf  Bothb. 

Die  FortBohritte  der  Physik  im  Jahre  1800  dargestellt  von  der  Deutscfam 
Physikalischen  Gesellschaft.    11.  Abtheilung:  Physik  des  Aethers,  redigirt 

von  Richard  Bornstein  und  Karl  Scheel.  LH + 935  S.  m.  Abtheilung: 

Kosmische  Physik,  redigirt  von  Richard  Afsmann^  XLm  +  544  S. 

Braunschweig  (Friedr.  Vieweg  und  Sohn).  1900.  Preis:  34,00  und  20,00 IL 

Die  ganze  Anlage  des  verdienstlichen,  eine  grofse  Summe  von  Arbeit 

repräsentierenden   und    für   den   Physiker   unentbehrlichen  Werkes   ist   die 
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gleiche  wie  in  den  früheren  Jahrgängen  geblieben.  Die  zunehmende  Ge- 
samtzahl der  Beferate  läfst  wohl  eine  weitere  Einschränkung  des  ümfangs 
der  einzelnen  wünschenswert  erscheinen;  ebenso  könnte  wohl  yon  der  Babrik 
^JLitteratnr'*,  in  welcher  die  Arbeiten  ohne  Referat  aufgeführt  werden,  noch 
mehr  Crebrauch  gemacht  werden.  Über  einzelne  Arbeiten  sind  in  beiden 
Bänden  Beferate  vorhanden,  z.  B.  Grützmacher,  Thermometrische  Gorrectionen; 
Scheel,  Temperatur  und  Druckmessungen,  was  wohl  leicht  zu  vermeiden  wäre. 

Gharlottenburg.  Budolf  Bothe. 

Gmncbi&tBe  der  Kinematik,  dargestellt  von  Heinrieh  Weiss,  Ingenieur. 
Erstes  Heft  (256  Seiten)  mit  einem  Atlas  von  10  Tafeln.  Leipzig, 
Verlag  von  Arthur  Felix.     1900. 

Der  Verfasser  giebt  zunächst  unter  „Vorbemerkungen^^  auf  63  Seiten 
eine  Orientierung  über  das  Wesen  und  den  Entwickelungsgang  der  Kinematik. 
Einen  grofsen  Teil  dieser  breit  angelegten  Einleitung  bilden  umfangreiche 
Gitate  aus  den  Werken  von  Burmester  und  Beuleauz,  sowie  aus  Aufsätzen 
von  Grübler  und  Bittershaus.  Der  bekannte  Gegensatz  in  den  Auffassungen 
der  zuerst  genannten  Autoren  hinsichtlich  des  ümfanges  der  Kinematik 
gelangt  hierdurch  deutlich  zum  Ausdruck,  dagegen  vermissen  wir  jede 
selbständige  Stellungnahme  von  Seiten  des  Verfassers.  —  Der  vorzutragende 
Lehrstoff  wird  schliefslich  in  zwei  Hauptteile,  in  die  abstrakte  und  die 
Maschinenkinematik  gegliedert;  davon  soll  der  erste  in  wesentlich 
synthetischer  Behandlung  die  Geometrie  der  Bewegung  ohne  Bücksicht  aut 
äe  Zeit  und  daneben  noch  die  Lehre  von  den  Geschwindigkeits-  und  Be- 
schleunigungsverhältnissen  umfassen. 

In  dem  vorliegenden  Heft  wird  die  Darstellung  der  abstrakten 
Kinematik  in  Angriff  genommen.  Sie  beginnt  mit  der  Bewegung  des 
Punktes.  (Grundbegriffe,  Geschwindigkeits-  und  Wegdiagranune,  Zusammen- 
setzung und  Zerlegung  der  Greschwindigkeiten  und  der  Beschleunigungen, 
S.  66 — 82.)  Der  folgende  Abschnitt  trägt  zwar  die  Überschrift  „Bewegung 
eines  starren  Körpers  oder  unveränderlichen  Systems  im  All- 
gemein en'^  giebt  aber  in  der  Hauptsache  nur  eine  vorläufige  Übersicht 
der  speziellen  Bewegungsformen,  wie  Drehung  um  eine  feste  Aze,  Trans- 
lation u.  s.  w.,  und  wendet  sich  dann  wieder  zur  Zusammensetzung  und 
Zerlegung  der  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  eines  einzelnen 
Sjstempunktes  (S.  83 — 95).  Der  dritte  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  der 
Bewegung  des  starren  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene;  er  umfafst 
a)  die  Geometrie  der  ebenen  Bewegung  (S.  96 — 205),  b)  die  Geschwindig- 
keitsverhältnisse (S.  205 — 250)  und  c)  die  Beschleunigungsverhältnisse 
(noch  unvollendet). 

Den  Ausgangspunkt  bildet  wie  üblich  die  Betrachtung  zweier  diskreten 
Sjstemlagen,  die  dann  durch  zwei  unendlich  benachbarte  ersetzt  werden, 
ffieran  schliefsen  sich  die  bekannten  Sätze  und  Konstruktionen  über  die 
beiden  Bollkurven,  die  Hüllbahnkurve  einer  gegebenen  Systemkurve  u.  s.  w., 
sowie  das  Prinzip  der  ümkehrung  der  Bewegung.  Die  betreffenden  Dar- 
legungen sind  trotz  ermüdender  Breite  keineswegs  einwandfrei;  so  wird 
S.  101  und  102  der  Satz,  dafs  Polkurve  und  Polbahn  ohne  Gleiten  auf 
einander  rollen,  und  dafs  sie  die  beiden  einzigen  Kurven  dieser  Art  sind. 
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ohne  Beweis  o£fenbar  als  etwas  Selbstverständliches  hingestellt.  —  Die  Be- 
trachtung dreier  auf  einander  folgenden  Sjrstemlagen  und  der  damit  kq- 
sammenhäpgenden  Erümmungseigenschaften  und  Aufgaben  erfordert  ffinf- 
undsechzig  Seiten;  dabei  fehlt  noch  die  in  die  Mechanismenlehre  verwiesene 
Konstruktion  der  beiden  Pole  zu  zwei  Paaren  entsprechender  Erümmungs- 
mittelpunkte  in  derselben  Geraden.  Auf  S.  155  begegnen  ¥rir  einem  Mi£s- 
Verständnis  hinsichtlich  des  Ball'schen  Punktes,  der  übrigens  besser  ersfc  bei 
der  Besprechung  von  vier  unendlich  benachbarten  Systemlagen  erwShnt 
wtbrde.  Sind  nämlich  S  und  S'  zwei  unendlich  benachbarte  Sjstemlageo 
und  k  und  V  die  zugehörigen  Wendekreise,  so  ist  der  zu  S  gehörende 
Ball'sche  Punkt  nicht  wie  der  Verfasser  meint,  der  eine  Schnittpunkt  YOn 
k  mit  l\  sondern  mit  der  Lage  ?,  welche  der  zweite  Kreis  einnimmt,  wenn 
das  System  sich  noch  in  S  befindet.  Hiemach  giebt  auch  Fig.  49  nicht 
den  Ort  der  Ball'schen  Punkte  in  der  bewegten  Ebene.  Von  den  singulSren 
Fällen,  die  hinsichtlich  der  Momentanbewegung  des  Systems  eintreten  können, 
ist  S.  159  nur  der  Fall  angeführt,  dafs  die  beiden  Bollkurven  einander  im 
Pol  oskulieren.  Hier  wäre  ein  kurzer  Hinweis  auf  die  wichtigen  Unter- 
suchungen von  Mehmke  im  35.  Jahrgang  dieser  Zeitschrift  wohl  am  Platze.  — 
Was  der  Verfasser  über  vier  und  fünf  auf  einander  folgende  Systemlagen, 
zum  Teil  blos  andeutend,  darlegt,  kann  nur  zu  einer  vorläufigen  Orientienmg 
dienen,  es  ist  uns  aber  noch  nicht  klar,  wie  damit  das  für  die  Maschinen- 
kinematik in  Aussicht  gestellte  Problem  der  angenäherten  Oeradföhrong 
behandelt  werden  soll.  Auf  8.  193  bedarf  der  auf  die  Kreispunktkorre 
bezügliche  Satz  einer  genaueren  Fassung.  Die  Kreispunktkurve  besitzt 
nämlich  im  Pol  einen  Doppelpunkt  und  hat  in  ihm  mit  der  Polkurve  nur 
insofern  drei  zusammenfallende  Punkte  gemein,  als  sie  diese  Kurve  an  der 
betrachteten  Stelle  zugleich  berührt  und  rechtwinklig  schneidet  —  Den 
Abschluls  des  mit  a)  bezeichneten  Unterabschnitts  bilden  einige  Bemerkungen 
über  die  gegenseitigen  Bewegungen  von  drei  und  mehr  ebenen  Systemen. 
Die  weitergehenden  Untersuchungen  von  Burmester,  Bodenberg  und  Witten- 
bauer  sollen  merkwürdigerweise  erst  in  der  Maschinenkinematik  berück- 
sichtigt werden. 

Unter  b)  wird  zunächst  der  momentane  Oeschwindigkeitszustand  eines 
complan^)  bewegten  ebenen  Systems  behandelt;  dann  folgt  die  Betrachtung 
der  Geschwindigkeitsverhältnisse  bei  mehreren  complan  bewegten  Systemen 
und  eine  Beihe  von  Konstruktionsaufgaben,  z.  B.  die  Bestimmung  der  Ge- 
schwindigkeit des  Schnittpunktes  einer  bewegten  und  einer  festen  Kurve 
oder  zweier  bewegten  Kurven  u.  s.  w.  Hier  finden  wir  endlich  auch  aut 
S.  236  den  früher  vermifsten  Beweis  für  das  Bollen  der  Polkurve  auf  der 
zugehörigen  Polbahn. 

Auf  die  unter  c)  sich  anschliefsenden  Darlegungen  werden  wir  erst  bd 
Besprechung  des  nächsten  Heftes  eingehen. 

Um  nun  zur  Bildung  eines  Gesamturteüs  über  das  bis  jetzt  erschienene 
Bruchstück  des  Werkes  zu  kommen,  so  wollen  wir  an  erster  Stelle  gern 
anerkennen,  dafs  hier  eine  fleifsige,  durch  viele  Litteraturangaben  unterstätzt« 
Zusammenstellung  von  sehr  verschiedenartigen  Arbeiten  zahlreicher  Autoren 


1)  In  der  zweiten  Hälfte  dee  Buches  ist  die  anfanglich  gebrauchte  Beieiclmang 
,complan^'  regelmäfsig  mit  „conplan^'  vertauscht. 
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Yorliegt  Eine  tiefere  wissenschaftliche  Bedeutung  vermögen  ynr  dem  Buche 
vorläufig  nicht  beizumessen;  dazu  fehlt  es  yor  allem  an  jeder  selbständigen 
Gestaltung  des  behandelten  Stoffes.  Nicht  angenehm  bertlhrt  die  bereits 
hervorgehobene  Weitschweifigkeit  der  Darstellung  mit  ihren  vielen  unnötigen 
Wiederholungen  imd  vorgreifenden  Andeutungen  über  Dinge,  die  doch  erst 
in  späteren  Abschnitten  behandelt  werden  sollen.  Dabei  ist  die  Ausdrucks- 
weise, wie  wir  leider  gleichfalls  nicht  verschweigen  dürfen,  in  mathematischer 
Beziehung  zuweUen  unklar  oder  geradezu  unrichtig  und  auch  in  rein  stili- 
stischer Hinsicht  keineswegs  musterhaft;.  Einen  weiteren  Mangel  erblicken 
wir  vom  pädagogischen  Standpunkte  aus  darin,  dafs  alle  Anwendungen  der 
vorgetragenen  Theorie  auf  durchgefOhrte  Übungsbeispiele  bis  jetzt  noch 
vollständig  fehlen.  —  Für  unvorteilhaft  halten  wir  endlich  die  zwar  kon- 
sequente, aber  ungemein  schwerfällige  Buchstabenbezeichnung;  so  bedeutet 

[Cf\  die  Polbahn,  K  l  ihren  Krflmmungsmittelpunkt,  und  S.  158  wird  sogar 

von  einem  Kreise  le    "  gesprochen!     Hierdurch  wird   nicht   nur  im  Text, 

sondern  namentlich  auch  in  den  Figuren  der  Überblick  sehr  erschwert; 
man  vergleiche  z.  B.  Fig.  63. 

Braunschweig.  R.  Müller. 

Josef  Adamczik.     Oompendinm    der   Geodäsie.     8®.     Vm  u.  516  8. 

Leipzig  und  Wien  1901,  Franz  Deuticke. 

Der  Titel  dieses  Buches  verspricht  insofern  zu  viel,  als  es  nur  einen 
AbriTs  der  niederen  Geodäsie  enthält,  wie  der  Verfasser  im  Yorworfc  übrigens 
selbst  im  allgemeinen  zugiebt.  Indessen  dürften  auch  die  Kapitel,  die  nach 
des  VerÜBbSsers  Ansicht  Gebiete  der  höheren  Geodäsie  behandeln  —  wie  z.  B. 
über  das  Heliotrop,  die  Eomparatoren,  den  Spiegelsextanten,  über  Soldner- 
8che  und  konforme  Koordinaten  u.  s.  w.  — ,  zumal  mit  Bücksicht  auf  ihren 
knappen  Inhalt,  in  einem  Lehrbuch  der  niederen  Greodäsie  schon  des  all- 
gemeinen Verständnisses  wegen  kaum  ganz  fehlen.  Als  Kompendium  der 
niederen  Geodäsie  kann  man  das  Buch  aber  wohl  empfehlen.  Seinem 
Charakter  entsprechend  bringt  es  keine  vollständige  Darstellung  des  Gegen- 
standes, aber  doch  überall  die  gebräuchlichsten  und  am  meisten  vorkommenden 
Beobachtungs-  und  Bechnungsmethoden.  Die  Kapitel  über  die  Beschreibung 
und  Anwendung  der  Instrumente  sind  klar  und  einfach  abgefafst.  Sehf  er- 
leichtert vnrd  das  Verständnis  durch  die  groise  Anzahl  (329)  Figuren.  Die 
typischen  Darstellungen  der  Instrumente  und  ihrer  Teile  werden  durch  Ab- 
bildungen ausgefElhrter  Instrumente,  besonders  aus  den  Werkstätten  von 
L.  Tesdorpf  in  Stuttgart  und  Starke  &  Kammerer  in  Wien,  ergänzt.  Ob- 
gleich bei  der  Betrachtung  der  praktischen  Feldmefsarbeiten ,  wie  es  als 
selbstverständlich  erscheint,  besonders  auf  die  in  Österreich  giltigen  Vor- 
schriften Bücksicht  genommen  vdrd,  so  wird  doch  auch  in  hinreichender 
Weise .  auf  die  Anweisung  IX  des  preufsischen  Grundsteuerkatasters  ein- 
gegangen. Auf  den  theoretischen  Inhalt  brauche  ich  nicht  näher  einzugehen, 
da  er  Neues  wohl  kaum  enthält.  Die  in  verbältnismälsig  geringer  Anzahl 
vorhandenen  numerischen  Beispiele  sind  passend  gewählt.  Jedoch  mOchte 
ich  bemerken,  dafs  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  soweit  sie  hier  in 
Frage  kommt,  ein  selbständiges  Kapitel  von  50  Seiten  Länge  gewidmet  ist. 
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Da  fast  alle  Lehrbücher  der  GeodäEde  ein  solches  Kapitel  enthalten,  so  sieht  ee 
beinahe  ans  (wie  man  auch  hier  aus  der  Überschrift  des  betreffenden  Kapitels 
schliefsen  kann),  als  ob  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  nur  ein  Abschnitt 
der  Geodäsie  sei.  Meiner  Ansicht  nach  könnte  man  jetzt,  wo  die  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  schon  meistens  ein  selbständiger  Vorlesungsgegen- 
stand  ist  und  in  vielen  besonderen  Lehrbüchern  ausführlich  behandelt  wird, 
die  Au&ahme  dieser  Hilfswissenschaft  in  die  Lehrbücher  der  Geodäsie  all- 
mählich unterlassen.  Die  Art  indessen,  wie  der  Verfasser,  seinem  Zweck 
entsprechend,  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auseinandersetzt,  ist  ao- 
erkennenswert,  indem  er  sie  einfach,  ohne  auf  tiefere  Begründungen  einxu- 
gehen,  auf  das  Prinzip  der  kleinsten  Fehlerquadratsumme  begründet,  das 
zugleich  auf  das  arithmetische  Mittel  als  plausibelsten  Wert  führt 

Das  Buch  enthält  aulser  einer  Einleitung  für  die  grundlegenden  Be- 
griffe folgende  Kapitel:  I.  Mafseinheiten  und  Konstruktionen  auf  dem  Papiere; 
n.  Koordinatenrechnungen;  m.  Beschreibung,  Theorie  imd  Berichtigung  der 
Instrumente  zum  Längen-  und  Winkelmessen;  IV.  Die  Ausgleichungs- 
rechnungen der  praktischen  Geometrie  oder  (?)  die  Methode  der  kleinsten 
Quadrate;  V.  Horizontalau&ahmen;  VE.  Höhenmessungen,  und  zum  Schluß 
auf  5  Seiten  ganz  kursorisch  Vil.  Die  Photogrammetrie. 

Potsdam.  A.  Börsch. 


6.  Bigonrdan.     Le   systöme  mötriqae   des  poids  et  mesiireB.    Son 

etablissement  et  sa  propagation  graduelle,  avec  lliistoire  des  Operations 
qui  ont  servi  a  d^terminer  le  mhtre  et  le  kilogramme.  8®.  VI  u.  458  S. 
Paris  1901,  Gauthier-Villars. 

Seit  der  Schaffung  des  metrischen  Systems  ist  ein  Jahrhundert  yer- 
ilossen.  Seine  Mafse  und  Gewichte  sind  jetzt  über  die  ganze  Erde  ver- 
breitet und  werden  in  absehbarer  Zeit  in  aUen  zivilisierten  Ländern  alleis 
im  Gebrauch  sein.  Der  Zeitpunkt  ist  deshalb  günstig  für  eine  ausführliche 
historisch-aktenmäfsige  Darstellimg  der  Entstehung  und  Entwickelung  dieses 
Systems  gewählt  worden.  Der  Verfasser  war  zur  Abfassung  dieses  Werkes 
um  so  geeigneter,  als  er  schon  vorher  historisch-kritische  Studien  über  die 
älteren  Gradmessungen  ausgeführt  hatte,  und  weil  ihm  verschiedene,  sonst 
schwer  zugängliche  Aktenstücke  und  Veröffentlichungen  zur.  Verfügung 
standen.  Die  Hauptgrundlagen  der  Schrift  bilden  natürlich  die  ^fisae  du 
Systeme  metrique^'  von  M^chain  und  Delambre,  sowie  ihre  Fortsetzung  durch 
Biot  und  Arago,  und  für  die  neuere  Zeit  die  Publikationen  der  inter 
nationalen  Meter -Kommission  und  des  internationalen  Komitees  für  MaEse 
und  Gewichte.  Aufserdem  wurden  besonders  herangezogen  für  die  ältere 
Zeit  der  Monitum-  universel  und  das  Journal  ofßciel,  sowie  auf  der  Pariser 
Sternwarte  aufbewahrte  Original-Dokumente  in  Bezug  auf  das  „D^cret  du 
V^  yendemiaire  an  XII'^  und  Papiere  aus  dem  Nachlafs  Delambres.  Die 
Darstellung  för  die  Anfangszeit  des  metrischen  Systems,  wo  bis  jetzt  noch 
manches  dunkel  geblieben  war,  ist  sehr  ausführlich;  sie  enthält  nicht  nur 
eine  reine  Erzählung  der  Thatsachen,  sondern  öfter  auch  kritische  Be- 
trachtungen und  Zahlenangaben.  Sehr  nützlich  erscheint  aufser  einem  aus- 
führlichen Namens- Verzeichnis  eine  chronologische  Tabelle  der  (franzosischen) 
Gesetze,  Dekrete,  Zirkulare  u.  s.  w.,  die  sich  auf  Mafse  und  Gewichte  und 
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speziell  auf  das  metrische  System  beziehen.  Einen  besonderen  Schmuck  des 
Baches  bilden,  aufser  zwei  Dreieckskarten  des  französischen  Meridianbogens 
und  einer  Abbildung  der  Erinnerungs-Medaille  der  internationalen  Eommission 
von  1872,  die  Portrats  von  Delambre,  Fabbroni,  Lavoisier,  Lefeyre-Gineau, 
M4chain,  van  Swinden  und  Talle  jrand.  Das  Werk  wird  bleibenden  Wert  behalten. 

Potsdam.  A.  Börsch. 


£•  Hammer,  ABtronomisohes  NiTellement  durch  Württemberg  etwa 
entlang  dem  Meridian  0^  4'  östlioh  von  Greenwich.  Bestimmung 
der  Polhöhe  und  der  meridionalen  Lotabweichung  auf  den  11  Stationen: 
Bitz,  Mössingen^  Lustnau,  Schönaich,  Solitude,  Markgröningen,  Freuden- 
thal, Brackenheim,  Schwaigen,  Fürfeld,  Katzenbuckel.  Bestimmung  eines 
Azimuts  auf  den  3  Stationen  Solitude,  Markgröningen  und  Katzenbuckel. 
Mit  18  Figuren  im  Text  und  einer  Tafel.  Im  Auftrage  des  K  Mini- 
steriums des  Kirchen-  und  Schulwesens  bearbeitet  Yeröfifentlichung  der 
E.  Kommission  für  die  Internationale  Erdmessung.  IV.  Heft.  4®.  Vm  u. 
157  S.     Stuttgart  1901,  Druck  der  Union,  Deutsche  Verlagsanstalt 

Der  Titel  dieser  Schrift  giebt  bereits  eine  summarische  Inhalts-Über- 
sichi  Sie  enthalt  hauptsächlich  die  Resultate  eines  in  den  Jahren  1897 
und  1898  ausgeführten  astronomischen  Nivellements  (nach  Hehnert)  zur 
Bestimmung  eines  meridionalen  Oeoidprofils  für  Württemberg  in  der  Nähe 
des  Tübinger  Meridians;  ihm  sollen  sich  später  noch  3  weitere  Profile  in  je 
37  km  Abstand  voneinander  und  gegen  das  erste  anschlielsen.  Die  Pol- 
höhen sind  an  einem  Breithauptschen  universal -Instrument  mit  einem 
8  zölligen  bedeckten  Horizontal-  imd  einem  ebensolchen  Vertikalkreise  be- 
obachtet worden;  die  Methode  war  die  der  Messimg  von  Circummeridian- 
Zenithdistanzen.  Die  Beobachtungen  selbst  sowie  ihre  Berechnung  imd 
Diskussion  wird  sehr  ausführlich  gegeben;  die  erhaltene  mittlere  innere 
Unsicheriieit  für  das  Resultat  einer  Polhöhenbestimmung  im  Betrage  von 
etwa  Yi  bis  Y,  Sekunde  dürfte  der  Leistungsfähigkeit  des  Instrumentes 
entsprechen.  Für  Elimination  der  periodischen  Teilungsfehler  des  Kreises 
(durch  Beobachtung  an  6  äquidistanten  Kreisstellen)  sowie  für  möglichste 
Berücksichtigung  oder  Unschädlichmachung  anderer  störender  Fehlerquellen 
ist  im  allgemeinen  hinreichend  gesorgt  worden.  Die  3  Azimutbestimmungen 
sind  mit  demselben  Instrument  durch  direkte  Winkehnessung  zwischen 
Polarstem  und  irdischem  Objekt  ebenfalls  an  6  Kreisstellen  mit  einem 
inneren  mittleren  Fehler  von  etwa  0,5'^  erhalten  worden.  Für  Solitude  ist 
auch  die  v.  Zechsche  ältere  Polhöhen-  und  Azimutbestimmung  von  1880 
herangesogen  worden.  Die  Übereinstimmung  der  alten  und  neuen  Messungen 
ist  genügend. 

Die  11  Polhöhenstationen  liegen  zwischen  48^  14,8'  und  49^  28,3' 
Breite  und  im  Durchschnitt  14  km  voneinander  (im  Minimum  7  km  und 
im  Maximum  29  km);  ihre  geodätische  Lage  im  System  der  württem- 
bergischen Landesvermessung  ist,  abgesehen  von  Solitude  (Schlofskuppel) 
und  Katzenbuckel,  die  dem  Dreiecksnetz  unmittelbar  angehören,  durch  be- 
sondere imd  kontrolierte  Messungen  so  bestimmt  worden,  dafs  die  berechneten 
geodätischen  Breiten  auf  ungefähr  0,1''  genau  erhalten  wurden.  Die  Meeres- 
böhen  schwanken  zwischen  901  m  und  193  m.    Die  schliefslich  abgeleiteten. 
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anf  Bessels  Ellipsoid  bezogenen  relativen  Lotabweichimgen  in  Breite  (|) 
gegen  Tübingen,  für  das  noch  die  alte  Bohnenbergersche  Breitenbeetimmung 
maOsgebend  ist,  sind  im  allgemeinen  gering;  der  grGDste  Unterschied  findet 
sich  zwischen  den  beiden  ersten  südlichen  Stationen  Bitz  (|  =  —  3,9'') 
und  Mössingen  (S  =  +  2,8")  im  Betrage  von  6,7"  bei  9'  48,5"  Erd- 
bogen,  ein  Wert,  der  durch  die  Anziehung  des  Albplateaus  erklftrlidi  ist. 
Wegen  der  Unsicherheit  der  Breite  von  Tübingen,  die  mehrere  Sebmden 
betragen  kann,  können  die  aufgeführten  Werte  der  Lotabweichungen  in 
Breite  ebenfalls  mit  einem  gemeinsamen  Fehler  von  diesem  Betrage  behaftet 
sein;  die  geringe  Lotabweichung  von  —  0,6"  in  dem  nur  2,7  km  nord- 
östlich von  Tübingen  gelegenen  Lustnau  scheint  indessen  doch  auf  die  an- 
genäherte Richtigkeit  der  Tübinger  Polhöhe  hinzuweisen.  Die  relativen 
Lotabweichungen  je  zweier  Nivellementspunkte  gegeneinander,  auf  die  es 
vorerst  fast  allein  ankonmit,  dürften  dagegen  etwa  mit  einem  mittleren 
Fehler  von  höchstens  0,7''  behaftet  sein,  der  wohl  auch  noch  fOr  eine  hin- 
reichend genaue  Konstruktion  des  Greoidprofils,  trotz  der  geringen  Schwui- 
kungen  in  den  Lotabweichungsbeträgen  selbst,  genügen  wird.  Diese  Kon- 
struktion des  Geoidprofils  ist  übrigens,  obwohl  sie  der  Endzweck  d^  ganzen 
Arbeit  ist  und  auch  sehr  einfach  und  zwar  zunächst  ohne  Bücksicht  auf  die 
in  Aussicht  genommenen  Arbeiten  zu  erledigen  ist,  nicht  ausgeführt,  sondern 
für  später  zurückgestellt  worden. 

Die  3  Azünutbestimmungen  (besonders  die  Neumessung  in  Solitade) 
sind  von  dem  Verfasser  zu  dem  Zweck  ausgeführt  worden,  um  eine  Kon- 
trole  oder  Verbesserung  des  Bohnenbergerschen  Azimuts  in  Tübingen  lo 
erlangen,  oder,  was  dasselbe  ist,  „um  über  den  wirMichen  Wert  des  Ver- 
drehungswinkels der  X-Achse  unseres  Landesvermessungssjstems  gegen  den 
Meridian  in  Punkten  des  vorliegenden  astronomischen  Nivellements  genügende 
Auskunft  erhalten  zu  können^^  (S.  113).  Wie  sich  der  Verfasser  die  Aus- 
führung dieser  Absicht  denkt,  ist  nicht  ganz  klar;  es  sei  denn,  dals  er  ent- 
weder die  Nichtexistenz  relativer  ostwestlicher  Lotabweichungskomponenten 
annehme,  oder  dafs  er  deren  Einfluls  auf  die  Azimutbestimmungen  leogne 
(vergl.  hierzu  S.  146/147).  Die  gegenseitigen  Azimutbestimmungen  SoUtnde — 
MarkgrOningen  und  Solitude — ^Katzenbuckel,  fOr  die  keine  älteren  Winkel- 
messungen nötig  sind,  zeigen  gegeneinander  relative  Lotabweichungen  in 
Azimut  von  ca.  2,3"  und  von  4,6",  die  zum  gröfsten  Teil,  dies  aber  jedenfalls 
für  Solitude— Katzenbuckel,  reell  sein  dürften.  Gegen  das  von  Bohnenberger 
bestimmte  Azimut  in  Tübingen  zeigen  diese  3  Stationen  relative  Lot- 
abweichungen in  Azimut  im  Betrage  von  -}"  ^fi"  i^  Soütude,  —  1,3"  in 
MarkgrOningen  und  von  —  3,6"  in  Katzenbuckel,  die  schon  wegen  der  Un- 
sicherheit des  Ausgangsazimuts  und  der  von  ihm  bis  nach  Solitade  ein- 
gehenden alten  Winkelmessungen  eine  allen  gemeinsame  Unsicherheit  Ton 
mehreren  Sekunden  haben  dürften.  Jedenfalls  ist  zwischen  Solitade  nnd 
Katzenbuckel  eine  relative  Lotabweichung  in  Länge  von  etwa  6"  vorhanden. 

Die  Beobachtungen  sind  nur  zum  geringeren  Teil  vom  Verfasser  selbst, 
zum  gröüseren  Teile  von  anderen,  hauptsächlich  von  Herrn  Prof.  Haller,  die 
Bechnungen  aber  fast  vollständig  von  Herrn  Hagenmeyer  ausgeführt  worden, 
beides  indessen  nach  der  Anleitung  und  unter  der  Kontrole  des  Verfassers. 

Potsdam.  A.  BöBSca 
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Ch.  August  Togler.  Geodätisohe  Übungen  für  Landmesser  und 
Ingenieure.  Zweite,  erweiterte  Auflage.  Zweiter  Teil:  Winterübungen. 
Mit  25  eingedruckten  Abbildungen.  8^.  VI  n.  154  S.  Berlin  1901, 
Paul  Parey. 

Die  erste  Auflage  dieses  Übungsbuches  erschien  1890,  der  erste  Teil 
der  zweiten  Auflage  1899,  dem  nunmehr  der  zweite  Teil,  enthaltend  die 
Winterübungen,  gefolgt  ist.  Er  schliefst  sich  auch  äufserlich,  in  Bezug  auf 
Paginierung,  Kapiteleinteilung  imd  Aufgabennumerierung,  unmittelbar  an 
den  ersten  Teil  an.  Es  werden  in  4  Kapiteln  48  Aufgaben  über  das 
Femrohr,  die  Libelle,  den  Theodolith  und  solche  aus  der  Ausgleichungs- 
rechnung  behandelt.  Die  drei  erstgenannten  Kapitel  geben  ausführliche 
Anweisungen  imd  Beispiele  fEir  fast'  alle  wichtigeren  Bestimmungen  von 
Konstanten  und  Fehlem,  nebst  ihrer  Justierung,  für  die  fraglichen  Instru- 
mente, sowie  für  ihre  Anwendung.  Die  Aufgaben  aus  der  Ausgleichungs- 
rechnung behandeln  zum  Teil  ebenfalls  Bestimmungen  von  Instrumental- 
konstanten, zum  Teil  Ausgleichungen  von  Winkelmessungen  auf  der  Station 
nnd  in  einfachen  Netzen,  von  Nivellements  und  von  Vorwärts-  imd 
Rfickwftrtseinschnitten.  Auch  Schreibers  fingierte,  oder  vielmehr  reduzierte 
Pehlergleichungen  und  ihre  Anwendung  finden  hier  einen  Platz.  Die 
theoretischen  Grundlagen  für  die  einzelnen  Aufgaben  werden  jedesmal  auf- 
geführt   Weshalb  der  Verfasser  auf  der  doch  nun  einmal  nicht  eingebürgerten 

Bezeichnung  von  Snnmien  in  der  Form  AA,  die  unter  Umständen  sehr  schwer- 
fallig und  sogar  unmöglich  sein  kann,  gegenüber  der  allgemein  üblichen 
Gaufsschen  Form  [JJi]  beharrt,  ist  schwer  verständlich,  zumal  er  doch  häufig 

auch  Bezeichnungen  wie  [kk\  und  \^-^\  anwendet.  Für  Studierende,  be- 
sonders für  die  Zuhörer  des  Verfassers  an  der  Landwirtschaftlichen  Hoch- 
schule in  Berlin,  ist  diese  sehr  sorgfältig  ausgewählt«  und  durchgearbeitete 
Aufgabensanmilnng  sehr  geeignet,  das  Verständnis  für  das  in  den  Vor- 
lesungen Vorgetragene  zu  fordern. 

Potsdam.  A.  Börsch. 
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Arithmetik  nnd  Analygis. 

AaTRBfliK,  Ph.,  Traitä  g^n^ral  fchäoriqne  et  pratiqne  des  aBsuraiices  mutaelles. 
T.  I.    In-8».    Paris,  Fontemoing.  Fr.  6. 

FouRBET,  £.,  R^cr^ations  arithm^tiques.    2«  ^d.    In-8^    Paris,  Nonj.        Fr.  3.60. 

EoLL,  Otto,  Die  Theorie  der  Beobachtungsfehler  nnd  die  Methode  der  kleinsten 
Qnadrate  mit  ihrer  Anwendung  auf  die  Qeodäsie  nnd  die  WassermeBsungen. 
2.  Anfl.     Lex.  8^     XII,  328  n.  31  S.     Berlin,  Springer. 

M.  10,  geb.  in  Leinw.  M.  11.20. 

Spöhbeb,  C,  Das  höhere  kaufmännische  Rechnen.  3.  Aufl.  8^  VI,  194  S.  Stutt- 
gart, Nitzschke.  geb.  in  Leinw.  M.  i. 

Vogt,  H.,  Elements  de  inath^matiques  sup^rieures  ä  Tusage  des  physiciens^ 
chimistes  et  ing^nieurs  etc.    Gr.  in-8^.    Paris,  Konj.  Fr.  10. 

Astronomie)  Geodftsie^  Nautik. 

CoMBTocx,  GxoROB  C,  A  text-book  of  Astronomy.  8to,  pp.  402.  London,  Hinch- 
feld.  7  8.  6  d. 

QvsoYüxOj  GiAc,  Nuovo  metodo  per  determinare  la  longitudine  oon  le  distanxe 
lunari  senza  ridurre  la  distanza  apparente  in  distanza  vera  e  geocentrio. 
8^  fig.   p.  7.    Bari,  Laterza  e  figli. 

Graff,  E.,  Formeln  und  Hilfstafeln  zur  Reduktion  von  Mondbeobachtungen  nnd 
Mondphotographien   für   selenographische  Zwecke.    Diss.    Berlin.    4*.    48  S. 

Erbutz,  Hbikr.,  Untersuchungen  über  das  System  der  Eometen  1843  I,  1880  I  und 
1882  n.  3.  Tl.  (Abhandlungen,  astronomische,  als  Ergfinzungshefle  zn  den 
astronom.  Nachrichten  hrsg.,  Kr.  1.)  gr.  4^.  lY,  94  S.  Hamburg,  Maoke 
Söhne.  M.  9. 

Laussrdat,  A.,  Recherches  sur  les  Instruments,  les  M^thodes  et  le  Dessin  topo- 
graphiques.  T.  11.  (Ire  partie).  Gr.  in-8^  avec  61  flg.,  16  pl.  Paris,  Ganthier- 
ViUars.  Fr.  10 

MARcuAin),  JüLBs,  Partage  des  terrains.  Arpentage,  lev^  des  plans  et  niTellement 
In-8®.    Louvain,  üystpruyst.  Fr.  4, 

MüLLRR,  Jobs.,  Bestimmung  der  Bahn  des  Eometen,  1897  I.  (Astronom.  Abhandlgn. 
Nr.  2.)    gr.  4^  24  S.    Hamburg,  Mauke  Söhne.  M.  2.50 

Darstellende  Geometrie. 

BRirrnoF,  N.  et  Brsithof,  Franz,  Traitä  de  g^om^trie  descriptive.    Premiere  partie. 

Texte:  point,  droite,  plan.    4«  ^d.   In-8*^  avec  atlas  in-4^  de  24  pl.    Louvain, 

üystpruyst.  Fr.  9. 

HiTTENxoFRR,  M.,  Angewandte  (architektonische)  Schattenlehre.    (Methode  HitUn- 

kofer  Nr.  10.)    4.  Aufl,   Mit  45  Abbildgn.  in  der  Beschreibg.  —  Unterweieungen 

und  Aufgaben.    Lex.  8^     25  S.    Strelitz,  Hittenkofer. 

M.  1.80.  —  16  Obungsblätter  dazu,  gr.  i\    M.  4.80. 
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tiegohiclite. 

Camtor,  Mob.,  Yorlesongen  über  Gteschichte  der  Mathematik.    DL  Bd.    3.  Abtlg. 

AbBchn.  XVm.    (1726—1768).    Mit  72  Textfig.    2.  Aufl.   gr.  8*    X,  S.  493— 928. 

.   Leipzig,  Teubner.  M.  12.40. 

Hoppe,  Edm.,  Zur  Geschichte  der  Femwirkung.    Progr.  gr.  4^,  26  S.    Hamburg, 

Herold.  M.  2. 

Meelianlk. 

Afpbll,  P.,  Traitä  de  m^canique  rationelle.  T.  IH:  Equilibre  et  mouvement  des 
milieux  Continus  (Premier  fascicule).  Paris,  Gauthier-Yillars.  Prix  du  volume 
compiet  pour  les  souscripteurs.  Fr.  16. 

BssooEN,  J  VAN  DER,  Loerboek  der  mechanica.  Met  vele  opgeloste  vraagstukkeu 
en   opgaven.     Gr.  8^.     8   en   192   blz.   m.    120  fig.     Groningen,   Noordhoff. 

F.  2.26. 

FöppL,  Aüo.,  Bäsistance  des  mat^aux  et  ^läments  de  la  throne  math^matique 
de  r^asticitä,  traduit  de  Tallemand  par  E.  Hxhn.  Gr.  in-8^  avec  74  figures. 
Paris,  Gauthier-Yillars.  Fr.  16. 

Futsch,  H.,  Eulers  Darstellung  der  Undurchdringlichkeit  als  Quelle  von  Erilften 
weitergeführt.    Progr.  Königsberg  i.  Pr.    4*.    16  S. 

Kkck,  W.^  Fragen  über  die  wichtigsten  Gegenstände  aus  dem  Gebiete  der  Mechanik. 
4.  Aufl.   gr.  8".    16  S.    Hannover,  Helwing.  M.  —.60. 

KoscHLDr,  Baxi,  Formeln  und  Tabellen  zum  Gebrauche  bei  der  Berechnung  von 
Eonstruktionsteilen  auf  Zug,  Druck  (Knicken)  und  Biegung.  Schmal  gr.  8^ 
Y,  97  S.  m.  Fig.    Zürich,  Rascher..  geb.  in  Leinw.  M.  4.80. 

KoicHLiH,  Rbh:^,  Formules  et  tableaux  pour  le  calcul  de  pi^es  de  construction, 
ä  la  traction,  k  la  compression  (flambage)  et  ä  la  flexion.  In-8^.  Paris, 
B^ranger.  Cart.  Fr.  6.60. 

M6li.er-Beb8lau,  Hsihb.  f.  B.,  Die  graphische  Statik  der  Baukonstruktionen.  3.  Aufl. 
1.  Bd.   gr.  8^   Ym,  664  S.  m.  641  Textfig.  u.  7  lith.  Taf.   Leipzig,  Baumgärtner. 

M.  18,  geb.  M.  20. 

Pab^udeb,  Ebnest,  Cours  de  m^canique  analytique.  T.  I.  Yecteurs.  Gin^matique; 
statique  et  dynamique  du  point.    In-8^.    Louvain,  Ujstprujst.  Fr.  10. 

PuLTEBR,  GusT.,  Die  Mechanik  der  Atome,    gr.  8^    lY,  97  S.    Berlin,  Krayn. 

M.  2.60. 

R^sAL,  Jeah,  Stabilit^  des  constructions.  Cours  de  T^cole  des  ponts  et  chauss^s. 
Gr.  in-8»  avec  242  fig.     Paris,  Baudry.  Fr.  20. 

Schubert,  Herm.,  Theorie  des  Schlickschen  Massen- Ausgleichs  bei  mehrkurbeligen 
Dampfmaschinen,    gr.  8^.     132  S.  m.  Fig.    Leipzig,  Göschen.  M.  12. 

Schulze,  P.,  Über  asymmetrische  Schwingungen  um  eine  Lage  stabilen  Gleich- 
gewichts.   Diss.     Greifswald.     %^.    97  S.  m.  21  Fig. 

YiBREjfDEL,  A.,  Cours  de  stabilitä  des  constructions.  T.  lY.  Chaipentes  articul^es. 
Gr.  in-8«  avec  fig.  et  1  pl.    Paris,  Y«  Dunod.  Fr.  3.76 

ZnnffEBMAMif,  Über  Baumfachwerke.  Neue  Formen  und  Berechnungsweisen  für 
Kuppeln  und  sonstige  Dachbauten,  gr.  8^.  YI,  93  S.  m.  Abb.  Berlin,  Ernst 
&  Sohn.  M.  8,  geb.  in  Leinw.  M.  9. 

Physik. 

BouBsoiBSQ,  J.,  Th^rie  analytique  de  la  chaleur.  Mise  en  hannonie  avec  la 
thermodynamique  et  avec  la  th^orie  m^canique  de  la  lumiäre.  T.  I.  (Aura 
2  volumes.)  Problämes  g^n^raux.  Gr.  in-8^  avec  14  fig.  Paris,  Gauthier- 
Yillars.  Fr.  10. 

FoiTsoHBrrTE,  DIE,  der  Physik  im  J.  1900.  Dargestellt  von  der  deutschen  physikal. 
Gesellschaft.  66.  Jahrg.  3.  Abt.  Kosmische  Physik  gr.  8^  XLVIU,  472  S. 
Braunschweig,  Yieweg  &  Sohn.  M.  18. 

Zfitoohiift  f.  lUthemMUc  u.  Physik.  46.  Band.  1901.  4.  Htft.  83 
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Da8§slbs,  66.  Jahrg.    1.  Abt.   Physik  der  Materie,   gr.  8^   XXXVI,  357  S.  EbendA. 

IL  15. 
Gaoss,  L;,  Trait^  d'^ectricit^.    T.  I.    (Aura  8  YolTunes.)    Gr.  in-d«"  avec  US  fig. 

Paris,  Desforges.  Fr.  8. 

Gbiffiths,  E.  H.,   The  thermal  measurement  of  energy.     Lectores  delivoed  at 

the  PhiloBOphical  Hall,  Leeds.    Gr.  8vo,  pp.  186.     Cambridge,  Univ.  Press. 

2  8. 

Erüobb,  J.,  Über  den  Einflnls  der  Temperatur  auf  die  Wärmeleitung  Ton  Gläseni. 

Diss.    Jena.    8^    44  S.  m.  6  Fig. 
Mjltüschex,  J.,  Praktische  und  theoretische  Bedeutung  der  Stadien  über  niedere 

und  extrem  niedere  Temperaturen.    Progr.  Trautenau.    8^.    19  S.  m.  6  Fig. 
PsLLAT,  H.,  Cours  d'^lectriciti^  (Cours  de  la  Facultä  des  sciences  de  Paris).   T.  I: 

Electrostatique.     Lois  d'Ohxn.     Thermo-älectricit^.     Gr.  in -8®   avec  146  fig. 

Paris,  Gauthier -Villars.  Fr.  10. 

Plsssen,  E.  y..  Über  den  EinfluTs  suspendierter  Teilchen  auf  den  Auftrieb  einer 

Flüssigkeit.    Diss.    Greifswald.    8^    40  S. 
PuscHL,  K.,  Über  das  Wesen  der  Wärme.    Progr.  Seitenstetten.    8^    9  8. 
RoBDr,  G.,  Oeuvres  scientifiques,  räunis  et  publikes  sous  les  auspices  du  minist^ie 

de  rinstruetion  publique  par  Louis  Ri^FT.    Physique.    In- 8^  en  2  fasdcoles. 

Paris,  Gauthier-Yillars.    Physique  mathämatique.  Fr.  6. 

Thermodynamique  g^närale.  Fr.  9. 

Thompson,  Sylvamus  P.,  Courants  polyphas^s  et  altemomoteurs.    Traduction  par 

E.  BoisTEL.    2e  ^d.    Gr.  in-8^  avec  369  fig.    Paris,  B^renger.         Bei.  Fr.  25. 
WsBBB,  Heinb.,  Die  partiellen  Differential-Gleichungen  der  mathematischen  Physik. 

Nach  Riemanns  Vorlesungen  in  4  Aufl.  neu  bearb.    IT.  (Schlufs)  Bd.    gr.  8^ 

XI,  627  S.  m.  Abb.    Braunschweig,  Yieweg  &  Sohn. 

M.  10,  geb.  in  Halb&z.  M.  11.60. 

Tafeln. 

Gbbve,  Emil,  Vierstellige  logarithmische  u.  trigonometrische  Tafeln,  nebst  mathe- 
matischen u.  naturwissenschaftlichen  Hilfstafeln.  Schmal  gr.  8^  XU,  178  S. 
Glogau,  Flemming.  Geb.  in  Leinw.  M.  2.50 

PiTz,  H.,  Vierstellige  Logarithmentafeln.  3.  Aufl.  gr.  16<^.  18  u.  2  S.  Gielsen 
1902,  Roth.  M.  —.40. 

Rdsm's  Rechentabellen  für' Multiplikation.  2.  Aufl.  Lex.  %^.  Vm  S.  u.  99  Doppels. 
München,  Reinhardt.  M.  6,  geb.  M.  7.60. 

ScHBBEB,  Zweistellige  Multiplikationstafel  zum  Gebrauch  im  Bureau,  Comtoir  u.  8.  w. 
Fol.  (4  Bl.).    Kassel  (Königsthor  23,  II).    Selbstverlag.  Auf  Leinw.  M.  2. 

SoüiLLAoouBT ,  F.,  Tablos  du  point  auxiliaire  pour  trouver  rapidement  la  hanteur 
et  Tazimut  estim^s,  suivies  dW  recueil  nouveau  de  tables  nautiques.  In -8^. 
Toulouse,  Privat.  Fr.  12. 

VersohiedeneB. 

BiooüRDAN,  G.,  Le  Systeme  m^trique  des  poids  et  mesures,  son  Etablissement  et  ss 
propagation  graduelle.  Petit  in-8'^.  17  fig.  et  10  pl.  ou  portr.  Paris,  Gaathier- 
Villars.  Fr.  10. 

Jahbbuch  üb.  die  Fortschritte  der  Mathematik.  80.  Bd.  Jahrg.  1899.  1.  HfL  gr.  8^ 
432  S.    Berlin,  Reimer.  M.  13.^- 

MüLLEB,  Fbl.,  Mathematisches  Vokabularium  französisch -deutsch  und  deutscfa- 
französisch,  enth.  die  Kunstausdrücke  aus  der  reinen  u.  angewandten  Mathe- 
matik.   2.  Hälfte.    Lex.  8^    IX— XIV,  S.  133—316.    Leipzig,  Tenbner. 

M.  11  (vollständig  in  1  Leinw.-Bd.  M.  20). 

RipxBToiBB  bibliographique  des  sciences  mathämatiques,  10«  sMe.  In-32.  Puii, 
Gauthier-Villars.  Fr.  2. 
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Mathematik,  die  im  Jalire  1900  in  technischen  Zeitschriften 

erschienen  sind. 

Znsammengestellt  von  E»  Wölffino  in  Stuttgart. 
Abkürsongen  far  die  Titel  der  ausgezogenen  Zeitschriften. 


A.B.    (Wiener)  Allgemeine  Bauzeitong, 

Jahrgang  65. 
A.E.R.J.  American  Engine  and  Railroad 

Journal,  toI.  74. 
A.6.B.   (Glasers)  Annalen  fOr  Gewerbe 

und  Bauwesen,  Band  46  und  47. 
Ab.M.   American  Maschinist  vol.  23. 
A.P.Ch.  Annales  des  ponte  et  chauss^es, 

e^rie  10.  ann^e. 
B.   The  Bnilder,  toI.  77  und  78. 
€.B.    Centralblatt    der  Bauverwaltong, 

Jahrgang  20. 
D.B.  Deutsche  Bauzeitung,  Jahrgang  S4. 
Eg.   Engineering  vol.  69  und  vol.  70. 
6.1.   Gesundheiteingenieur,  Jahrgang  23. 
J.6.W.    (Schillings)   Journal    fOr   Gas- 
beleuchtung   und    Wasserversorgnng, 

Jahrgang  43. 
M.I.C.   Memoire«  de  la  Soci^tä  des  In- 

fdnienrs  Civiies  de  France,  1900. 
.E.   Organ  für  die  Fortschritte  des 
Eisenbahnwesens  66. 
P.J.   (Dinglers)  Polytechnisches  Journal, 
Band  315. 


Sehw.  B.      Schweizerische    Bauzeitung, 

Band  35  und  36. 
T.B.   Technische  Blätter,  Jahrgang  31, 

Heft  4;  Jahrgang  32,  Heft  1—3. 
y.y.Cf.   Verhandlungen  des  Vereins  för 

Gewerbfleifs,  Jahrgang  79. 
Z.A.I.    Zeitschrift  für  Architektur  und 

Ingenieurwesen,   Hannover,   Heftaus- 

ffabe,  Band  46. 
Z.5.    Zeitschrift  fQr   Bauwesen,   Jahr- 

fing  50. 
.     Zeitschrift    für     Elektrochemie, 

Bande. 
Z.  €f.    Zeitschrift     für    Gewässerkunde, 

Band  3. 
Z.K.   Zeitschrift  für  die  gesamte  Kälte- 
industrie, Jahrgang  7. 
Z.$.I.A.y.    Zeitschrift    des    Österreich. 

Ingenieur-     und     Architektenvereins, 

Jahrgang  52. 
Z.y.  D.  f.  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher 

Ingenieure,  Band  44. 
Z.W.  Zeitschrift  für  Werkzeugmaschinen, 

Band  4. 


AerodyBamik. 

l.RKotfaM.  Winddmck.  Z.V. D.I. 
44.  1021. 

2.  F.  Heing.  Grandlagen  der  Flug- 
lehre.    P.J.  315.  207;  223. 

Arithmetik  9  politisclie. 

9.  Ä.  Buhle  van  Lüienstem.  Zur  Be- 
stimmung der  Beförderungskosten  im 
EisenVahnbetriebe.     Z.A.I.  (2)  5.  209.. 


Dynamik. 

4.  Schubert.  Formeln  für  StOfse  von 
Blechträgem.    G.B.  20.  279. 

5.  V.  Fischer.  Die  Dampfinaschine 
als  monocyclisches  System  behandelt. 
P.J.  315.  485. 

6.  0.  SMick.  The  balancing  of  steam 
engines     Eg.  69.  472;  531. 

7.  /.  Maefarlane  Gray.  Graphic 
method  of  balancing  marine  engmes. 
Eg.  69.  487. 
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8.  Lorenz.  The  unformity  of  toming 
moments  of  marine  engines.  Eg.  69. 
503;  529. 

9«  E.  Brau/8.  Rotierende  Maschinen- 
teile.   Z.K.  7.  281. 

10.  F.  G6pd.  Die  Bestinunting  des 
üngleichfdrmigkeitsffrads  rotierender 
Maschinen  dim^h  das  Stinungabelver- 
fahren.     Z.Y.D.I.  44.  1859;  1431. 

11.  M.  Enfalin.  Zur  FVage  der 
SpannnngsverhältniBse  in  einem  ro- 
tierenden Schleifstein.  Z.  Y.  D.  I.  44. 
1577. 

12.  Ä.  L.  de  Leeuto.  Some  points 
abont  catting  spiral  gears.  Am.  M.  28. 
80. 

18«  H.  Hefs.  Planer  conntershafb 
location.    Am.M.  23.  477. 

14.  A.  lt.  dt  Leeutp.  Planer  connter- 
shafbs.    Am.  M.  23.  687. 

Ib.  WittfeHd.  Über  wirtschaftlich  Tor- 
teilhafteste  Lokomotiven.    G.B.  20.  205. 

16.  F.  J.  Cole.  Locomotive  design. 
A.E.R.J.  74.  807. 

17.  Pforr.  Bewegongsverhältnisse  von 
Eisenbahnzügen.    G.B.  20.  46. 

18.  C.  ScMüfs.  Über  den  Wirkungs- 
ffrad  der  Spindelbremsen  von  Eisenbahn- 
fahrzeugen.   Z.O.I.A.y.  52.  225. 

19«  E.  Lang.  Einschaltung  einer 
Weiche  mit  gekrümmtem  Hauptgeleise 
in  einen  Kreisbogen.  O.F.E.  (2)  87.  8; 
82. 

20.  B.  Petersen.  Über  die  Gesetze, 
welche  der  Fahrgeschwindigkeit  auf 
Eisenbahnen  durch  die  Flienkrafb  in 
Bahnkrümmungeng^etzt werden.  O.F.E. 
(2)  87.  155. 

21.  W.  Bitter,  Die  Richtersweiler 
Holzriese.    Schw.B.  85.  199;  218. 

22.  C.  J.  KriemUr,  Die  ümlegnng 
eines  Kamins.     Schw.B.  86.  250. 

Elastizit&ts-  und  Festigkeitslelire. 

28.  J.  Kühler.  Die  richtige  Knick- 
formel. Z.V. D.I.  44.  82;  738.  —  Kriem- 
ler     1182 

24.  J.  Kiibler.  Die  richtige  Knick- 
formel. D.B.  34.  58;  368.  —  Kriemler. 
611. 

25«  Ä,  Franeke.  Einiges  über  Knick- 
spannungen.     Z.A.I.  (2)  5.  289. 

26.  Harel  de  la  NoS.  D^formations 
et  conditions  de  la  rnpture  dans  les 
Corps  solides.    A.P.  et  Ch.  (7)  X  B.  180. 

27.  0.  M(^.  Welche  Umstände  be- 
dingen die  Elastizitätsgrenze  und  den 
Bruch  eines  Materiales?  Z.YD.I.  44. 
1524;  1572. 


28.  E.  Grafstrom.  Fibre  stresses  dne 
to  impact.    A.E.R.J.  74.  17. 

29«  K.  Hager.  Die  SpanniingBver- 
teilung  in  ehwtischem  Material  D.B. 
84.  180. 

80.  -r-.  CriterioBS  in  strength.  Eg. 
70.  241. 

81«  — .  Details  of  stmctural  iron  and 
Steel.  B.  78.  18;  41;  65;  89;  118;  171; 
191;  218;  244;  269;  295;  824;  349;  379; 
404;  424;  447;  470;  495;  528;  546;  669; 
591;  619;  649. 

82.  W.  Schäle.  Festigkeit  imd 
Elastizität  gewölbter  Platten.  P.J.  815. 
661. 

88.  F.  BofihjÜhen.  Die  rechnerische 
Ermittlung  der  Spannungsgrenzlinie  in 
Mauerquerschnitten  bei  Ausschlnis  von 
Zugspannungen.    C.B.  20.  242. 

84.  M.  Grübler.  Ringspannungen  Tind 
Zugfestigkeit.    Z.Y.D.I.  44.  1157. 

86.  F.  Leitemann.  Eine  Aufgabe  aoi 
der  Stofselastizität  und  -Festigkeit.  Z.T. 
D.I.  44.  417;  514. 

86.  B.Ä.  Bruce.  Fiat  Springs.  Am.M. 
28.  688. 

87.  E.  Grafetrom.  Ghmhical  treat^ 
ment  of  helical  Springs.  A.E.R.  J.  74. 86. 

88.  A.  Franeke.  Einiges  über  Stab- 
biegung.   G.B.  20.  485. 

89.  0.  KcHda.  Über  die  Durchbiegang 
einfacher  Tr&ger.    T.B.  82.  70. 

40.  Bamisdi.  Ermittelung  der  Glei- 
chungen der  elastischen  Lmien  ebes 
auf  2  Stütepunkten  ruhenden  und  mit 
Einzellasten  yersehenen  TrSgen  ▼od 
überall  gleichem  Querschnitte.  Z.O.I 
A.V.  52.  91. 

41«  Bamiech,  Neue  Bestimmung  der 
Spannkräfte  in  den  Stäben  eines  be- 
sonderen Trägers.    C.B.  20.  106. 

42.  Ä.  Franeke.  Zeichnerische  Dar- 
stellung der  elastischen  Durchbiegong 
der  Bogenträger.    Z.B.  50.  289. 

48.  Ä.  Vierended.  Th^rie  g^rale 
des  poutres  ^astiques.  M.  L  C.  58.  II. 
168. 

44.  C.  F.  Blake.  The  siarength  of 
I-beam  girders.    Am.M.  28.  959. 

45.  Camerer.  Beitiäge  zur  Scfarauben- 
rechnung.    Z.Y.D.I.  44.  1063. 

46.  P.  Bev.  Charpentes  m^talliqnes 
de  la  salle  des  flfttes  de  Texpodtion  de 
1900.    M.I.C.  5811.  449. 

C  (47.  A.  Bantfin.  Zur  Beurteilung  von 
Expansionsschiebersteuemngen.  Z.  v  D.  L 
44.  868. 

48.  G.  Huguenin.  Untersuchung  dsr 
Knickfestigkeit  von  Kolbenstangen.  Schv. 
B.  85.  85. 
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49.  B.  Stanzer.  Propellor  shafts. 
Eg.  69.  636. 

M.  Pregel.  Der  gespannte  Hohl- 
zylinder.     P.J.  815.  463;  476. 

51.  A.  Pettersan.  Cylinders  under 
internal  pressure.    Am.M.  23.  169. 

62.  W.  S<Mle.  Über  die  Bean- 
spnichnng  von  Schleifsteinen  durch  die 
Zentrifrigalkraft.    P.J.  316.  3T. 

58.  — .  Der  Einflufs  der  Eiseneinlagen 
auf  die  Eigenschaften  des  Mörtels  und 
Betons.     Schw.B.  36.  236. 
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Theorie  der  Betoneisenkonstraktionen. 
Schw.B.  36.  93;  101;  109;  129. 

55.  B.  Musiöl.  Das  Ziehen  anf  Zieh- 
pressen in  Theorie  und  Präzis.  P.J. 
316.  428. 

56.  G,  Mantel.  Die  Standfestigkeit 
von  Brficken  anf  Pendelsänlen.  C.  B.  20. 
289.  —  W.  Cauer  412. 

57*  C.  Bach.  Über  die  Proportionali- 
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58.  A.  Ehrlich.  Die  Förderung  mit 
Treibscheibe.     Z.V. D.I.  44.  676. 

59.  A.  Francke.  Der  Einflufs  wage- 
rechter Seitenkräfte  auf  die  Veränderung 
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66;  79. 
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keitsberechnung  der  Kesselwände.   Z.  0. 
I.A.V.  62.  668.  697. 

64.  G.  Barkhausen.  Neuere  Formen 
▼on  Flüssigkeitsbehältem.  Z.V. D.I.  44. 
1694;  1681. 
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de  r^stance  d'une  carcasse  de  porte 
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Elektroteclmik. 

66«  B.  Metcee.  Das  Dopplersche  Prin- 
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gesetz Webers.    P.J.  816.  296. 

67.  B.  Mewes.  Die  Farad ay-Marwell- 
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Helmholtzschen  Absorptionstheorie.  P.J. 
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192;  676;  696. 
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Mitteilung. 

Von  dem  vorliegenden  Heffce  ab  werden  die  von  Moritz  Camtob  be- 
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geeigneter  Beiträge,  umfangreichere  Arbeiten  werden  wie  bisher  Hefte  f&r 
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Vorwort. 


Da  ich  nun  einmal  in  Baumeister's  Handbuch  der  Erziehungs-  und 
Unterrichtslehre  die  Mathematik  bearbeitet  habe,  —  wenngleich,  wie  mein 
hochverehrter  früherer  Chef  bezeugen  wird,  ich  hier,  wenigstens  für  die 
Realschulen,  erst  eingetreten  bin,  nachdem  eine  Reihe  anderer,  ich  nenne 
Bertram  und  Lampe,  abgelehnt  hatten  —  so  erfordert  es  die  Konse- 
quenz, dafs  ich  gewissermafsen  als  Fortsetzung  und  Abschluls  meiner  Me- 
thodik und  Didaktik  die  Lehrer  auf  den  erhabenen  Meister  aller  mathe- 
matischen Pädagogik  hinweise,  der,  in  Deutschland  wenigstens,  in  eine 
ganz  unverdiente  Vergessenheit  geraten  ist.  Man  mag  über  die  ver- 
schiedenen Arten  der  9-kla8sigen  Lehranstalten  und  ihre  Berechtigungen 
denken,  wie  man  will,  und  ebenso  über  die  Notwendigkeit  des  griechi- 
sc*hen  Unterrichts  und  der  Verba  auf  m  in  den  höheren  Schulen,  aber 
ein  Unterricht  an  irgend  einer  dieser  Anstalten,  der  nicht  ganz  und  gar 
von  hellenischem  Geist  durchtrankt  ist,  ist  für  die  Geistes-  und  Herzens- 
bildung keinen  Schufs  Pulver  wert.  Und  das  gilt  ganz  besonders  für 
die  Mathematik,  die  ja  jetzt  auch  noch  die  philosophische  Propädeutik 
ersetzen  mufs,  wenn  sich  auch,  wie  ich  erst  vor  kurzem  ausgesprochen, 
zur  2ieit  die  Neigung  zeigt,  die  Mathematik  nicht  etwa  von  dem  „prak- 
tischen^'  Standpunkt  des  Architekten  und  Ingenieurs,  sondern  von  dem 
noch  praktischeren  des  Maurerpoliers  und  Zimmergesellen  zu  betreiben. 
Da  wird  die  Trigonometrie  zerrissen  und  auf  drei  verschiedene  Klassen 
verteilt,  der  Binom  auf  ganze  Potenzen,  wo  er  zwecklos  ist,  beschränkt; 
da  wird  in  der  El.  II  den  Schülern  ein  buntscheckiges  Sammelsurium 
von  Brocken  vorgeworfen,  der  Untersekundaner  wird  auf  Logarithmen- 
aufschlagen  dressiert,  und  der  gymnasiale  Primaner  soll  mit  Storch- 
schnabel und  Rechenschieber  handwerkem. 


VI  Vorwort. 

Von  einem  wirklichen  Einblick  in  den  Zusammenhang  der  Ele- 
mentarmathematik kann  und  soll  nicht  die  Rede  sein.  In  den  Real- 
und  noch  mehr  in  den  Oberrealschulen ,  am  meisten  aber  in  dem  be- 
rühmten sogen.  Reform-Gymnasium  wird  gerade  den  jungem  Schülern 
der  f&r  Knaben  so  schwer  yerdauliche  Stoff  in  einer  Fülle  zogefOhrt, 
die  .  bei  der  grofsen  Menge  nur  Ekel  erzeugen  kann.  Vier  Stunden 
reiner  Mathematik  in  allen  Klassen  aller  höheren  Lehranstalten  sind 
nötig,  aber  auch  hinreichend. 

Nach  mehr  als  dreifsigjähriger  Lehrthätigkeit  kann  ich  nur  sagen^ 
es  giebt  für  die  Geometrie,  wenn  ein  propädeutischer  Unterricht  in  der 
Quarta  vorausgegangen  ist,  keinen  besseren  Lehrgang  ab  den  des 
Euclid,  wenn  der  Lehrer  den  Einblick  in  den  so  durchsichtigen  als 
einfachen  Aufbau  der  Elemente  sich  angeeignet  hat,  und  den  Sckülem 
diesen  Aufbau  genetisch  klar  machen  kann. 

Was  die  Herausgabe  selbst  betrifft,  so  habe  ich  die  Definitionen^ 
Petita,  Axiome  so  wörtlich  als  möglich  übersetzt-,  Zusätze  meinerseits 
durch  eckige  Klammern  gekennzeichnet  und  unübersetztes  aus  dem 
Euclid  durch  runde.  Von  den  Beweisen  und  Konstruktionen  sind  nur 
die  wichtigsten  wortgetreu.  Die  Breite  der  Darstellung,  welche  bei 
Euclid  angebracht  ist,  da  es  sich  um  ein  Kollegienheft  zum  münd- 
lichen Vortrag  handelt,  wobei  die  Wiederholung  des  Resultats  nötig, 
ist  beim  Druck,  um  mit  Saccheri  zu  reden,  ein  Makel,  und  ich  glaubte, 
wie  schon  Lorenz  und  Mollweide  gethan,  den  Euclid  „von  jedem 
Makel  befreit^'  edieren  zu  sollen.  Soviel  wie  möglich  habe  idi  für 
das  erste  Buch  Proclus  ausgenutzt,  es  stand  mir  aufser  dem  griech. 
Text  von  Friedlein  nur  die  lat.  Übersetzung  des  Barocci  von  lööTi 
zu  Gebote,  die  gerade  in  allen  kritischen  Fällen  nur  Worte  giebt 

Sollte  diese  Herausgabe  die  Lehrerwelt,  die  der  Hochschulen  ein- 
geschlossen, für  das  Studium  des  Euclid  und  der  griech.  Geometrie 
interessieren,  so  wäre  ihr  Zweck  erreicht 
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§  1- 

Biographisches. 

Von  dem  Verfasser  des  Werkes^  das  unter  allen  mathematischen 
Schriften  anf  das  Geistesleben  der  Menschheit  den  weitaus  gröfsten 
Einflufs  gehabt^  ist  nicht  einmal  der  Ort  und  die  Zeit  seiner  Geburt 
und  seines  Todes  bekannt.  Seinen  Zeitgenossen  und  der  nächstfolgen- 
den Generation  war  Euclid  schlechtweg  der  ^^Stoicheiötes^  der  Verfasser 
der  Elemente,  und  bald  ging  die  Kunde  seiner  Personalien  verloren. 
Viele  Jahrhunderte  hindurch  ist  er  mit  dem  Philosophen  Euclid  Ton 
Megara  yerwechselt  worden,  der  nach  dem  Tode  des  Sokrates  dessen 
Schule  zusammenhielt,  und  dieser  Irrtum  findet  sich  schon  bei  Vale- 
rius  Maximus  um  30  n.  Chr.  und  ist  dort  aus  einer  &l8chen  Auffassung 
einer  Stelle  bei  Geminus  (im  Proclus  Friedl.  S.  68)  entstanden. 

Das  Wenige,  was  wir  von  ihm  wissen,  verdanken  wir  einer  Stelle 
bei  Proclus,  der  etwa  um  450  n.  Chr.  einen  uns  erhaltenen  Kommentar 
zum  1.  Buch  der  „Elemente^'  verfafste  (Priedlein  S.  68):  „Nicht  viel 
jfinger  als  diese  (Hermion  und  Philippos,  der  Schüler  Piatons)  ist  Euclid, 
der  die  Elemente  (Stoicheia)  verfafste,  wobei  er  vieles,  was  von  Eu- 
doxoB  herrührt,  in  systematischen  Zusanmienhang  brachte,  vieles,  was 
Theätet  begonnen,  vollendete  und  aufserdem  vieles,  was  früher  ohne 
die  nötige  Strenge  bewiesen  wurde,  auf  unantastbare  Beweise  zurück- 
führte. Es  hatte  aber  der  Mann  seine  Blütezeit  unter  Ptolemaios  dem 
ersten.  Denn  Archimedes,  dessen  Lebenszeit  sich  an  die  des  ersten 
Ptolemaios  anschliefst,  erwähnt  des  Euclid  [Arch.  peri  sph.  kai  ky. 
Heiberg  I,  2  p.  14],  und  zwar  erzählt  er:  Ptolemaios  frug  einmal  den 
Euclid,  ob  es  nicht  einen  bequemeren  Weg  zur  Geometrie  ^be,  als 
den  durch  die  „Elemente'^  Jener  aber  antwortete:  Zur  Geometrie 
giebt   es   für    Konige    keinen  Privatweg.     Er   ist   also    jünger  als  die 
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2  §  1.    Biographisches. 

[unmittelbaren]  Schüler  des  Piaton  und  alter  als  Eratosthenes  und 
Archimedes." 

Demnach  ergiebt  sich  für  Enclid  etwa  300  y.  Chr.  als  Zeit  semeB 
Mannesalters.  Zur  Charakterisierung  des  Euclid  haben  wir  noch  eine 
Stelle  bei  Stobaios^  welche  Heiberg  (Litteraturgesch.  Studien  über  Euc. 
Leipz.  1882)  anführt:  Jemand,  der  angefangen  hatte,  bei  EueUd  Geo- 
metrie zu  treiben,  finig,  nachdem  er  den  ersten  Satz  (der  Elemente) 
gelernt  hatte,  was  habe  ich  nun  davon,  dafs  ich  das  gelernt  habe. 
Euclid  rief  seinen  Sklaven  und  sagte:  6ieb  ihm  3  Obolen,  da  er  lerot, 
um  Profit  zu  machen. 

Die  Stellen  zeigen  uns,  dafs  Euclid  in  der  Tradition  seines  Volkes 
als  ein  hochgesinnter,  rein  der  Wissenschafk  hingegebener  Mann  lebte. 


§  2. 
Die  Schriften  des  Enklid  aufser  den  Elementen. 

Wir  geben  zunächst  eine  Besprechung  der  Schriften  des  Eadid, 
wie  sie  teils  von  Proclus,  teils  von  Pappus,  dem  Verfasser  der  fÖr  die 
Hellenische  Mathematik  und  ihre  Geschichte  so  wichtigen  EoUekiianeeiL 
erwähnt  werden,  und  folgen  dabei  im  wesentlichen  dem  dänischen  Ge- 
lehrten Heiberg,  von  dem  die  letzte  und  zur  Zeit  mafsgebende  Ausgabe 
der  „Elemente"  herrührt. 

Im  griechischen  Urtext  sind  erhalten:  a)  die  Dedomena  (lai  Data), 
Gegebenes,  mit  einer  Vorrede  des  Marinus  von  Neapolis  in  Palästina^ 
einem  Schüler  des  Proclus.  Die  Echtheit  des  Textes  wird  durch  die 
Inhaltsangabe  bei  Pappus  (300  n.  Chr.)  bestätigt,  welche  im  wesent- 
lichen mit  dem  Text  der  Codices  übereinstimmt.  Die  Schrift  enthält 
95  Sätze  (Pappus  90),  welche  aussi^en,  dals,  wenn  gewisse  geom.  Ge- 
bilde gegeben  sind,  andere  dadurch  ebenfalls  gegeben  sind;  also  eine 
Art  geom.  Funktionentheorie.  Beispiele  Satz  2:  Wenn  eine  ge- 
gebene Gröfse  zu  einer  zweiten  ein  gegebenes  Verhältnis  hat,  so  ist 
die  zweite  ebenfalls  gegeben. 

S.  33.  In  einem  gegebenen  Streifen  ist  durch  die  Winkel,  weldie 
eine  Querstrecke  mit  den  Grenzen  bildet,  die  Länge  der  Querstrecke 
gegeben. 

Dem  Inhalt  nach  gehen  die  Data  nicht  über  die  „Elemente''  hin- 
aus, doch  war  eine  solche  Zusanmienstellung  praktisch  im  hohen  finde 
wertvoll  für  die  Anwendung  der  seit  Piaton    sich   immer  mehr  aus- 


§  2.    Die  Schriften  des  Euclid  auDser  den  Elementen.  S 

breitenden  analytischen  Methode,  deren  Wesen  gerade  darin  besteht, 
die  durch  die  gegebenen  Stücke  mitbestimmten  Punkte,  Linien,  Fi- 
guren aufzusuchen,  bis  man  zu  einer  konstruierbaren  Nebenfigur  gelangt. 
Die  Data  sind  daher  eine  eng  an  die  Elemente  sich  anschlielsende  An- 
leitung zum  Konstruieren  nach  der  analytischen  Methode,  etwa  ent- 
sprechend unserm  Petersen. 

Erhalten  ist  unter  dem  Titel  „Phänomena^^  eine  Schrift  über 
Astronomie  mit  den  Anfangsgründen  der  Sphärik.  Die  Schrift  zeigt 
wesentliche  Fortschritte  gegenüber  dem  unmittelbaren  Vorgänger,  dem 
Autolycos.  Sie  beginnt  mit  dem  Satz:  „Die  Erde  liegt  in  der  Mitte 
der  Welt  und  vertritt  in  Bezug  auf  dieselbe  die  Stelle  des  Mittel- 
punktes'' und  schliefst  mit  dem  18.  Satz:  „Von  zwei  gleichen  Bogen 
des  Halbkreises  zwischen  dem  Äquator  und  dem  Sonmierwendekreis 
durchwandelt  der  eine,  beliebig  genommen,  in  längerer  Zeit  die  sicht- 
bare Halbkugel,  als  der  andere  die  unsichtbare.''  Das  Wort  „Horizont" 
stammt  aus  der  Schrift,  welche  von  Pappus  im  6.  Buch  der  Sammlung 
erläutert  und  ergänzt  wurde  (A.  Nokk,  deutsche  Übersetzung  im  Pro- 
gramm von  Freiburg  i.  Breisg.  1850).  Heiberg  hat,  was  schon  Nokk 
bemerkt,  eingehend  bewiesen,  dafs  die  Schrift  des  EucUd  einen  sehr 
wesentlichen  Bestand  der  für  unsere  Sphärik  grundlegenden  Schrift 
des  Theodosius  (von  Tripolis,  etwa  100  v.  Chr.)  gebildet  hat. 

Echt  Euclidisch  ist  auch  nach  der  Wiederherstellung  des  griechischen 
Textes  von  Heiberg  die  Schrift  „Optica",  deren  gewöhnlicher  Text  (nach 
Heiberg)  auf  ein  Eollegienheft  nach  Theon  (dem  Vater  der  Hypatia) 
zurückgeht.  Die  Schrift  gehörte  zu  der  Sammlung,  welche  unter  dem 
Titel  „Mikros  Astronoumenos"  (der  kleine  Astronom)  neben  den  „Ele- 
menten" das  Küstzeug  des  Astronomen  bildete,  ehe  er  an  das  grofse 
Kompendium  des  Ptolemaios,  den  Almagest  (megale  syntaxis)  gehen 
konnte.  Die  Schrift  giebt  die  Anfangsgründe  der  Perspektive.  Unecht 
dagegen  ist  die  andere  Schrift  über  Optik,  welche  unter  Euclids  Namen 
gedruckt  wurde,  die  Eatoptrik.  Heiberg  macht  es  im  hohen  Grade 
wahrscheinlich,  dafs  die  von  Proclus  unter  diesem  Titel  erwähnte  Schrift 
des  Euclid  rasch  durch  das  bedeutendere  Werk  des  Archimedes  über 
den  gleichen  Gegenstand  verdrängt  wurde. 

Noch  über  einen  andern  Zweig  der  angewandten  Mathematik  haben 
wir  eine  Schrift  des  Euclid,  die  Katatome  kanonos,  die  Lehre  von  den 
musikalischen  Intervallen,  20  Sätze,  wissenschaftlich  auf  dem  Stand- 
punkte der  Pythagoriler,  der  Erfinder  des  Monochords. 

Die  zweite  musikalische  Schrift,  die  unter  dem  Namen  des  Euclid 
geht,  die  Einleitung  in  die  Harmonielehre  (Eisagoge  harmonice),  rührt. 
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wie  schon  Job.  Grotius  1599  erkannte^  Ton  dem  Aristoxenianer  Eleio- 
nides  her.  — 

Ans  arabischen  Quellen  ist  nns  dnrch  Dee  1563  eine  Bearbeitang 
und  durch  Woepcke  1851  eine  Übersetzung  der  von  Prodos  an  zwei 
Stellen  erwähnten  Schrift  des  Euclid  ^über  Teilungen^'  (peri  diaireseön) 
erhalten.  Die  Schrift  (Inhaltsangabe  bei  Heiberg  1.  c),  an  zwei  Stellen 
von  Proclus  erwähnt,  enthielt  wichtige  Aufgaben  über  Flächenteilungen^ 
so  die  noch  im  Unterricht  stets  vorkonmiende  Teilung  des  Dreiecks 
durch  Gerade  von  gegebener  Richtung  in  Teile,  die  ein  gegebenes 
Verhältnis  haben,  Teilung  von  Vierecken,  von  Kreisen,  von  Figuren, 
die  von  Kreisbogen  und  Geraden  begrenzt  sind.  Werden  auch  keine 
andeni  Sätze  benutzt,  als  solche,  die  in  den  Elementen  vorkommen 
oder  sich  mühelos  an  die  Sätze  d^  Stoicheia  anschliefsen,  so  zeigen 
sie  doch  Euclid  als  einen  sehr  bedeutenden  Konstrukteur.  Verlorai 
sind  die  Schriften  des  Euclid,  welche  sich  auf  die  eigentliche  höhere 
Mathematik  seiner  Zeit  bezogen.  Zunächst  die  zwei  Bücher  „topoi 
pros  epiphanaia^',  Oberflächen  als  geometrische  Orte,  die  Produs  und 
Pappus  erwähnt.  Was  ein  geometrischer  Ort  ist,  Wird  schon  von 
Proclus  gerade  so  wie  heute  definiert:  die  (Gesamtheit  aller  Punkte^ 
denen  ein  und  dieselbe  bestimmte  Eigenschaft  (Symptom)  zukommt; 
und  jenachdem  diese  Gesamtheiten  eine  Linie  oder  Fläche  bilden,  heifsen 
sie  Linien-  oder  Flächenorte.  Die  Schrift  des  Euclid  scheint  nach  An- 
gaben des  Pappus  wesentlich  die  Ortseigenschaften  der  Gylinder-Kegel- 
(und  Kugel-)  Fläche  behandelt  zu  haben.  Sie  scheint  in  der  bedeuten- 
den Arbeit  des  Archimedes  über  Konoide  und  Sphäroide  aufgegangen 
zu  sein. 

Mehr  wissen  wir  von  den  drei  Büchern  „Porismata%  von  denen 
uns  durch  Pappus  die  Inhaltsangabe  erhalten  ist,  so  dals  der  grofse 
französische  Geometer  Ghasles  eine  Rekonstruktion  versucht  hai  Eb 
wäre  möglich,  da(s  aus  arabischen  Manuskripten,  von  denen  besonders 
in  Leyden  noch  eine  grpfse  Anzahl  der  Entzifferung  harrt,  eine  Kritik 
dieser  Rekonstruktion  möglich  wird.  Das  Wort  „Porisma^  selbst  bildet 
noch  eine  Streitfrage.  Es  hat  zwei  Bedeutungen:  erstens  Zusatz,  so 
kommt  es  vielfach  in  Handschriften  der  Elemente  vor;  zweitens  aber 
bedeutet  es  ein  Mittelding  zwischen  einem  gewöhnlichen  Lehrsatz  und 
einem  sogenannten  Ortssatz,  d.  h.  einem  Satze,  der  ausspricht,  daCs  eine 
bestimmte  Kurve  eine  bestimmte  Eigenschaft  hat,  wie  z.  B.  der  Satz: 
Der  Ort  der  Punkte,  deren  Abstände  von  zwei  festen  Punkten  ein  festes 
Verhältnis  haben,  ist  der  Kreis  (des  Apollonius),  dessen  Durchmesser 
die  beiden  in   diesem  Verhältnis  zu  den  gegebenen  harmonischen  ver- 
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bindet  Ein  Porisma  wäre  demzufolge  in  der  Geometrie  das  Analogon 
dessen,  was  wir  in  der  Arithmetik  einen  Existenzbeweis  nennen,  es 
spräche  aus,  dab  ein  bestimmter  Ort  existiert,  ohne  ihn  direkt  zu  kon- 
struieren. Die  Porismata  bildeten  yermutlich  das  Seitenstück  für  die 
synthetische  (direkte)  Eonstruktionsmethode  zu  den  Daten  als  Hilfs- 
methode für  die  analytische  Methode  (ygl.  aber  S.  41).  Nach  den 
Proben  bei  Pappus  gingen  sie  weit  über  die  Elemente  hinaus,  und 
mit  Chasles  und  Zeuthen  müssen  wir  annehmen,  dals  sie  die  Grund- 
lage zu  der  projektiven  Behandlung  der  Kegelschnitte  ent- 
hielten. 

Auch  über  diese  zur  Zeit  des  Eudid  höchste  Mathematik  hat 
Euclid  geschrieben,  vier  Bücher  konika.  Ebenso  wie  die  Elemente  des 
Eudid  die  Arbeiten  seiner  Vor^biger  benutzten  und  verdrängten,  wurde 
auch  diese  Schrift,  Zeuge  ist  Pappus,  von  dem  grofsartigen  Werk  der 
acht  Bücher  Konika  des  ApoUonius  verdrängt,  in  dessen  ersten  vier 
Büchern  sie  vermuüich  ganz  Au&ahme  gefunden  hat.  Sie  wird  daher 
auch  schwerlich  aus  arabischen  Quellen  je  zum  Vorschein  kommen, 
und  ist,  wenn  sie  nicht  etwa  zufallig,  z.  B.  als  Einwickelung  einer 
ägyptischen  Mumie,  gefunden  wird,  hoffiiungslos  verloren. 

Verloren  ist  auch  eine  Schrift  mathem.  philos.  Inhalts  „über 
Trugschlüsse^  (pseudaria),  nach  der  Aussige  des  Produs  zur  Geistes- 
gymnastik der  Schüler  bestimmt. 

Diese  Schüler  sind,  was  zu  wenig  beachtet  wurde,  Studenten,  reife 
Männer  gewesen.  Euclid  hat  den  Schwerpunkt  der  Mathematik  von 
Athen  weg,  wo  er  selbst  bei  den  Schülern  des  Piaton  und  Eudoxus 
seine  Bildung  holte,  nach  Alexandrien  verlegt^  Archimedes  und  Apollo- 
uids  haben  in  der  Eudidischen  Schule  gelernt.  Unsere  Übersicht  zeigt, 
dafs  der  um  die  Geschichte  der  Mathematik  so  hoch  verdiente  Moritz 
Cantor  mit  Recht  Euclid  nebst  jenen  beiden  zu  den  drei  grofsen  grie- 
chischen Mathematikern  zahlt,  welche  die  Blüte  hellenischer  Mathematik 
im  dritten  Jahrhundert  herbeiführten. 

Wir»  wenden  uns  nun  zu  den  „Elementen'^ 


§8. 
Die  Elemente  (aroixBTa). 

Den  13  Büchern  der  Elemente   des  Eudides   wurden   schon   früh 
Büdner    angehängt.     Das    14.   ist    eine    tüchtige  Arbeit    des   in 
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Alexandrien  etwa  150  y.  Chr.  lebenden  Mathematikers  und  Astronomen 
\  Hypsikles  über  die  fOnf  regulären  Körper,  dessen  Wichtigstes  der  Be- 
/{  weis  des  Apollonischen  Satzes  ist:  Die  Umkreise  der  Seitenfläche  des 
regulären  Ikosaeders  und  Dodekaeders  derselben  Kugel  sind  gleich. 
Das  15.,  früher  oft  ebenfalls  dem  Hypsikles  zugeschrieben,  ist  eine 
weit  schwächere  Arbeit,  nach  Tannerj  und  Heiberg  hat  sie  einen 
Schüler  des  Erbauers  der  Sophienkirche,  Isidorus  (um  530  n.  Chr.K 
zum  Verfasser. 

Den  Zweck  der  Elemente  giebt  Pro  eins  S.  72  an:  Elemente  nennt 
man  das,  dessen  Theorie  hinreicht  zum  Verständnis  von  allem  anderen, 
und  mittelst  dessen  man  imstande  ist,  die  Schwierigkeiten,  welche  das 
andere  bietet,  aus  dem  Wege  zu  räumen.  Stoicheion  bedeutet  eigent- 
lich Buchstabe,  und  1.  c.  sagt  Proclus  geradezu:  Die  Elemente  ent- 
halten die  Sätze,  die  als  Bestandteile  alles  folgenden  auftreten,  wie  die 
Buchstaben  im  Wort.  Die  Grundbedeutung  von  Stoichos  ist  militä 
risch,  es  bedeutet  das,  was  wir  einen  Zug  nennen,  also  auch  da  die 
Grundlage  der  Formation. 

Etwas  früher  sagt  Proclus:  „Der  Zweck  ist,  den  Schülern  behnfe 
Verständnis  des  ganzen  (der  Geometrie)  die  Grundlage  zu  liefern  und 
die  einzehien  Konstruktionen  der  kosmischen  Körper  zu  geben.''  Die 
kosmischen  Körper  sind  die  fünf  regulären  Körper,  sie  bilden  den 
Schluls,  aber  nicht  den  Zweck  der  Elemente;  Kästner  (Anfiingsgr.  7. 1 
S.  45Ö,  5.  Aufl.)  sagt  dazu:  „es  hat  noch  niemand  gesagt,  das  Pantheon 
zu  Rom  sei  seines  Doms  [Kuppel]  wegen  gebaut".  Der  Zweck  ist  nie 
verkannt,  und  das  ^^xai''  der  Proclusstelle  ist  mit  sogar  zu  überseteeu. 
Die  Schüler  sind  durch  die  Elemente  so  weit  zu  fordern,  dafs  sie  so- 
gar die  Konstruktionen  der  fünf  Körper  verstehen  und,  aetze  ich  hinzu, 
ein  Gefühl  für  die  Grofsthat  bekommen,  mit  der  die  Elemente  schlielm 
den  Nachweis,  dafs  es  mehr  als  die  fünf  Körper  nicht  geben  kann. 

Der  Zweck  und  die  Notwendigkeit  der  Elemente  folgt  ohne  weiteres 
aus  der  geschichtlichen  Entwickelung  der  hellenischen  Mathematik  In 
der  Schule  des  Pythagoras  erwuchs  aus  den  Handwerksreg^  ägyp- 
tischer Feldmesser  und  Baumeister  im  5.  Jahrh.  n.  Chr.  die  Geometrie 
zu  einer  Wissenschaft;  es  gelang  den  Pythagoräem  in  geometrischer 
Einkleidung  die  allgemeine  Lösung  der  quadratischen  Gleichung,  damit 
aber  auch  entdeckten  sie  (an  der  Seite  und  Diagonale  des  Quadrats) 
die  Irrationalzahl  bezw.  die  Möglichkeit,  bezw.  Wahrscheinlichkeit,  der 
Inkommensurabilität  (Mangel  vom  gemeinsamen  Mafs)  zweier  Strecken. 
Damit  wurden  alle  früheren  Beweise  über  Flächenmessung,  AhnUchkeit 
etc.  hinfällig.     Das  4.  Jahrhundert,  Piaton  und  der  als  Mathematiker 


§  3.    Die  Elemente.  7 

um  überragende  Endoxus  von  Enidos  und  Theätet  widmen  sich  der 
methodischen  Arbeit,  die  neuen  Grundlagen  festzustellen;  von  Eudoxus 
rührt  das  fünfte  Buch  der  Elemente,  die  Lehre  von  den  Proportionen 
her,  er  ist  yermntlich  der  eigentliche  Schöpfer  der  Exhaustionsmethode, 
die  sich  später  nnter  den  genialen  Händen  des  Archimedes  (und  Apol- 
lonius)  zur  antiken  Differentialrechnung  answuchs^  und  von  Theätet 
wissen  wir,  dafs  er  die  Einteilung  der  Irrationalzahlen,  die  den  Inhalt 
des  zehnten  Buches  ausmachen,  begonnen  hat.  Nach  einem  Jahrhundert 
waren  die  methodischen  Arbeiten  zum  Abschlufs  reif,  und  den  gab 
Eaclid. 

Die  Aufgabe,  die  er  sich  setzte,  auf  Grund  der  notwendigsten 
Voraussetzungen,  in  unantastbarer  Weise  die  Geometrie  und  in  geo- 
metrischer Einkleidung  auch  die  Algebra  als  ein  zusammenhängendes 
Ganze  darzustellen,  hat  er  in  einer  Weise  gelöst,  die  alle  Yor^nger 
spurlos  verschwinden  liefs  und  niemals  übertroffen  wurde. 

Daran  schlieJst  sich  die  Frage:  inwieweit  Euclid  in  den  Einzel- 
heiten der  Elemente  eigenes  gab.  Die  Fn^e  ist  nur  summarisch  zu 
beantworten.  Gantor  sagt:  „Ein  grofser  Mathematiker  wird  auch  da, 
wo  er  anderen  folgt,  seine  Eigentümlichkeit  nicht  verleugnen,  und  so 
war  es  sicherlich  auch  bei  Euclid.'^  Gewifs,  denn  so  ist  es  ja  bei 
jedem  Schullehrer,  der  seine  Elemente  gedruckt  oder  ungedruckt  traktiert 
Als  gesichert  ist  durch  Proclus  (Friedlein  S.  426)  der  Beweis  des  Pytha- 
goras  und  die  Verallgemeinerung  auf  beliebige  ähnlichen  Figuren.  Der- 
selbe Proclus  sagt  uns  (Enoche,  Programm  Herford  1865),  dafs  das  so 
bedeutende  fünfte  Buch  des  Eudoxus  Eigentum  sei,  und  Archimedes 
(Qaadr.  parab.)  vindiciert  eben  diesem  den  Exhaustionsbeweis  und  die 
Berechnung  der  Pyramide.  Dafs  das  zehnte  Buch  zum  Teil  dem  Theätet 
gehört,  wissen  wir  auch  durch  Proclusi.  Cantor,  fleiberg  und  mit  ihnen 
jeder  Unbefangene  sind  auch  der  Meinung,  dafs  die  eigentümliche  Form 
des  Vortrags  die  (schon  von  den  Ägyptern)  überkommene  gewesen  mit 
den  so  berühmten  Schlulsformeln:  „Was  zu  beweisen  war  (oTteg  Idei 
dBtlcu)"  und  „Was  zu  thun  war  (Sar^p  idsi  noif^öai)}^  Euclid  gehören 
wohl  vor  allem  die  Auswahl  und  die  Form  der  Definitionen,  Forde- 
nmgen  (Voraussetzungen)  und  Grundsätze,  dann  die  strenge  Anoidnung 
der  Sätze  nach  dem  Prinzip,  dafs  kein  früherer  Satz  mittelst  eines 
B{^teren  bewiesen,  kein  Gebilde  gebraucht  wird,  dessen  Existenz  nicht 
vorher  durch  geforderte  oder  gegebene  Konstruktion  gesichert  ist;  dann 
ein  grofser  Teil  des  zehnten  Buches,  die  Vollendung  der  Einteilung 
der  Irrationalitäten  durch  Theätet.  Dem  Euclid  gehört  der  elementare 
Beweis  (ohne  Exhaustion  bezw.  Integralrechnung)  des  Satzes,  dafs  die 
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Pyramide   gleich  dem   dritten  Teil   des  Prisma,    das    mit   ihr   gleiche 
Grundlinien  und  Höhe  hat;   femer  yiele  Satze  des  dreicehnten  Boches 
über    die   Bestimmung   von    Stücken    der    regulären   Körper  und  mit 
gröfBter  Wahrscheinlichkeit  der  schon  erwähnte  Schlulssatz.    Etwa  am 
420  war  das  Dodekaeder  gefunden,    wenig   früher   war  überhaupt  das 
logische  Element  in  der  Geometrie,    die  Forderung  nach  dem  Beweis, 
erst   aufgetreten,   die   AusbUdong   des   logischen   Sinnes   bis  zoin  Be- 
dürfnis eines  solchen  Existenzbeweises  erfordert  sicher  ein  Jahrhundert 
Der  einzige,  der  noch  in  Frage  kommen  könnte,  wäre  Eudoxus. 
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Kaum  dürfte  je  ein  anderes  Buch,  von  der  Bibel  abgesehen,  in  so 
viel  Auflagen  und  Bearbeitungen  verbreitet  gewesen  sein,  als  die 
13  „Biblia"  des  Euclid,  dessen  Nam^i  geradezu  mit  der  Geometrie 
identifiziert  wurde,  z.  B.  Alian:  Die  Spinnen  ziehen  ihren  Kreis  genan 
und  eines  Euclid  bedürfen  sie  nicht.  Im  Mittelalter  heifst  die  Pro- 
fessur der  Geometrie  sehr  häufig  Professur  des  Euclid.  Die  Studenten 
lasen  den  Euclid,  sei  es  vollständig,  sei  es  im  Auszug,  und  der  Pro- 
fessor kommentierte,  wobei  selten  mehr  ab  das  erste  und  zweite  Buch 
erledigt  wurde.  Savile,  der  die  nach  ihm  genannte,  noch  heute  in  Ox- 
ford bestehende  Professur  des  Euclid  stiftete,  kam  bis  zum  achten  Sata 
des  ersten  Buches.  Auf  dem  Titel  bezeichnen  sich  die  Professoren 
als  Professoren  der  Arithmetik  und  des  Euclid,  so  z.  B.  Scheibl  1565. 
Noch  heute  heilst  in  der  englischen  Schulsprache  die  Mathematik  ein- 
fach „Euklid^ 

Es  war  selbstversiändlich,  dafs  der  Text  im  Laufe  der  Jahrhunderte 
entstellt,  verdorben,  aber  auch  erweitert  wurde;  letzteres  besonders  für 
die  schwierigen  bezw.  zur  Zeit  des  Euclid  „modernen^  Teile  des  zehnten 
und  des  zwölften  und  dreizehnten  Buches. 

Eine  Bearbeitung  ist  besonders  wichtig,  die  des  Theon,  des 
Vaters  der  Hypatia,  der  zur  Zeit  Theodosius  des  Grolsenpalso  etwa 
350  n.  Chr.  in  Alezandria  lebte  und  lehrte.  Savile  macht  in  seiner 
Vorlesung  (Praelect.  tresdecim  in  principia  elementor.  Eudidis  Oxf. 
1621)  auf  eine  Stelle  in  Theons  Kommentar  zum  Almagest  aufineri^- 
sam,  die  schon  Petrus  Ramus,  der  auch  die  Wichtigkeit  von  Prodns 
erkannt  hatte^  erwähnte:   „Dafs  sich  die  Sectoren   gleicher  Kreise  wie 
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ilire  Zentriwinkel  verhalten^   wurde  von  uns  in  der  Euclidausgabe  am 
Schlafs  des  sechsten  Buches  gezeigt.^    Diese  Ausgabe,  etwa  400  n.  Chr., 
mulls  die  früheren  im  Buchhandel  fast  völlig  verdrängt  haben,  obwohl 
sie,  wie  wir  jetzt  wissen,   eine   Verschlechterung   gewesen.     Alle  be- 
kannten Codices,  und  ihre  Zahl  ist  sehr  grofs,  alle  Drucke  und  Über- 
setzungen bis    1800   sind   aus    dieser  Ausgabe   hervorgegangen,   wenn 
man  von  arabischen  Quellen  absieht.     Peyrard,  dem  wir  die  erste  im    ' 
heutigen  Sinne  kritische  Ausgabe   des   Euclid    (griechisch,    lateinisch, 
franzosisch)    verdanken,    fand    1808    dank    der   Beraubung    aller    Bi- 
bliotheken,  Museen   etc.   durch  Napoleon   in   einer   dem   Vatikan   ent- 
nommenen Handschrift  190  (1814  zurückgegeben),  die  bis  jetzt  einzige     j 
auf  eine  Ausgabe,  die  älter  ist  als  Theon,  zurückgehende   vollständige    \ 
Handschrift. 

Aus  diesem  Codex  konnte  man  die  Änderungen  des  Theon  fesir 
stelloo,  und  auch  die  Theonschen  Codices  ihrem  Werte  nach  beurteilen, 
eine  Arbeit,  welche  für  die  Elemente  von  Heiberg  in  bewunderungs- 
werter Weise  geleistet  ist 

Auf  doppeltem  Wege  drang  die  Kenntnis  des  Euclid  im  Mittel- 
alter nach  Europa.  Einmal  sind  es  die  von  oder  nach  Boetius  (etwa 
500)  verfafsten  dürftigen  Auszüge  der  Elemente,  welche  sich  in  den 
Klöstern  hielten  und  besonders  durch  Gerbert  von  Wichtigkeit  wurden, 
dann  aber  sind  es  die  Übertragungen  der  arabischen  Übersetzungen 
und  Bearbeitungen  ins  Lateinische.  Über  den  arabischen  Euclid  hat 
uns  der  durch  einen  unglücklichen  Sturz  der  Wissenschaft  zu  früh  ent- 
rissene Schüler  von  Nöldecke  und  Landauer,  Klamroth,  Gymnasial- 
lehrer in  Altena,  aufgekUurt,  Zeitschrift  der  Deut.  Morgenl.  Ges.  1881: 
;^ie  beiden  berühmtesten  Übersetzungen  sind  die  des  Haggag  (spr. 
Hadjai'jsch)  ihn  lüsuf  ibn  Matar  aus  dem  Anfange  und  die  des  IsJbäq 
ibn  Hanein  aus  dem  Ende  des  9.  Jahrb.;  jene  ist  uns  teilweise,  diese 
ganz  und  zwar  in  mehreren  Handschriften  erhalten.  Die  grofsenteils 
ungünstigen  Beurteilungen  des  arabischen  Euclid  in  den  Geschichten 
der  Mathematik  beziehen  sich  nicht  auf  diese  Handschriften,  von  denen 
bisher  nichts  veröffentlicht  ist,  sondern  auf  zwei  gedruckte  Bücher,  von 
denen  das  eine  eine  spätere  arabische  Überarbeitung  der  ältesten  Über- 
setzungen, das  andere  eine  lateinische  Übertragung  des  arabischen  Euclid 
enthalt.  Die  erstere  hat  zum  Verfasser  den  Na^ir  ed-din  (f  1273)  aus 
Tüs  in  Chorasän  und  erschien  im  Jahre  1594  zu  Rom.  Der  letztere 
wird  dem  Giovanni  Gampano  aus  Novara  zugeschrieben,  der  um  [die 
Mitte  des  13.  Jahrb.  gelebt  haben  mufs;  sie  erschien  im  Jahre  1482 
bei  Erhard  Ratdolt  in  Venedig  als  erste  Euclid-Ausgabe.'^ 
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Nach  Elamroth  ist  der  Euclid  des  Haggfkg  die  erste  Überaetznng 
eines  griechisclien  Werkes  ins  Arabische^  die  des  Ishaq,  welche  uns 
nur  in  der  Form  vorliegt,  wie  sie  von  Thäbit  ihn  Quorra  verbessert 
ist,  ,,ein  Master  von  guter  Übersetzung  eines  mathematischen  Textet. 
Wir  müssen  fortab  annehmen,  dals  diesen  Arabern  ein  dem  urspröng- 
liehen  Werke  des  Euclid  viel  näherstehender  Text,  der  etwa  nur  drei 
Viertel  des  jetzigen  enthielt,  vorlag.     Elamroth  schlielst: 

1)  Alle  Lemmata  und  Scholia,  der  Excurs  hinter  Xlll,  5^ 
die  meisten  Porismata  und  zweiten  Beweise,  22  Sätze,  17  De- 
finitionen in  unserer  Ausgabe  rühren  nicht  von  Euclid  her, 
sondern  sind  sehr  späte  Zusätze. 

2)  Bei  den  meisten  Sätzen,  aufser  etwa  in  Buch  7 — 9,  sind  ein- 
zelne kleinere,  begründende,  erklärende,  zurückverweisende  und  weiter 
ausführende  Glossen  in  den  Text  gedrungen. 

3)  Nicht  wenige  Sätze,  besonders  in  Buch  10  und  11 — 13,  Iiatten 
früher  einen  weit  kürzeren,  einfacheren  bezw.  unvollkommeneren  Be- 
weis, der  erst  in  späterer  Zeit  erweitert  und  vervollständigt  wurde. 

Aber  Heiberg  beweist  (Cantor  29),  dafs  den  Arabern  verstümmelte 
griechische  Handschriften  nach  Art  der  des  Demetrius  Cydonius  (zu  Bo- 
logna) aus  dem  11.  Jahrh.  vorlagen,  und  dafs  griechische  Handschriften, 
wie  der  Yaticanus  190  und  der  Palimpsest  aus  dem  7.  oder  Anfimg 
des  8.  Jahrh.  (B.  M.  17211)  auf  ältere  Quellen  zurückgehen.  Die  Un- 
echtheit  der  mit  Skkag  bezeichneten  zweiten  Beweise  ist  schon  yod 
August  bemerkt  worden.  Wenn  auch  die  lat.  Vorrede  zu  Nasur  nichts 
mit  Thäbit  zu  thun  hat,  so  hat  doch  Heiberg  völlig  recht,  wenn  er 
die  Willkürlichkeit  der  arabischen  Übersetzer  hervorhebt.  Noch  1740 
in  der  4.?  Auflage  übersetzt  der  deutschredende  Eucl.  d.  h.  v.  Pircken- 
stein  die  vierte  Def.  wie  folgt: 

„Eine  gerade  Linie  ist,  welche  Schnur  —  eben,  zwischen  zwei 
Punkten  liegt''  oder  „eine  gerade  Linie  ist  die  kürzeste  unter  allen,  welche 
aus  einem  Punkt  in  einen  andern  möge  gezogen  werden''  (Fig.  TV). 

Die  Bearbeitung  Tusis  ist  nach  Heiberg  1801  zum  zweiten  Male 
in  Konstantinopel  gedruckt  (nach  Riccardi  4.  Aufl.),  sie  ist  auch  för 
die  Parallelentheorie  wichtig. 

Die  ältesten  uns  erhaltenen  lateinischen  Übersetzungen  gehen  beide 
wahrscheinlich  (oder  nach  Heibergs  neuester  Arbeit  fast  sicher)  auf  eine 
und  dieselbe  arabische  Bearbeitung  zurück,  die  bis  jetzt  unbekannt  ist; 
es  sind  die  des  Atelhard  von  Bath  um  1120  und  die  des  Campano 
etwa  1250.  Seine  Zusätze  zeigen  ihn  als  einen  tüchtigen  Mathematiker 
(wie  Tusi),   seine  Ausgabe  ist  auf  lange  Zeit   maCsgebend    und   1482 
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ward  sie  von  dem  Augsbui^er  Ratdold  gedruckt.  Der  Titel  der  sehr 
seltenen  Ausgabe  lautet  Praeclarissimus  liber  elementorum  Euclidis 
perspicassimi  In  artem  Geometrie  incipiet  quam  felicissime;  sie  ist  Ton 
Kästner  genau  beschrieben  (Gesch.  d.  Math.  Bd.  I  S.  289  etc.). 

Im  Beginne  der  Renaissance  wird  dann  die  Existenz  griechischer 
Codices  und  ihrer  Abweichungen  von  Campanus  offenkundige  und  so  gab 
1500 — 1505  der  Venetianer  Zamberti  den  Euclid  zum  ersten  Male 
vollständig  nach  griechischem  Codex  lateinisch  heraus.  Eu.  oper.  ed. 
a  Bartolemaeo  Z.  folio.  Gegen  diese  Ausgabe  veröffentlichte  1509 
Lucas  Paciuoloy  der  durch  seine  ^^summa^^  fElr  die  Arithmetik  epoche- 
machend ist^  eine  Verbesserung  des  Campanus,  ebenfalls  bei  Ratdold  ; 
(ist  ist  die  seltenste  E.-Ausgabe,  Kästner  1.  c.  S.  299 — 301).  Zamberti  J 
hielt  noch  an  dem  Irrtum  fest,  dafs  die  Sätze  vom  ,,Megarenser^'  Euclid, 
die  Beweise  vom  Alexandriner  Theon  seien.  Seine  Arbeit,  verbimden 
mit  der  des  Campanus,  wird  durch  den  Pariser  Druck  Leflvre's  (Faber, 
Mich.  Pontanus)  1516  und  durch  Herwagens  Baseler  Nachdrucke  (un- 
wesentliche Verbesserungen  von  Berlin)  1537,  1546,  1558  sehr  ver- 
breitet und  hat  300  Jahre  lang  den  Markt  beherrscht,  obwohl  nach 
Heibei^  der  Codex  des  Zamberti  zu  den  schlechteren  Theonischen 
gehörte. 

Von  lateinischen  Übersetzungen  wollen  wir  nur  noch  die  hervor- 
ragendsten erwähnen,  die  des  Commandinus,  Pisa  1572,  der  zuerst 
die  Persönlichkeit  unseres  Euclids  feststellte,  und  die  des  Clav  ins 
mit  Kommentar  1574,  „welche  ganz  durchzustudieren  viel  Geduld  er- 
fordert, aber  desto  nützlicher  ist'^  Zitat  aus  Seheibel,  Anleitung  zur 
mathematischen  Bücherkenntnis,  Breslau  1769,  2.  Aufl.  1772,  1781?,  wo 
sieh  eine  Übersicht  aller  Euclidausgaben  findet;  von  da  ab  vgl.  Kaiser 
bis  1888  und  seine  Fortsetzung  Hinrichs  bis  heute  für  Deutschland.*) 
Die  Arbeit  des  für  seine  Zeit  hochbedeutenden  Jesuiten  Clavius  ist  von 
allen  Historikern  der  Mathematik  gleich  gewürdigt,  von  Montucla, 
Kästner,  Cantor;  Kästner  nennt  sie  die  Pandekten  der  Mathematik, 
aber  die  22  Ausgaben,  welche  Engel  und  Stäckel  in  der  anerkannten 
meisterhafken  „Theorie  der  Parallellinien^'  angeben,  habe  ich  nicht  her- 

*)  Die  umfassendste  Zusammenstellung  fiudet  sich  in  den  Mem.  del.  B.  Acad. 
d.  Sc.  d.  Inst,  di  Bologna  Serie  IV  s.  VIII  und  IX,  Vü.  1887—1890.  Sie  ist  das 
hochverdiensUiche  Werk  Biccardi's  (Bonola  zählt  gegen  1700  Ausgaben),  leider 
freilich,  wie  ich  für  Deutschland  konstatieren  konnte,  ist  sie  nicht  absolut  sicher, 
was  in  der  Natur  der  Sache  liegt.  (So  existiert  z.  B.  eine  Ausgabe  des  Lorenz 
far  Deutschland  von  1819  nicht,  obwohl  Kaiser  sie  angiebt,  bei  dem  1818 
fehlt  etc.) 
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ausbringen  können^  vielleicht  zahlt  SilU^kel  die  Ausgaben  der  Ordens- 
brüder, örünberger  (und  Tacquet),  mit. 

Zu  Basel  erschien  1533  bei  Herwagen,  der  auch  in  StrafsbiiTg 
eine  Druckerei  besafs,  die  erste  griechische  Textausgabe  durch 
Simon  Qrynaeus  (den  älteren);  leider  nach  zwei  sehr  schlechten 
Handschriften.  Das  erste  und  zweite  Buch  wurde  yon  dem  hervor- 
ragenden Mathematiker  des  Sturmschen  (Protest.)  Gymnasiums  zu  Str&fs- 
bürg,  Konrad  Dasypodius,  dem  Yerfertiger  der  ersten  kunstrollen 
astronomischen  Uhr  des  Münsters,  nach  Procius  yerbessert  1564 

Die  griechisch-lateinische  Ausgabe  des  Steph.  Gracilis  von  1557 
hatte  bis  1612  zehn  Auflagen. 

Die  grofse  Oxforder  Ausgabe  von  David  Or^ory  1705,  beinahe 
bis  auf  den  heutigen  Tag  die  einzig  vollständige,  ist  f&r  die  Elemente 
ganz  von  der  Baseler  Ausgabe  abhängig.  Yon  1814 — 1818  erschien 
dann  Peyrards  grofse  Ausgabe  der  Elemente  und  Data  in  drei  Quaii- 
bänden,  griechisch,  lateinisch,  französisch,  in  der  zuerst  der  Vaticaniu 
190  verwertet  wurde.  Eine  sehr  tüchtige  Arbeit  ist  die  griechische 
Textausgabe  von  August  (Berlin  1826 — 1829),  die  jetzt  aUerdinge 
durch  die  Ausgabe  von  Heiberg  (griechisch-lateinisch)  Leipzig  1882— 
1888  veraltet  ist. 


§5. 

Enelidansgaben  in  lebenden  Sprachen. 

Die  erste  Übersetzimg  in  eine  moderne  Sprache  ist  die  des  grolsen 
italienischen  Algebraikers  Nicolo  Tartaglia  1543  (wenn  man  von 
der  bei  Scheibel  nicht  erwähnten  spanischen  von  1506?  absieht). 

Ich  gebe  zunächst  eine  ausführlichere  Angabe  über  deutsche 
Euclid- Ausgaben.  Es  beginnt  1555.  Das  siebend  acht  und  neunt  Buch 
des  hochberühmten  Mathematikers  Euclides  Meg.  etc.  durch  Mag.  Joh. 
Scheybel,  der  löbl.  üniv.  zu  Tübingen  des  Euclidis  und  Arithmeticae 
Ordinarien  (also  nur  die  arithmetischen  Bücher). 

1562.  Die  sechs  ersten  Bücher  des  Euclid  von  anfang  oder  gnind 
der  Geometrie  etc.  Aus  griech.  Sprach  in  die  Teutsch  gebracht,  eigent- 
lich erklast.  Auch  mit  verstentlichen  Exempeln,  gründlichen  Figuren 
und  allerley  den  nutz  für  Augen  stellenden  Anhalten  gersiert^  dermalsen 
vormals  in  Teutscher  Sprach  niemals  gesehen  worden  etc.  Durch  Wilh. 
Holtzmann  genannt  Xylander  von  Augspurg  (Diophant).     2.  Aufl.  tou 
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1610  durch  Sim.  GimzeiLbaasei^  sehr  selten,  3.  nach  der  holl.  Ausgabe 
von  1608,  von  1615. 

1651.  Henrich  Hoffinanns  Teutscher  Euclides  (1653.  2.  Aufl.) 
Bearbeitung,  keine  eigentliche  Übersetzung. 

1694  (Rice,  giebt  1685  nach  Zakhartchenko)  (1694,  1699).  Teutsch 
redender  Eudid,  oder  acht  Bücher  von  der  Mefskunst  etc.  Zu  Nutzen 
aller  Generalen,  Ingenieure,  Natur-  und  Wahrheits-Kündig^  etc.  Ton 
A.  E.  B.  V.  P.     Ausgabe  von  J740:   Ant.  Ernst  Burkh.  y.  Pirckenstein. 

1697.  In  teutscher  Sprache  Torgestellter  Euclides,  dess^i  sechs 
erste  Bücher  auf  sonderbahre  und  sehr  leichte  Art  mit  algebraischen 
oder  aus  der  neuesten  Lösekunst  enthaltenen  Zeichen,  also  dafs  man 
denselben  Beweis  auch  in  anderen  Sprachen  gebrauchen  kann,  durch 
Samuel  Reyher.     Kiel  (aUe  Kunstausdrücke  verdeutscht)  1692,  1749. 

1699.  Euclides  erstes  Buch  (zweites?)  durch  Henr.  MeiTsner.  Ham- 
burg. MeiTsner  ist  der  verdiente  Gründer  der  so  blühenden  Ham- 
burger mathematischen  Gesellschaft. 

1714.  Euclid  (15  Bücher).  Teutsch  durch  Christ.  ScheMem 
Dresden  (1721?  1723?  1729). 

(Nicht  1771,  wie  Rice.  nach.  Zakh.  angiebt,  sondern) 

1733  erscheint  die  erste  deutsche  Übersetzung,  welche  den  Text 
wortgetreu  und  sinngetreu  wiederzugeben  bemüht  ist.  Die  sechs  ersten 
Bücher  zum  Schulgebrauch  aus  dem  Griechischen  von  Lorenz,  mit 
Vorrede  von  J.  A.  v.  Segner  (Beweis  des  Parallelenaxioms).  1781  (elftes 
und  zwölftes  Buch);  von  Mollweide  1809,  4.  Aufl.;  1818,  24,  Dippe 
1840. 

1781.  Euclids  Elemente,  ftlnfzehn  Bücher  aus  dem  Griechischen 
übersetzt  von  Johann  Friedrich  Lorenz  (HaUe)  1798,  1809,  1818,  24. 
1840. 

Die  Ausgaben  1809 — 1824  sind  von  Mollweide,  dem  bekannten 
Mitarbeiter  am  Elügel.  Im  Kaiser  steht  irrtümlich  1819;  die  Aus- 
jgabe  von  1840  ist  von  Dippe. 

1860  werden  die  acht  Bücher  nach  Lorenz  zum  letzten  Male  neu 
ediert  von  Hartwig. 

Ich  erwähne  noch 

1807.  Hauff  (acht  geometrische  Bücher),  1828  dito  Hoffmann 
and  einen  Versuch,  der  1800  gemacht  wurde: 

1800.  Erstes  Buch  der  Elemente  des  Euclid.  Für  den  ersten 
Unterricht  in  der  griechischen  Sprache  und  Mathematik 
(Weimar,  Verfasser?).     1900  wird  der  Versuch  wiederholt. 
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Italien. 

1543  Nicola  Tartalea.  1575  Commandino  (nach  seiner  lateinischen 
Ausgabe).  1613  Cataldi  (sechs  erste)^  1621  die  drei  arithmetischeD, 
1625  das  zehnte.  1718  Viriani.  1731  Guido  Orandi  (keine  Über- 
setzung^ sondern  abgekürzte  Bearbeitui^,  die  bis  1805  immer  wieder 
aufgelegt  wurde).  1736  Martino.  1749  italienische  Übersetzung  der 
französischen  Ausgabe  von  Dechales  (85,  97).  1752  Ximenes  (sechs 
Bücher).  5.  Aufl.  1819.  1818  Flauto  (acht  geometrische  Bücher) 
Geschichte  des  ParaUelenaxiomes   1827,  54. 

Dazu  noch  Borelli  Euclides  restitutus  1658  (1663  italienisch  ron 
Mi^ni,  79,  95)  und  1680.  Vitale  Giordano  Eudide  restituto,  als 
Vorläufer  von  Hieron.  Saccheri,  Euclides  ab  omni  naevo  Tindicatiis 
1783  (Mailand). 

Frankreich. 

1569  (sechs  Bücher)  von  Forcadel,  1615  (alle  15)  von  Henrion 
bis  1676  sieben  Auflagen^  dann  abgelöst  von  Milliet  Dechales  Be- 
arbeitung, zunächst  1672  der  acht  geometrischen  Bücher  (1 — 6,  11 — 12), 
dann  1677  Wiedergabe  der  Elemente,  immer  wieder  aufgellt,  auch  ins 
Italienische  etc.  übersetzt,  seit  1709  in  der  Bearbeitung  von  Ozanam 
bis  1778.  Zu  erwähnen  sind  als  Versuche  den  Euclid  zu  beseitigen 
Petrus  Ramus  Scholae  mathem.  1559  und  sehr  häufig  auflegt. 
1741  Clairaut  (Elements  d.  geom.).  1794  Legendre,  Elem.  A  g. 
bis  1852  fünfzehn  Auflagen  (1849  von  Grelle  deutsch)  und  den  fran- 
zösischen Mittelschulunterricht  noch  heute  beherrschend;  obwohl 

1867  Hoüel,  essai  critique  und  Duhamel,  Des  methodes  (2.  Aafl. 
1875,  T.  2)  Euclid  gegen  Legendre  in  zutreffendster  Weise  verteidigen. 
Siehe  auch  Gino  Loria,  Della  varia  fortuna  di  Euclide.     Roma  1893. 

Englfl-nd. 

1570  Billingslai  (Vorrede  von  Dee).  1621  Saviles  praeleeiiones 
tresdecim.  1655  Barrow  (abgekürzte  Bearbeitung)  1675,  1705,  22, 
32;  1781 — 90  Jam.  Williamson  (wohl  die  einzige  textgetreue  Über- 
setzung des  ganzen  Euclid).  Pleyfair  1796,  bis  1861  acht  Auflagen. 
Kein  1708  (elf  Auflagen).  Entscheidend  für  den  englischen  Unterricht 
ist  Robert  Simson  1756:  the  elem.  of  Euclid  etc.,  die  acht  geome- 
trischen Bücher.  Diese  Bearbeitung  bis  1885  dreifsig  Mal  aofgelc^ 
Ich   erwähne   noch  als   sich   enger   an   Euclid   anschliefsend    die    Ele~ 
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mente  von  Todhunter  1862.  Rob.  Simson  ist  1806  von  Reeder 
ins  Deiitsche  übersetzt.  Die  zahllosen  neueren  englischen  Ausgaben 
betreffen  meist  die  acht  geometrischen  Bücher  und  weichen^  obwohl 
sie  den  Namen  Euclids  tragen,  Tom  Gange  Euclids  ebenso  ab,  wie 
unsex'e  deutschen  Elemente  der  yerschiedensten  Lehrer.  Noch  immer 
heiüsl:    bIso  in  der  englischen  Schulsprache  die  Geometrie  schlechtweg 


^ 


BuTaland. 

1739  Ivan  Astaroff  (nach  Lat).  1789  Suvoroff  (nach  dem  Griech.). 
1880  Vachtchenko-Zakhartchenko,  der  eine  Bibliographie  von  1480 — 1879 
ge£^l>en,  die  aber  wohl  mit  Vorsicht  zu  benutzen  ist.  1807?  Czecha. 
181T    polnisch. 

Schweden  und  Norwegen. 

1744  Märten  Strömer  (sechs  Bücher),  1753  (elftes  und  zwölftes) 
bis  in  die  neueste  Zeit  immer  wieder  neu  aufgelegt  bei  wechselnder 
BearlMitiing. 

Dänemark. 

1745  Ziegenbalg.  In  Dänemark  scheint  bald,  nachdem  das  La- 
teiiusche  als  Unterrichtssprache  der  Gymnasien  aufgehört  hat,  der  Gang 
des  £juclid  verlassen  zu  sein.  1803  Lindrup  (sechs  Bücher).  Zur 
Zeit    sisd   die  verbreitetsten  Lehrbücher  in  Geometrie  und  Arithmetik 

von  Petersen. 


Holland. 

1606  (Jan  Pieterzoon)  Dou  (sechs  Bücher  nach  Xylander);  oft  auf- 
crelegi^-  1617  Frans  von  Schooten  (sehr  abgekürzt),  1662  vergröfsert; 
Vooght  vollständig  mit  dem  16.  Buche  Candallas  1695.  Coets  (sechs 
BtLeHer)  1702  oft  aufgelegt  bis  1752,  dann  Steenstra  (sechs  Bücher) 
abgeküJrzt.  1763,  70,  1803,  1810,  25;  seit  der  Zeit  keine  holländische 
Saclid- Bearbeitung  bei  Riccardi.  Euclid  scheint  in  Holland  ganz 
^^ni-eb   die  modernen  französischen  Lehrbücher  verdrängt  zu  sein. 

Spanien. 
1516??  Zamorano  (sechs  Bücher)  1576;    1689  Kresa  (acht  erste). 

Grieohenland. 
1820  Benjamin. 
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Ohina. 

1608  Matteo  Ricci  (sechs  Bücher);  1857  auf  Befehl  des  Vi»komg8 
Tervollständigt  durch  Wylie. 


§6. 
Die  Kommentatoreii  des  Euclid. 

Der  festgefügte  Bau  der  Elemente  hat,  wie  er  einerseits  die  höchste 
Bewunderung  erregte,  andererseits  die  Versuchung  erweckt,  die  Geo- 
metrie auf  andere  Weise  ebenfalls  zu  begründen.  Dazu  kommt,  d&b  der 
Euclid  in  seinem  ersten  Buche  einen  mathophilosophischen  Teil  enthält^ 
der  die  Grundbegriffe  der  Geometrie  und  die  nötigen  und  hinreichendai 
Voraussetzungen  angiebt,  von  denen  die  ersteren  ihrer  Natur  nadi  an- 
auflösbar, die  anderen  variabel  sind.  So  hat  der  Euclid,  imd  das  ist 
vielleicht  sein  Hauptverdienst,  eine  staunenswerte  Geistesarbeit  hervor- 
gerufen, die  wir  ausführlich  bei  der  Parallelentheorie  besprechen  musBen. 
•Hier  wollen  wir  nur  einen  Überblick  über  die  hervorragendsten  Inter- 
pretatoren  geben,  welcher  zeigt,  wie  recht  Gino  Loria  hat,  wenn  er 
als  Prinzip  seiner  ausgezeichneten  Arbeit  „DeUa  varia  fortona  di  En- 
clide  Rom.  1893^'  das  Gesetz  der  Kontinuität  ausspricht.  Es  ist  ein 
roter  Faden,  der  von  Archimedes  und  Apollonius  bis  Hilbert  geht 
Von  Apollonius  sind  Spuren  eigener  „Elemente^'  erhalten.  Darunter  eine 
ganz  allgemeine  Definition  des  Winkels  (Heiberg  V  S.  88  nicht  ^9, 
wie  Loria  zitiert).  Archimedes  gab  eine  von  Euclid  abweichende 
Definition  der  Geraden  (vermutlich  auch  der  Ebene),  neue  Prinzipien, 
darunter  das  nach  ihm  benannte,  SLt  die  Exhaustionsmethode,  die  er 
zur  Integralrechnung  umbildete.  Ihm  schliefst  sich  würdig  Heron, 
der  grofse  Mechaniker  des  1.  Jahrb.,  an,  von  seinem  Kommentar  sind 
uns  Fn^mente  durch  Proclus  überliefert. 

Aus  der  Zusammenstellung  der  Euclid-Stellen  bei  Heron  durch 
Heiberg  geht  klar  hervor,  dafis  die  Definitionen  des  Euclid  schon  zn 
Herons  Zeit  die  uns  überlieferte  Form  hatten,  Euclid  also  damab  Bchon 
der  unantastbare  Klassiker  der  Elemente  war,  wie  Tannerj  sagt  Es 
sei  denn,  dafs  Heron  selbst  auf  diese  Formulierung  Einflub  gehabt  hst 

Es  ist  das  Parallelenaxiom  und  die  Definitionen,  überhaupt  die 
ganze  Anordnung  des  ersten  Buches,  dann  gewisse  Inkongruenzen 
zwischen  den  sechs  ersten  und  den  drei  letzten  Büchern,  der  sonder- 
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bare  ümstaad,  dafs  Euclid  die  Lehre  ron  den  Proportionen  ganz  all- 
gemein im  fünften  Buch  begrOndet^  und  dann  die  elementaren  für  ra- 
tionale Zahlen  noch  einmal  im  siebenten,  was  von  jeher  die  Kommen- 
tatoren in  Thatigkeit  gesetzt  hat. 

Die  Inkongruenz  bezieht  sich  besonders  auf  die  Bewegung;  in  den 
planimetnschen  Büchern  wird  sie  ängstlich  vermieden,  nur  zum  Beweis 
des  Tierten  Satzes  (ersten  Eongruenzsatz)  und  des  achten  wird  sie  heran- 
gezogen, dagegen  scheut  sich  Euclid  in  den  stereometr.  Büchern  absolut 
nicht  die  Definition  der  Körper  auf  die  Bewegung  zu  stützen.  Man 
hat  daraufhin  (ich  selbst  war  gleicher  Meinung)  geschlossen:  „Einen 
Homeros  ^b  es  nicht,  sondern  acht  bis  zehn'^,  aber  ich  wurde  auf- 
merksam gemacht,  dals  nach  Piaton  und  besonders  Aristoteles  der  Be- 
griff der  Bewegung  einen  körperlichen  Baum  yoraussetzt.  Dies  erklärt 
auch,  dafs  Euclid  die  Oleichheit  des  rechten  Winkels  als  „Forderung^' 
einfährte. 

Auf  Heron  folgt  Gemlnos  bezw.  Geminus,  Yon  dem  Proclus  be- 
richtet, er  habe  die  Verschiebbarkeit  in  sich  der  Schraube  auf  dem 
RotationBzylinder,  wenn  nicht  gefanden,  so  doch  gekannt.  Es  folgt 
eine  Ära,  in  der  die  zusammenfassende  eigentlich  philosophische  Geistes- 
richtung unter  dem  Einfluls  des  Aristoteles  gegen  die  Ausbildimg  der 
Spezialwissenschaften,  wie  Medizin,  (Geographie,  Astronomie,  Mechanik 
etc.  zurücktritt  (ygL  Windelband,  Geschichte  der  alten  Philosophie). 
Aus  dieser  Zeit,  in  der  sich  von  mathematischen  Disziplinen  die  Tri- 
gonometrie (eben  und  sphärisch)  im  Anschlufs  an  die  Astronomie  ent- 
wickelt^ wissen  wir  von  besonderen  Kommentaren  nichts,  aber  yon  den 
Elementen,  dafs  sie  zur  Ausbildung  des  angewandten  Mathematikers 
f&r  unentbehrlich  galten.  Als  gleichzeitig  mit  dem  Christentum  gegen 
diese  nüchterne  Periode  in  Anlehnung  an  den  Theosophen  Piaton  zu- 
nächst der  Neupythagoräismus  sich  erhob,  war  es  anfangs  die  arith- 
metische Seite  des  Euclid,  die  in  Nikomachus  yon.  Gerasa,  um  100 
n.  Chr.,  den  „Elementenschreiber  der  Arithmetik'^  (Cantor)  und  in 
Theon  yon  Smyma  ihre  Konmientatoren  fand.  Um  300  (nach  Cantor 
und  Zeuthen)  lehrte  dann  zu  Alexandria  Pappos,  dessen  KoUektaneen 
Ton  unschätzbarer  Bedeutung  sind.  Pappos  hat  sicher  einen  Kommen- 
tar zum  zehnten  Buche  geschrieben,  yon  dem  Beste  im  Yaticanus  er- 
halten sind  und  der  uns  nach  Heiberg  wahrscheinlich  ganz  in  einem 
noch  unedierten  Leydner  Manuskripte  erhalten  ist.  Mit  den  Neupia- 
tonikern,  jener  seltsamen  Mischung  christlicher  und  platonischer  Mystik, 
nimmt  auch  die  Mathematik  die  platonische  Bichtung  auf  die  Probleme, 
welche  die  geometrischen  GrundbegrifiTe  und  die  Methodik  bieten,  ener- 

Ettolid,  ron  Simon.  2 
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gisch  aaf.  Wir  nennen  Jamblich us,  Porphyrios,  von  denen  uns 
Spuren  ihrer  Scholien  erhalten  sind^  Theon^  dessen  Ausgabe  den 
y^echten''  (Heronischen?)  Eudid  fast  völlig  verdrängte,  und  Proclas, 
dessen  Kommentar  zum  ersten  Buch  uns  fest  ganz  erhalten  isi  Der 
Kommentar,  der  bis  auf  1873  nur  in  der  Ausgabe  des  Grynaeas  1533 
(Herwagen)  gedruckt  war,  ist  fOr  die  Geschichte  der  Mathematik  eiiuig. 
Tannerj,  der  zuverlässigste  Detailforscher  hellenischer  Matiiematik, 
nennt  sein  Verständnis  geradezu  das  Problem  der  Geschichte  dieaer 
Mathematik.  Die  Ausgabe  von  Friedlein  von  1873  ist  philologisch  sehr 
bedeutend,  wenn  auch  nach  Heiberg  noch  nicht  das  letzte  Wort  Qber 
Proclus,  aber  griechisch,  es  existiert  nur  die  lateinische  Übersetzung 
von  Barocci(u8)  1560,  welche  oft  nur  eine  Wortübersetzung  ist,  wie 
die  englische  (wörtliche)  des  Barocci  von  Taylor. 

Als  Justinian  529  die  Schule  von  Atheu,  mit  der  die  hellenisch« 
Kultur  begann  und  schlofs,  aufhob  und  die  Lehrer  vertrieb^  kam  Eo- 
clid  mit  ihnen  nach  Persien,  imd  so  an  die  Araber,  wo  er  im  achten 
und  neunten  Jahrhundert  an  Haggag  und  Ishäk  Übersetzer  fand.  S^ 
bald  darauf  nmfs  es  auch  arabische  Kommentare  gegeben  haben ,  wie 
aus  der  Ausgabe  des  Gampanus  hervoi^eht,  der  schon  erwähnte  Xasur 
ed  Din  im  13.  Jahrh.  ist  keineswegs  unbedeutend,  der  auch  zuerst  die 
Trigonometrie  als  eigenen  Zwe^  behandelt  hat. 

Die  Renaissance  macht  Proclus  bekannt,  an  ihn  schliebt  sieb 
Gommandinus  und  Clavius  an.  Der  erstere  wirkte  besonders  auf  die 
Engländer,  Savile,  der  die  Professur  des  Euclid  in  Oxford  b^röndete^ 
wodurch  Wallis  und  wohl  auch  Barrow  (erste  Ausgabe  1653)  and 
durch  diesen  Newton  auf  Euclid  und  die  Beschäftigung  mit  den  tinind- 
lagen  hingewiesen  wurden.  Vor  allem  haben  wir  Robert  Simsen  ta 
nennen  (der  direkt  Gommandinus  zugrunde  legt)  und  der  besonders 
auf  die  englische  Schulmathematik  von  allerwesentlichjstem  EinfluCs  ge- 
worden ist.  Der  Kommentar  erschien  1756.  Titel:  Die  sechs  ersten 
Bücher  nebst  dem  elften  und  zwölften  des  Euclid  mit  Verbesserung 
der  Fehler,  wodurch  Theon  und  andere  sie  entstdlt  haben  etc.  mit 
erklärenden  Anmerkungen  (aus  dem  Englischen  übersetzt  von  Boeder« 
her.  von  Niesert  Paderborn  1806).  Clavius  kennt  den  Proclus  gsnx 
genau,  auch  er  harrt  noch  der  deutschen  Herausgabe,  der  er  im  hohen 
Gh:^e  wert  ist,  er  hat  nebst  Bor  eil  i  sicher  auf  seinen  Ordensbruder 
Saccheri  gewirkt,  von  dessen  Euclides  «b  omni  naevo  vindicatus  (Me- 
diol.  in  4.  1733)  die  heutige  sogenannte  nicht-eucL  G^metrie  gezahlt 
wird.  Es  ist  wahrscheinlich,  dafs  Lambert  in  Ghur  den  Saccheri  kennen 
lernte,   und   fast  sicher,   dafs  GbuTs   wieder  Lamberts  Abhandlong  im 
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Hindenbui^schen  Archiv  Ton  1786  gelesen;  Graufs  wirkte  dann  auf  die 
Boljai  (durch  den  Vater  Wolfgai:^  anf  den  Sohn  Johann)  und  durch 
Vennittelung  Ton  Bartels  auf  Lobatschewski. 

Für  Frankreich  ist  aufser  Glavius  noch  Petrus  Bamus,  der  Besieger 
der  Scholastik,  von  Bedeutung.  Hier  geht  der  Weg  über  Tacquet  1659 
and  Amauld  zu  Clairaut  1741  und  Legendre  1794  und  Bertrand  1810. 
Clairaut  hat  sich  auch  auf  die  deutschen  Schulen  (des  Adels  z.  B.  Ilfeld) 
verbreitet.  Es  scheint,  als  ob  auch  Lambert  ihn  gekannt  habe.  Doch 
ist  der  Ausgang  vom  Rechteck  ein  so  natürlicher,  dafs  ich  selbst  um 
1880,  ohne  eine  Ahnung  von  Clairaut  oder  Lambert  zu  haben,  im  Unter- 
richt einen  ganz  ähnlichen  Weg  einschlug.  Der  auüserordentliche  Bei- 
fall und  Verbreitung  der  Elemente  Legendres  ist  bekannt  und  be- 
rechtigty  noch  heute  beeinflussen  sie  den  Unterricht  auf  Mittelschulen, 
nicht  blofs  in  Frankreich,  sondern  in  Spanien  und  selbst  in  Deutsch- 
land. 

Was  die  deutschen  Schulen  betrifft,  so  möchte  ich  auf  eine 
Schrift  Hubert  Müllers  aufmerksam  machen:  „Besitzt  die  heutige  Schul- 
geometrie noch  die  Vorzüge  des  Euclid-Originals^'?  Ich  kann  meine 
Kritik  (Deutsch.  Litter.  1887  N.  37)  jetzt  dahin  erganzen:  Die  deutsche 
Schalgeometrie  hat  sie  ^ie  besessen.  Weder  Johannes  Vogelin,  be- 
kannt durch  die  Vorrede  Melanchthons  der  Ausgabe  von  1536,  noch 
des  Dasypodios  Volum.  I  und  II,  noch  die  Mathesis  jurenilis  von 
Sturm  oder  Wolffs  oder  Kästners  Anfangsgründe  oder  Thibauts  Ghrund- 
rife,  von  Eambly,  Mehler^  Henrici  (und  Treutlein)  ganz  zu  schweigen, 
sind  jemab  dem  Gange  Euclids  gefolgt.  Dagegen  waren  die  Studenten 
and  die  Lehrer  bis  etwa  um  die  Mitte  unseres  Jahrhunderts,  wie  die 
rasch  aufeinander  folgenden  Ausgaben  am  besten  beweisen,  völlig  mit 
dem  Euclid  vertraut.  Von  da  ab  ändert  sich  die  Sache,  seit  Dinde 
1840  ist  keine  vollständige  Ausgabe  der  Elemente  erschienen  und  1843 
und  1860  keine  der  geometrischen  Bücher,  und  ich  bin  sicher,  dals  es 
eine  minimale  Anzahl  Lehrer  giebt,  die  den  Euclid  gelesen  haben.  Zum 
Beweis  ein  eigenes  Erlebnis:  Auf  dem  Umweg  über  die  Abstandslinie 
der  nicht-eucl.  Geometrie  fand  ich  eine  Konstruktion  der  Tangente  an  den 
Orenzkreis,  die  mir  auch  für  unsem  alten  Kreis  ebenso  einfach,  als  neu 
erschien,  ich  trug  sie  in  München  vor,  wo  über  100  Mathematiker,  da- 
runter fast  alle  Hochschullehrer  von  Bedeutung,  waren,  weder  ich,  noch 
ein  anderer  hatte  eine  Ahnung,  dafs  es  die  Konstruktion  des  Euclid 
war.  Übrigens  mufs  gesagt  werden,  daCs  auch  die  Studenten  der  Zeit 
von  1500 — 1700  vielfach  nicht  über  das  erste,  allenfalls  das  zweite 
Buch  hinauskamen;   die  13  Vorlesungen  Saviles  gehen  bis  zu   Satz  8, 
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Bnch  1 ;  femer  aber  wuchs  durch  die  ungeheure  Entwickelung  der 
Analysis  von  1650 — 1750  und  der  Geometrie  von  1750 — 1850  das 
Material  derartig,  dafs  der  alte  ehrwtirdige  Euclid  zurücktreten  mofste. 
Einen  Teü  des  Sinkens  trugen  auch  die  ungerechtfertigten  Angriffe 
Schopenhauers,  worüber  ich  besonders  meine  Besprechung  der  Schrift 
,,Zur  Nieden,  der  Beweis  in  der  Geometrie^  in  der  ZeitBchrift  für 
Gymnasial- Wesen  1894?  zu  vergleichen  bitte.  Schopenhauer  hatte  als 
Künstler,  der  er  ist,  für  die  intuitive  Erkenntnis  vollstes  Verständnis, 
aber  um  so  geringeres  für  die  logische,  die  oft  ebenso  unmittelbar  ak 
jene  ist.  Nun  ist  aber  die  Geometrie  als  Wissenschaft  eine  untrenn- 
bare Verbindung  von  Anschauung  und  Logik,  und  darum  mufste  der 
Versuch,  den  z.  B.  Eosack  in  dem  Nordhausener  Programm  anstellte, 
die  Geometrie  rein  auf  Anschauung  zu  begründen,  gerade  so  scheitern, 
wie  der  noch  berühmtere  Bolzanos  von  1804  (Betrachtungen  über  einigs 
Gegenstände  der  Elementar-Geometrie),  die  Geometrie  rein  logisch  zu 
begründen.  Bolzano  hat  übrigens  viel  mehr  von  Leibniz  entlehnt ,  als 
bekannt  ist.  Der  grofse  „Nebenbuhler^  Newtons  zeigt  sich  auch  in 
der  Auffassung  der  Grundlagen  als  Widerpart. 

Während  Newton  in  der  Vorrede  der  PhiL  nai  ausdrücklich  auf 
den  Ursprung  der  mathematischen  Grundgebilde  aus  der  Mechanik 
hinweist:  „Gerade  Linien  und  Kreise  zu  beschreiben  sind  Pro- 
bleme, aber  keine  geometrischen^  ist  Leibniz  bemüht,  der  An- 
schauung so  wenig  als  möglich  einzuräumen.  Es  scheint  wenig  oder 
gar  nicht  bekannt,  dafs  schon  bei  Leibniz  Lebzeiten  Ansichten  d^nelben 
über  die  Grundlagen  der  Geometrie  veröffentlicht  sind  in  La  Montre 
1691.  Les  47  prop.  du  I  livre  d.  El.  d'E.  av.  des  rem.  de  G.  G.  Leibniz. 
Ahnlich  wie  für  Deutschland  liegt  die  Sache  in  Frankreich,  nur  in 
England  folgt  Ausgabe  auf  Ausgabe  noch  im  19.  Jahrb.,  und  noch  ist 
der  „SyUabus^^  nicht  zustande  gekommen,  der  den  Euclid  verdrängen 
soll;  auch  in  Schweden  und  Norwegen  scheint  noch  ziemliches  Intere»e 
für  Euclid  zu  herrschen.  In  neuester  Zeit  ist  das  Interesse  für  histo- 
risch-philosophische Ausbildung,  Dank  sei  es  dem  Altmeister  M.  Cantor, 
wieder  sehr  stark  erwacht,  schon  giebt  es  historische  Vorlesungen  in 
mehreren  Universitäten,  auch  mehren  sich  die  mathophilosophischen, 
und  sie  werden  vielleicht,  ehe  das  20.  Jahrhundert  verflossen^  allge- 
meiaer  werden. 
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L  [Buch]. 

« 

ErUärangen  [DefinitionenJ.  ^) 

1)  [Der]  Pnnkt  ist  [das],  dessen  Teil  nichts  [ist].^ 

2)  [Die]  Linie  aber  breitenlose  Länge.') 

3)  [Der]  Linie  (aber)  AnTserstes  [sind]  Punkte.*) 

4)  [Die]  Gerade  ist  [die]  Linie^  welche  gleichmaXsig  durch  ihre 
Punkte  gesetzt  ist^)  (d.  h.  die  Gerade  ist  die  Linie^  auf  der  kein  Punkt 
Tor  dem  andern  ausgezeichnet  ist). 

5)  [Die]  Fläche  ist  [das  Raumgebilde];  was  nur  Länge  und 
Breite  hat«) 

6)  [Die]  Ebene  ist  [die]  Fläche^  welche  gleichmärsig  durch  ihre 
Geraden  gesetzt  ist.^ 

7)  Ein  ebener  Winkel  entsteht,  wenn  zwei  Linien  (in)  der  Ebene 
zusammentreffen,  welche  nicht  in  derselben  Geraden  liegen,  durch  die 
Biegong  von  der  einen  Linie  zur  andern.^ 

8)  Falls  die  den  Winkel  begrenzenden  Linien  Strahlen  sind,  so 
heifst  der  Winkel  geradlinig. 

9)  Falls  ein  auf  einer  Geraden  stehender  Strahl^  die  aufeinander 
folgenden  Winkel  zu  gleichen  macht,  so  ist  jeder  der  beiden  gleichen 
Winkel  ein  rechter,  und  der  Strahl  heilst  senkrecht  [zu  der  Geraden], 
auf  der  er  «teht**^) 

10)  Stumpf  ist  der  Winkel,  der  grölser  als  der  rechte. 

11)  Spitz  aber,  der  kleiner  als  der  rechte. 

12)  Grenze  ist  das,  was  das  Aufserste  irgend  wovon  ist.^^) 

13)  Figur")  ist  das,  was  eine  oder  mehrere  Grenzen  hai^') 

14)  Kreis  heifst  eine  ebene  Figur  von  einer  Linie,  (welche  Peri- 
pherie heifst)  [so]  umschlossen,  dafs  alle  Ton  einem  der  im  Innern 
liegenden  Punkte  zu  ihr  (zu  der  Peripherie  des  Kreises)  gezogenen 
Geraden  einander  gleich  sind. 

15)  Mittelpunkt  (Zentrum^^))  des  Kreises  wird  jener  Punkt 
genannt. 
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16)  Darchmesser  des  Kreises  ist  irgend  eine  Oerade,  welche 
durch  den  Mittelpnnkt  gezogen  ist  und  von  dem  Umfang  des  Kreises 
an  beiden  Seiten  b^^enzt  ist;  er  halbiert  auch  den  KieiB. 

17)  Halbkreis  heifst  die  Figur,  welche  von  einem  DnrchmesBer 
und  dem  von  ihm  abgeschnittenen  Umfang  [Bogen]  umschlossen  wird. 
Das  Zentrum  des  Halbkreises  ist  dasselbe  wie  das  des  Kreises. 

18)  Geradlinige  Figuren  sind  die  von  Greraden  begrenzten. 
Dreiseitige  die  yon  drei,  vierseitige  die  yon  yier,  vielseitige  die  Ton 
mehr  als  vier  Geraden  begrenzten. 

19)  Von  den  dreiseitif^en  Figuren  ist  ein  gleichseitiges  Drei- 
eck [diejenige]  mit  drei  gleichen  Seiten,  ein  gleichschenkliges  mit  nur 
zwei  gleichen  Seiten,  ein  ungleich[seitig]es  das  mit  drei  ungleichen 
Seiten. 

20)  Auiserdem  heifst  von  den  dreiseitigen  Figuren  rechtwinkliges 
Dreieck  das,  welches"^)  einen  rechten  Winkel,  stumpfwinkliges  da.s 
welches  einen  stumpfen  Winkel  hat,  spitzwinkliges  aber  das,  welches 
drei  spitze  Winkel  hat. 

21)  Aber  von  den  vierseitigen  Figuren  ist  ein  Quadrat'^)  die 
gleichseitig  rechtwinklige,  ein  Bechteck^^  die  zwar  rechtwinklige  aber 
ungleichseitige,  ein  Rhombus  die  zwar  gleichseitige  aber  nicht  recht- 
winklige, ein  Rhomboid  die,  deren  gegenüberliegende  Seiten  und 
Winkel  einander  gleich  sind  und  die  weder  gleichseitig  noch  recht- 
winklig ist;  die  Yierseite  auliser  diesen  sollen  Trapeze  heifsen. 

22)  Parallel  sind  Gerade,  welche  in  derselben  Ebene  liegen  und 
auf  jedem  von  beiden  Teilen  ins  unendliche  ^^  ausgezogen  auf  keinem 
von  beiden  einander  treffen. 


Anmerkungen  su  den  Xrklftmngen. 

1)  Griech.  Sqoi  s.  v.  w.  „Abgrenzungen^  sd.  der  Begriffe.  Die  Er- 
klärungen des  Euclid  sind  von  jeher  Gegenstand  heftigen  Streitee  ge- 
wesen. Man  hat  der  des  Punktes  vorgeworfen,  dals  sie  negativ  sei, 
der  der  Geraden,  Fläche  etc^  dafs  sie  keine  Vorstellungen  des  Erklärten 
gebe;  und  selbst  ein  Mann  wie  Loria  schlieGst  sich  zustimmend  an 
einen  solchen  Tadel  Tyndals  an.  Als  wenn  Euclid  auch  nur  den  Ve^ 
such  hätte  machen  wollen,  jemandem,  der  kein  Bild  von  der  Geraden 
besitzt,  ein  solches  durch  Worte  zu  erzeugen.  Da  hätte  er  ebenso  gnt 
einem  Blindgeborenen  durch  Worte  die  Anschauung  der  grfinen  Farbe 
geben  können.     Treffend  sagt  Lambert  in:  Briefe  an  Holland  (Deutsch. 
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Gelehrt.  Briefwechsel  I,  Bd.  lY):  ^^afs  Euclid  seine  Definitioneii  vor- 
ausschickt  und  anliaoft^  das  ist  gleichsam  eine  Nomenclatnr.  Er 
thut  dabei  weiter  nichts^  als  was  z.  B.  ein  Uhrmacher  oder  anderer 
Künstler  thut^  wenn  er  anfangt  seinem  Lehrjnngen  die  Namen  seiner 
Werkzeuge  bekannt  zu  machen/' 

2)  Das  Wort  örnistov  (Semeion)  bedeutet  „Zeichen^',  ein  Raum- 
zeichen^  \»m  Raum  ist  dem  Euclid  der  Punkt.  Dem  lat.  Punkt  ent- 
spricht genau  das  in  Scholien  vorkommende  Wort  Stigma^  das  Aristo- 
teles und  Archimedes  gebrauchen.  Zamberti  hat  signum^  Gampanus 
pmictum;  Holzmann  (Xylander):  Tipffelein.  Die  hier  gegeb^ie  Aus- 
legong  ist,  wie  alles^  schon  dagewesen,  sie  findet  sich  bei  Martianus 
Capella  (s.  Heiberg)  (satyros):  Punctum  rero  est  cuius  pars  nihil  est, 
sonst  stets  nulla,  also  Punkt  ist,  was  keinen  Teil  hat.  Verf.  glaubt 
den  Sinn  des  Euclid  getroffen  zu  haben.  Der  Begriff  ^^Punkt^'  gehört 
zu  den  „Orenzbegiiffen^'y  den  notwendigen  Abschlüssen  von  an  sich 
(vermöge  des  psychischen  Trägheitsgesetzes)  unbegrenzt  fortgesetzten 
Vorstellungsreihen.  Der  Punkt  ist  der  Ghrenz^bschluls  der  Lokalisation, 
wird  sie  inuner  schärfer  und  schärfer  fortgesetzt,  so  führt  sie  zu  dem 
6renzbegriff  Punkt,  besser  „Qrf',  der  (vgL  Kerry  System  einer  Theorie 
der  Grenzbegriffe)  zugleich  mit  einer  Begriffsveranderung  verbunden 
ist  Der  Rauminhalt  verschwindet,  die  Ortsbeziehung  bleibt.  Punkt 
nach  unserer  Interpretation  des  Euclid  ist  also  die  äufserste  Grenze 
dessen,  was  wir  noch  als  Raumvorstellung  denken  (nicht  anschauen) 
können,  und  wenn  wir  darüber  hinausgehen,  hört  nicht  nur  die  Aus- 
dehnmig,  sondern  auch  die  Lagenbeziehung  auf,  und  in  diesem  Sinne 
ist  der  Teil  nichts  (vgl  Max  Simon,  zu  den  Grundlagen  nicht-Eucl. 
Geometrie  Strafsburg,  1891). 

Die  Analogie,  die  der  Punkt  des  Raumes  mit  dem  der  Zeit  hat^ 
hebt  schon  Proclus  Fried.  S.  93  hervor:  er  ist  unteilbar  wie  das  jetzt 
(tovvv)  und  die  Einheit  (im  Sinne  der  Pythagoräer). 

Aus  der  Erzeugung  des  Punktes  als  Grenzbegriff  gelangt  man  fast 
onmittelbar  zu  einer  Identifizierung  mit  dem  ünendlichkleinen  jeder 
Art,  dem  Strecken-,  Flächen-  und  Eugelelement,  dem  Differential  in 
unserem  Sinne,  schon  Xylander  setzt  seiner  Erklärung  hinzu: 
Das  ist  Anfang  aller  Gröfse,  jedoch  er  selbst  keine  Gröfse, 
und  Proclus  S.  88:  aber  es  liegt  in  ihm  verborgen  eine  unbegrenzte 
Macht,  Längen  zu  erzeugen.  Diese  Veränderung  im  Begriffe  des 
Punktes  taucht  besonders  deutlich  bei  der  Auffassung  der  Tangente 
als  Gerade,  die  ein  Linienelement  mit  der  Kurve  gemein  hat,  auf. 
(Vieta.) 


^' 


26 


Erläntemogen  zu  den  Definitionen. 


3)  Enclid  definiert  den  schwierigen  Begriff  Dimension  (ygL  die 
eben  zitierte  Schrift)  nicht;  so  wenig  wie  er  den  Raum  definiert  oder 
,,Richtung^^  Das  sind  ihm  gegebene  Vorstellungen,  wie  Punkt,  Gerade^ 
Ebene  in  der  projektiven  Geometrie. 

4)  Tcigatu  würde  am  besten  wiedergegeben  mit:  das^  bis  wohin 
(sich  nanüich  eine  Linie  erstreckt). 

5)  ai^Bla  yQafi(iii  iexiv^  V^tig  ^|  t6ov  rolg  ifp  abtf^q  ^fffuloii 
xsltau  Grammatisch  kann  der  Datiy  yon  ^|  töov  abhängig  gemacht 
werden;  dann  wäre  er  soziativ:  die  Gerade  liegt  in  gleicher  Weise 
wie  ihre  Punkte;  so  fafst  es  Proclus  (FriedL  109).  Er  sagt  aus- 
drücklich: die  Gerade  ist  die  einzige  Linie,  deren  Länge  zwischen  je 
zweien  ihrer  Punkte  mit  dem  Abstand  ihrer  Punkte  zusammenfallt 
Die  BegrüBfe  Abstand  und  Richtung  sind  nicht  nur  nach  Bolzano 
ursprüngliche  schlechthin  irreducible  Grundbegriffe^  sondern  sicher  anch 
nach  der  des  Eudid.  Läfst  man  den  Dativ  von  xsltai  abhängen,  so 
heifst  es:  die  Gerade  liegt  für  (durch)  ihre  Punkte  gleichmälsig;  und 
es  wäre  durchaus  gestattet  zu  ergänzen;  in  Bezug  auf  die  Richtung. 
Nimmt  man  xelrai  als  Passiv  von  ti^(ii^  wie  sehr  oft  bei  Euclid,  so 
hat  man  dem  Sinne  nach  unsere  Version:  die  Gerade  ist  durch  ilue 
Punkte  gleichmälsig  gegeben  worden.  Jedenfiedls  enthalt  i|  ftfov 
keinen  Zahlbegriff;  sondern  ist  qualitativ;  und  es  ist  falsch;  es  mit 
;;auf  einerlei  Art^  zu  übersetzen;  wie  nicht  nur  Lorenz  und  Mollweide 
(Elügel);  sondern  selbst  Stäckel  und  Engel  in  der  ausgezeichneten 
Theorie  der  Parallellinien  gethan. 

Diese  Literpretation  bringt  Aufbssungen  hinein;  die  auf  Arcki- 
medes  zurückgehen;  von  dem  auch  die  Definition  als  kürzeste  Linie 
herrührt  nach  Angabe  von  Proclus  (Geminos);  wenn  auch  Eilling  sagt, 
daCs  er  sie  bei  Archimedes  nicht  habe  finden  können;  sie  entspricht 
durchaus  dem  Wesen  des  grofsen  Mathematikers;  der  von  der  Eifth- 
rung  und  Bewegung  ausgeht;  vgl.  die  Stelle  bei  Proclus  109,  17—20. 
Eben  dort  finden  sich  schon  feuit  alle  Erklärungen;  die  bei  Schotten 
in  dessen  is^fflichem:  Inh.  u.  Meth.  des  plan,  unter,  zusammengestellt 
sind  und  bei  Pfleiderer  in  dessen  so  fleifsigen  Scholien. 

Die  von  Schotten  Gaufs  zugeschriebene;  dafs  die  Gerade  beharrt^ 
wenn  sie  um  zwei  ihrer  Punkte  rotiert;  ist  nicht  von  Leibniz;  sondern 
ist  auch  schon  bei  Proclus.  Die  hier  gegebene  Interpretation  vindi- 
ziert allerdings  dem  Euclid  scheinbar  einen  logischen  Fehler;  denn  die 
Erklärung  paTst  auf  den  Kreis  (und  die  Schraubenlinie  des  Rotations- 
zjlinders;  deren  Verschiebbarkeit  in  sich  selbst  nicht  blofs  dem  Ge- 
minos, wie  Knoche  nach  Proclus  (Progr.  Herford  1862)  bemerkt^  sondern 
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aach  nach  Prodns  S.  105  dem  Apollonins  bekannt  war).    An  der  De- 
finition der  Geraden  kann  man  gut  den  Weg  Ton  der  Anschauung  zur 
Logik  Terfolgen.    Piaton   (Fiedl.  109,  21)    definiert    die    Gerade    als 
eine,   „deren   Mittleres    die    Enden    beschattet ,    d.  h.  also  als  ^ 
Weg  des  Lichtstrahls,  also  rein  durch  die  Sinnlichkeit  gegeben.     Euclid  /  ^ 
in  Definition  4  und  den  beiden  Forderungen  1  und  2  faist  sie  auf  als 
die  Linie,  welchie  durch  zwei  Punkte  bestimmt  ist,  rein  logisch,  ohne 
anch  nur  den  Versuch  zu  machen,  eine  Yorstellung  zu  erwecken.     Ich 
erwähne  die  Definition  von  Archimedes,  die  ims  erhalten  ist:  Die  ge-     ^ 
rade  Linie  teilt  die  Ebene  in  zwei  Teile,  die  nur  durch  ihre  ;  "' 
entgegengesetzte  Lage  zu  unterscheiden  sind. 

Han  trifFt  sie  seit  Leibniz  oft  wiedier  ohne  Quellenangabe.  Euclid 
denkt  die  Gerade  nicht  in  der  Ebene,  sondern  fOr  sich,  und  das  i%  t6ov 
konnte  sich  auch  beziehen  auf  die  yöUige  Unterschiedlosigkeit  aller 
Richtungen  bei  jedem  Punkte.  Ich  hebe  noch  hervor,  dafs  die  Gerade, 
wenn  sie  erscheint,  als  Gerade  erscheint,  doch  also  Ton  jedem  Punkte 
aoljser  ihr  als  Gerade  projiziert  wird,  welche  „Gleichmäfsigkeit^^  der 
Kreis  nicht  hat.  Wenn  ich  an  der  hier  gegebenen  Version  festhalte, 
so  geschieht  es,  weil  der  Ausdruck  bei  der  Ebene  wiederkehrt  und 
zeigt,  dafs  i|  ^6ov  xeitai  ein  terminus  technicus  ist,  den  vielleicht  der 
Eleat  Parmenides  geschaffen,  wo  ähnliche  Wendungen  bei  der  Kugel 
nnd  sonst  vorkommen  (Diels,  S.  29;  S.  43;  S.  49),  dann  aber  ist  es 
mehr  als  fraglich,  ob  Euclid  eine  Verschiebbarkeit  in  sich  selbst  mit 
beständiger  Richtungsänderung  als  eine  ^|  töov^  als  ein  wirklich 
der  Qualität  nach  gleiches  liegen  oder  vielmehr  (gesetzt)  sein  ange- 
sehen hat,  ja  es  scheint  mir  beinahe  sicher,  dafs  wie  Parmenides  die 
Kugel,  so  Euclid  den  Kreis  vom  Zentrum  aus  (aus  dem  Zentrum 
griech.),  als  gleichliegend  angesehen  hat.  Dazu  kommt,  dafs  Euclid 
den  Kreis  genau  beschreibt,  und  dabei  gar  nicht  von  der  Kreislinie, 
sondern  von  der  Kreisfläche  spricht  Noch  bemerke  ich  die  Variante  j 
UQBöi  statt  6riii€Coig^  wo  also  wohl  die  Richtungsgleichung  aus-  / 
gedruckt  werden  sollte  in  allen  Teilen,  und  schliefslich,  dafs  Duhamel 
bei  seiner  Literpretation  ganz  willkürlich  den  Artikel  tolg  wegge-  . 
lassen  hat 

6)  Die  Fläche  ist  wohl  der  älteste,  klar  bewufste  geometrische 
Begriff,  der  aus  der  Anschauung  der  physischen  Korper  (goldener 
Wein  im  gränen  Römer)  erworben  ist.  In  dem  „nur^'  werden  die  drei 
Dimensionen  als  selbstversföndlich  vorausgesetzt. 

7)  Vgl.  die  Note  5.  Die  Definition  würde  auf  den  Rotations- 
zylinder eben&lls  passen,  sie  wird   eindeutig,   wenn  man   (vgl  Simon, 
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zu  den  Gfrondlagen)  statt  Qerade  ^^ichtnng^'  sagt.  Die  gewShnlicb 
Robert  Simson  zugeschriebene  Definition:  die  Ebene  ist  die  Flache, 
welche  jede  Gerade^  die  mit  ihr  zwei  Punkte  gemein  hat^  ganz' entihatt^ 
ist  schon  be£  Proclns  erwähnt  (FriedL  117,  Z.  8),  an  die  sich 
Kästners  eng  anschlieüst 

Auch  Ton  dieser  Definition  7  gilt,  was  von  der  der  Gnaden  ge- 
sfi^  ist;  den  aus  der  Anschauung  im  Laufe  ungezählter  Jahitanaende 
erworbenen  Begriff  bezw.  die  Vorstellung  der  Ebene  setzt  Eudid  bei 
dem  Hörer  voraus. 

8)  Die  Definition  des  ebenen  Winkels  ist  oft  getadelt  worden, 
xkiöig^  hier  mit  Biegung  wiedergegeben,  ist  meist  mit  ,,Neigung^  über- 
setzt worden,  so  auch  Ton  Heiberg,  und  bezieht  sich  zunächst  auf 
die  Änderung  in  der  Richtung.  Von  da  aus  ist  der  Weg  leicht  zu 
der  ebenso  yerbreiteten  als  schlechten  Erklärung  des  geradlinigen  Winkeb 
als  „Richtungsunterschied''  zweier  Geraden.  ApoUonius  hebt 
an  der  angeführten  Stelle  die  Zweideutigkeit,  indem  er  (FriedL  S.  124) 
definiert:  Der  Winkel  ist  die  Verengerung  der  Ebene  oder  des  Raomes 
an  einem  Punkte  infolge  der  Biegung  von  Linien  oder  Flächen;  ancb 
hier  wie  bei  Euclid  handelt  es  sich  also  nur  um  eine  Worterklänuig 
(Lambert),  nicht  um  eine  die  Vorstellung  des  Winkels  in  der  An- 
sohauung  erzeugende.  Li  Schottens  yergleichender  Planimetrie  fiUt 
die  Definition  des  Winkels  40  Seiten,  die  von  mir(?)  herrOhrende 
findet  sich  im  zweiten  Teil  erwähnt.  Der  (geradlinige)  Winkel  ist  die 
Gh:«nze  des  Kreissektors  bei  über  jedes  Mafs  wachsendem  Radius.  Zu 
.bemerken  ist,  dals  Euclid  vom  krummlinigen  Winkel  nur  sehr  seliien 
Gebrauch  macht;  IH,  17  etc.  DaGs  Euclid  den  Winkel  (stets  gend- 
linig)  im  wesentlichen  als  eine  Flächengrofse  au£hfst,  siehe  Definition  9, 
X€Qiixov6aij  und  wenn  er  stets  sagt:  der  Winkel  „v^ö^  z.  B.  aßy,  so  ist 
zu  ergänzen  nBQU%oikivri^  und  das  inh  ist  das  Subjekt  des  Aktivs  im 
Passiv,  es  heilst  also  nicht  ;;Sub^,  sondern  „aV,  d.  h.  der  Winkel, 
welchen  der  gebrochene  Linienzug  aßy  enthalt^  und  das  ist  aach 
vollkommen  klar,  da  er  unmittelbar  vom  Winkel  als  der  nicht 
völlig  begrenzten  Fläche,  zum  „tf;pi}fiCK'^,  der  völlig  begrenzten 
Fläche  übergeht. 

Ich  f&ge  noch  hinzu,  dafs  selbst  bei  Proclus,  noch  also  400 
n.  Chr.,  die  Winkel  auf  solche,  welche  kleiner  als  zwei  rechte  sind, 
beschränkt  sind.  Vermutlich  um  der  Eindeutigkeit  der  Fläche  zwischen 
zwei  Rechten;  die  Ausschliefsung  des  „flachen  Winkels^  zeigt,  dab  das 
„Richtungselemenf'  zurücktritt,  denn  einen  schärferen  Richtlmgs1mte^ 
schied  als  den  zwischen  zwei  entgegengesetzten  Rechten  giebt  es  nicht 
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Die  Übersetzmig  von  &7Cto\Uvmv  mit  ^sich  berührenden''  bringt  hier 
schon  ganz  mmotig  die  Frage  vom  Eontingenzwinkel  hinein  (ygl. 
in  17). 

9)  Enclid  unterscheidet  nicht  wie  wir  zwischen  Strecke^  Strahl 
und  Gerade^  sondern  hilft  sich  durch  Zusätze  wie  begrenzte  Gerade, 
die  beiden  Teile  (f&r  die  beiden  Strahlen)  an  beiden  Seiten  eines 
Ponktes  etc. 

10)  ifpB^y^qj  der  Reihe  nach,  wird  bei  Euclid  oft  für  nebenein- 
anderliegend gebraucht;  xadcro^  ^^inabgesandf'  entspricht  unserem 
^ySenkrechte^  und  wird  sich  yermutlich  wie  dies  auf  das  Bleilot  be- 
ziehen, das  diese  Richtung  giebt.  Übrigens  bildeten  Definition  10,  11, 
12  noch  bei  Produs  eine. 

11)  Grenze:  oQog^  das  Aufserste:  %iQag\  beide  Worte  oft  synonym, 
Produs  sagt:  Zffog  wird  Yon  Flachen  und  Körpern,  Ttigag  Ton  Linien 
gebraucht  (Friedl.  136).     Rob.  Simson  halt  sie  ftlr  unecht 

12)  Das  Wort  <ix^f^^  stammt]  von  B%iOj  haben,  halten,  und  be- 
zeichnet also  dasselbe  wie  unser  „Gehalt'^  in  der  Geologie,  goldhaltig 
etc.  Unser  Figur  vom  lateinischen  fingere  ist  allgemeiner  und  bedeutet 
„Gebilde'^  Eine  Anzahl  zerstreuter  Punkte  kann  man  wohl  als  Figur 
bezeichnen,  aber  nicht  als  „schema''  im  Sinne  Euclids. 

13)  Zu  dem,  was  über  die  Gerade  gesagt  ist,  ist  noch  zu  bemerken, 
dab  Euclid  sich  eigentlich  gar  nicht  mit  der  Kreislinie,  sondern  mit 
der  ICreisfläche  beschäftigt;  während  wir  heute  unter  Kreis  schlechtweg 
die  Linie  verstehen,  ist  bei  Euclid  die  Fläche  gemeint  Die  Kreislinie  \, 
wird  Yon  ihren  Teilen  unterschieden,  die  ebenfalls  Peripherie  genannt 
werden;  erst  die  Araber  f&hren  das  Wort  Bogen  für  den  Teil  ein.  « 
Die  Kreislinie  heilst  bei  Proclus  fi  nsQiq)€(fiig. 

14)  Zentrum  von  tUvxqov  der  Ochsenstachel,  der  Nagel,   erinnert 
so  recht  deutlich  an  den  empirischen  Ursprung  der  Mathematik,  deren ; 
Ablösung  und  Befreiung  yon  den  irdischen  Resten  gerade  die  Arbeit 
der  Pythagoräer  und  Platomker   galt;   doch   bleibt   ein   Erdenrest   zu 
tragen  peinlich! 

15)  Quadrat;  griech.  Viereck  schlechtweg;  unter  100  Menschen 
werden  90,  wenn  man  sie  auffordert,  ein  Viereck  zu  zeichnen,  annähernd 
ein  Quadrat  zeichnen,  und  wenn  ein  Dreieck,  dann  ein  gleichseitiges. 
Tgl.  Simon,  Elem.  d.  Qeom.  S.  48. 

16)  heQÖ^fixig  »s  yon  yerschiedener  Länge  sc.  der  Seiten;  man 
sieht  deutlich,  wie  der  empirische  Gang  sich  hier  geltend  macht.  Das 
Quadrat  ist  das   ursprüngliche  Viereck  des  Handwerkers,   Baumeisters 
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u.  8.  w.,  dann  kommt  durch  Verschiedenheit  der  Länge  zweier  benach- 
barten Seiten  das  Rechteck  etc. 

17)  Aus  dem  Imperativ  y^kHö^o^'  geht  deutlich  hervor^  dals 
dieses  Wort  (Trapez,  Tisch)  von  Euclid  neu  eingeführt  wird. 

18)  elg  änsLQov^  richtiger  ,,Zum  Unendlichen^^,  eigentlich  das,  zu 
dem  es  kein  Jenseits  giebt;  die  Unendlichkeit  des  Raumes  wird  dabei 
akttlschweigend  Yorausgesetzt. 

Die  heutige  Fiktion,  dals  Parallele  ihren  unendlichfemen  Punkt 
gemein  habeo^,  rührt  von  Desargues  1639  her,  und  wurde  aufser  toq 
.'  Steiner  auch  von  Newton  gewürdigt.  Die  Definition,  dafs  es  Ge- 
I  rade  sind,  die  überall  Toa  einander  den  gleichen  Abstand  haben,  die 
noch  neuerdings  Yon  Hübner  seiner  trigon.  Planim.  zugrunde  gel^ 
ist,  hat  ihren  Ursprung  nicht  b«i  Wolf  1730,  nicht  einmal  bei 
Clavius  1574  oder  Petrus  Ramus,  sosdacn  findet  sich  nach  Proclns 
(Friedl.  176)  schon  bei  Posidonius  und  ia/k  nach  demselben  Autor 
(S.  178)  von  dem  grofsen  Geometer  Geminos  (elwa  100  v.  Chr.)  an- 
genommen. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dafs  hier  schon  in  der  Erklärung 
die  Forderung  der  unendlichen  Länge  der  Geraden  ausgesprodMH  ist 
(als  selbstverständliche  und  stillschweigende  aus  der  angewandten  Me- 
chanik in  die  Geometrie  hinübergenommene  Thatsache),  ohne  welche 
die  Parallelentheorie  hinfällig  wäre. 


Forderungen.  ^) 

Es  soll  gefordert  werden,  dafs  sich 

1)  von  jedem  Punkt  bis  zu  jedem  Punkt  eine  xmd  nur  eine 
Strecke  führen  lasse*) 

2)  und  diese  Strecke  sich  kontinuierlich  auf  ihrer  Geraden  aas- 
ziehen lasse.  ^) 

3)  Um  jedes  Zentrum  sich  mit  jedem  Abstand  ein  und  nur  ein 
Kreis  zeichnen  lasse.  ^) 

4)  Und  alle  rechten  Winkel  einander  gleich  seien.  ^) 

5)  Und  wenn  eine  zwei  Geraden  schneidende  Gerade  mit  ihnen 
innere  an  derselben  Seite  liegende  Winkel  bildet,  die  [zusammenj 
kleiner  sind  als  zwei  rechte,  so  schneiden  sich  die  beiden  [geschnittenen] 
Geraden  bei  unbegrenzter  Verlängerung  auf  der  Seite,  auf  der  diese 
Winkel  liegen.^) 
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Anmerkungen  su  den  Forderungen. 

1)  Proclns  sagt  (vgl.  L.  Meyer,  Progr.  Tübingen  1885),  dars  die 
Fordemngen  Ton  den  Grundsätzen  sich  unterscheiden  wie  die  Auf- 
gaben Yon  den  Lehrsätzen.  Die  ersteren  yerlangen  Konstruktionen, 
die  jeder  leicht  ausführen  könne,  die  anderen  Sätze,  die  jeder  leicht 
zugäbe.  Beiläufig  vindiziert  Meyer  auf  S.  15  dem  Aristoteles  einen 
ziemhch  groben  logischen  Fehler,  durch  falsche  Übersetzung  des  „dci^- 
fat"  Priedl.  S.  188,  Z.  19;  es  ist  hier  ^¥iederzugeben  mit  „ermangelt" 
und  nicht:  bedarf.  Aristoteles  sagt:  die  Forderung  ermangelt  des  Be- 
weises, den  man  gerne  geben  möchte,  wenn  man  nur  könnte,  während 
der  Grundsatz  von  jedem  ohne  weiteres  als  richtig  anerkannt  wird. 

Die  Unterscheidung  des  Proclus  pafst  aber  eigentlich  nur  auf  das 
erste  und  dritte  Petitum,  und  es  darf  daher  nicht  überraschen,  wenn 
in  die  Handschriften  eine  Verwirrung  eingerissen  ist  und  sich  z.  B.  in 
vielen  Nr.  5  als  (11.)  Grundsatz  findet  und  das  schon  vor  Theon  rezi- 
pierte „Gerade  schliefsen  keinen  Raum  ein"  sich  im  Yaticanus  als 
Forderung  6  und  in  anderen  Codices  als  Grundsatz  9  findet.  Im  übrigen 
wird  die  Fün&ahl  der  Postulata  ausdrücklich  hervorgehoben,  Tgl.  Hei- 
berg 7.  1.  S.  8  Note.  Die  Unterscheidung  des  Proclus  ist  gewifs  nicht 
die  des  Euclid,  sieht  man  näher  zu,  so  enthalten  die  „Aitemata''  Grund - 
thatsachen  der  Anschauung,  die  xoival  iwotat  (Axiome)  (Grund- 
satze) aber  Grundthatsachen  der  Logik. 

2)  Von  den  drei  ersten  Forderungen  sagt  Proclus. (Meyer,  Progr. 
Tübingen  1875):  Diese  drei  Sätze  sollen  ihrer  £[larheit  wegen  und 
weil  darin  etwas  zu  schaffen  uns  aufgetragen  wird,  nach  G^minos  not- 
wendig unter  die  Forderungen  gehören.  Wir  erinnern  an  die  Bemer- 
kung Newtons,  1  und  3  erhalten  Probleme,  die  von  der  angewandten 
Mechanik  ihre  Lösimgen  empfangen  haben.  Darauf  deutet  auch  der 
Ausdruck  Ekbalein,  „auswerfen^',  der  stets  für  das  Verlängern  von 
Strecken  gebraucht  wird,  und  er  erinnert  an  die  Konstrulction  der  Ge> 
raden  mittelst  des  Seiles,  das  von  einem  Punkte  aus  zum  anderen  ge- 
worfen (und  angezogen)  wird. 

3)  ix*  B'b^alag  der  Folgerung  2  hat  verschiedene  Auslegung  ge- 
fanden. Meyer  1.  c.  sagt  „in  gerader  Richtung^  (meint  wohl  „in  der- 
selben Richtung^^),  Engel  und  Stäckel  „in  gerader  Linie'^,  Mollweide 
;^erade  fort^  (schnureben  von  Pirkheimer). 

Von  Richtung  steht  kein  Wort  bei  Euclid,  erst  bei  Geminos 
findet  sich  (nach  Proclus)  die  Erzeugung  der  Geraden  durch  „unge- 
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beugte^  Bew^^nngy  d.  h.  durch  Bewegung  ohne  Richtmigwiderang. 
Hatte  Euclid  sagen  wollen:  in  gerader  Linie^  so  hätte  er  iv  mit  dem 
Dativ  genommen;  ixi  mit  dem  Genetiv  bedeutet  entweder  „auf  der 
Greraden^  (wovon  die  begrenzte  ein  Teil  ist)  oder  giebt  bei  den  Verben 
der  Bewqrang  das  Ziel  an,  wie  nach  Thrazien  gehen,  oder,  und  so 
haben  es  Lorenz  und  MoUweide  aufge&fst,  es  steht  wie  bei  mihi  Aus- 
drücken, wo  unser  „4  Mann  hoch^  mit  ixl  rarrdgcav  ausgedrückt  wird; 
in  allen  diesen  Fallen  drückt  es  aus,  dab  durch  die  Vorstellnng  des 
Teils,  der  Strecke,  die  des  Gfanzen,  der  Geraden,  in  der  Anschauung  er- 
zeugt werden  kann. 

Die  1.  Forderung  sagt  nach  griechischem  Sprachgebrauch  im  all- 
gemeinen und  dem  des  Euclid  im  besonderen,  dafs  hier  die  giofst 
möglichste  Bestimmtheit  herrscht,  ausgedrückt  durch  den  Wegfall 
des  Artikels.  Genau  so,  wie  bei  der  Aufgabe  Satz  11  und  Satz  31, 
vgl.  noch  die  Anmerkung  zu  Satz  31.  Der  bestimmte  Artikel  wird 
demonstrativ  gebraucht,  wenn  auf  ein  Bestimmtes  von  vielen  hinge- 
wiesen wird,  gerade  da,  wo  wir  meistens  den  unbestimmten  Artikel 
brauchen,  also  z.  B.  Satz  11  sagt  Euclid:  Hier  in  der  gegebenen  Ge- 
raden rfi  d&^eiöT]  ev^eCa^  wir  si^n:  Auf  eine  Gerade,  äxb  roD  %Qog 
avty  dod-ivrog  örniaiov^  von  dem  da  auf  ihr  gegebenem  Punkte,  wir: 
von  einem  auf  ihr  etc.  und  fahrt  fort:  xgbg  dod-äg  ymvCag  Bi%iUtv 
iyayelv,  ohne  Artikel;  wir  sagen:  Das  Lot  zu  errichten.  Propo- 
sition 16  steht  iiLccg  nlBvgag^  also  das  Zahlwort  gerade,  weil  Viel- 
deutigkeit vorhanden  ist 

Für  unsere  Auffassung  von  isc^  eöd-siag  sprechen  zahlreiche  Stellen, 
z.  B.  die  ix^BfSig  zu  Satz  5,  noch  schärfer  Satz  14,  und  besondere  der 
Schlufs  des  Beweises,  am  schär&ten  44,  die  Konstruktion  und  dann 
der  Beweis  des  Pythagoras  48.  Die  1.  Forderung  sagt  also  aus,  dab 
zwischen  zwei  Punkten  eine  und  nur  eine  Strecke  möglich,  die  zweite, 
dafs  durch  eine  Strecke  die  ganze  Gerade  eindeutig  bestimmt  ist 
Forderung  2  hebt  a)  die  Forderung  der  Unendlichkeit  der  G^eiaden 
noch  einmal  hervor,  b)  exemplifiziert  sie  das  ii  Cöov,  insofern  jede 
Strecke  die  ganze  Gerade  erzeugt,  c)  soll  diese  Forderung  und  nicht, 
wie  Zeuthen  will  Nr.  4,  die  Eindeutigkeit  der  Fortsetzbarkeit  aus- 
sprechen, bezw.  wird  sie  als  selbstverständlich  (vgl.  Schluls  der  Defini- 
tionen) herübergenommen.  Den  Forderungen  1  und  2  schlielst  sich 
noch  die  Definition  4  an,  zusammen  erst  definieren  sie  die  Gende 
völlig  und  zwar  nicht  anschaulich,  denn  die  Anschauung,  das  wieder- 
hole ich,  wird  als  selbstverständlich  vorausgesetzt;  zusammen  sa^n 
si^  aus:  die  Gerade  ist  eine  unterschiedslose  und  unendliche  Linie,  die 
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durch  zwei  ihrer  Pnnkte  völlig  bestimmt  ist.  Ich  verweise  auch  noch 
auf  Duhamel  (Les  methodes  11  p.  8,  9). 

4)  In  der  Annahme  des  Aorist  folge  ich  Proclus  wie  August;  die 
Handschriften  (Heiberg)  haben  yQccq>£6&ai. 

5)  Forderung  4  ist  nach  Proclus  von  Geminos  und  anderen  an- 
gegriffen als  beweisbar.  Wir  geben  hier  den  Beweis  des  ß^minos: 
Wäre  aßy'^Sh^  und  legte  man  öbI  auf 
ttj}^,  so  dafs  aß  und  8b  zusammenfallen^ 
so  fiele  £^  als  jSi;  innerhalb  und  dann  wäre 
x^a,  das  nach  Vorigem  gleich  aßri  ist, 
>  O^a,  also  auch  >  aßy^  also  6 ei  zu- 
gleich kleiner  und  gröfser  als  ußy. 

Der  Beweis  setzt  voraus,  dafs  die  Ver- 
längerung von  riß  sich  nicht  mit  %^ß  decken 

könne,  d.  h.  also,  dafs  eine  Strecke  sich  nur  auf  eine  Weise  zu  einer 
Gferaden  verlängern  lasse.  Darin  hat  Zeuthen  recht,  aber  dies  zu  sagen 
wäre  die  Forderung  einer  seltsamen  Form  und  Euclid  hat  eine  ganze 
Anzahl  stillschweigender  Voraussetzungen,  ohne  die  keine  geon.,  d.  h. 
anschauliche  Geometrie  existieren  kann,  bezw.  hat  er  diese  Forderung 
in  Nr.  1  und  2  ausgesprochen.  Dem  „Geminos  und  den  anderen^'  ist 
die  strenge  Arist.  Auffassung  der  „Bewegung"'  verloren  gegangen,  der 
Beweis  verlangt  ja  auch  die  Verschiebbarkeit  und  Drehung  der  Ebene 
in  sich  selbst,  bezw.  die  dritte  Dimension,  und  die  will  und  kann 
Euclid  von  seinem  Standpunkt  nicht  zu  Hilfe  nehmen;  so  bleibt  ihm 
nur  übrig,  zur  „Forderung"  seine  Zuflucht  zu  nehmen,  welche  ihm  zu- 
gleich die  Eindeutigkeit  des  Lotes  in  einem  Punkte  auf  eine  Gerade 
giebt  und  die  Verschiebbarkeit  etc.  der  Ebene  ersetzt. 

6)  Forderung  5  ist  das  unter  dem  Namen  des  Parallelenaxioms 
(Parax)  bekannte  „Kreuz"  der  Mathematik,  der  „Flecken^',  mit  dem 
nach  Savile  und  Saccheri  das  grofse  Werk  des  Euclid  behaftet  war, 
bis  es  durch  Gaufs  und  Schweikart  klar  wurde,  dafs  sich,  wie  stets, 
aus  der  Wunde  die  Neubildung  entwickeln  mufste.  Die  Litteratur  des 
Parax  füllt  bei  Riccardi  (Mem.  d.  Bol.  S.  V  T.  I.  1890)  20  Quartseiten. 
Ich  nenne  die  erste  selbständige  Druckschrift,  die  des  P.  A.  Gataldi, 
des  Entdeckers  der  Kettenbrüche,  von  1603,  und  die  drei  letzten  mir 
bekannten,  alle  drei  noch  aus  dem  Jahre  1891,  E.  v.  Schmidt,  Eu- 
clids  11  Axiome  durch  eine  neue  Definition  der  geraden  Linie  be- 
wiesen, Iselin,  die  Grundlagen  der  Geometrie  und  F.  Pietzker,  kri- 
tische Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie.  Der 
Überblick  über  das  Parax,  den  ich  1890  (gedruckt  1891)    im  Supple- 

Kuclid,  von  Simon.  3 
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mentband  der  4.  Aufl.  des  Mejerschen  Lexikons  gab"*^)^  ist  jetzt  weit  über- 
holt durch  die  Darstellung  bei  Stäckel  und  Engel  und  diese  wieder 
durch  den  Artikel  von  Robert  Bonola  in  dem  schönen  Sammelband, 
den  Enriques  unter  dem  Titel  Questioni  riguard.  la  geom.  elem.  1900 
herausgegeiben  hat.  Aber  es  ist  eine  Pflicht^  hier  der  ersten  kritischen 
Sichtung  des  Materials  durch  Kl ü gel  zu  gedenken,  der  in  seiner 
Dissertation  Göttingen  1763  in  der  bescheidenen  Form,  wie  es  dem 
Anßuiger  ziemt,  seiner  Ansicht  über  die  Unbeweisbarkeit  des  Axioms 
Ausdruck  gab. 

Die  Forderung  5  heifst  häufig  11.  Aidom,  weil  sie  in  vielen  Co- 
dices als  solche  steht,  aber  schon  Zamberti  hat  sie  richtig.  Durch 
Proclus  wissen  wir,  dafs  sie  eigentlich  beständig  angegriffen  wurde,  z.  B. 
von  Ptolemäus,  und  zwar  ist  der  Grund  klar.  Die  Erfahrung  der 
Männer  der  Praxis  schuf  die  Greometrie,  die  Geometrie  vertiefte  die 
angewandte  Mathematik,  aber  die  Skrupel  eines  Euclid  über  die  Be- 
wegung wurden  von  den  Ingenieuren  und  Astronomen  nicht  geteilt;  ron 
ihrem  Standpunkt  aus  war  die  Forderung  des  Euclid  unanschaulich, 
da  die  wirkliche  Bewegung  das  Nichtschneiden  gar  nicht^  und  das 
Schneiden  in  praxi  meistens  auch  nicht  konstatieren  konnte.  In  dieser 
Hinsicht  ist  der  Beweis  von  der  Unrichtigkeit  der  Euklid.  Forderung 
bei  Proclus  S.  570  ganz  ungemein  lehrreich.  Euclid  war  weit  scharfer. 
Er  wollte,  was  Proclus  ganz  richtig  bemerkt,  den  Satz  B.  I.  6:  ^ 
jedem  Dreiecke  sind  zwei  Winkel  zusammen  kleiner  als  zwei  Rechte*' 
umkehren.  Der  Beweis  gelang  ihm,  aller  Bemühung  ungeachtet,  nicht, 
er  erkannte,  dafs  hier  eine  neue  Forderung  nötig  sei,  um  der  That- 
Sache,  dafs  in  unserm  Räume  zwei  richtungsverschiedene  Geraden  sich 
nach  unserer  Anschauung  schneiden,  gerecht  zu  werden.  Proclus 
kritisiert  zuerst  den  Beweis  des  Ptolemäus,  dann  stellt  er  das  Axiom 
auf:  Der  Abstand  zweier  hinlänglich  entfernten  Punkte, 
zweier  sich  schneidender  Geraden  wächst  über  jedes  Mafs, 
Er  beruft  sich  auf  Aristoteles,  der  es  aufgestellt  „als  er  die  End- 
lichkeit der  Welt  bewies",  gerade  dann  ist  es  falsch!  Proclus  be- 
weist dann:  wenn  eine  Gerade  die  eine  von  zwei  parallelen  Geraden 
schneidet,  so  schneidet  sie  auch  die  andere.  Das  ist  das  Parax  in  der 
Fassung  unserer  Lehrbücher:  Durch  einen  Punkt  ist  zu  einer  Geraden 
nur  eine  Parallele  möglich.  Die  Kritik  des  Beweises  durch  Clarius, 
der  sich  Saccheri  anschliefst,   ist  falsch;   der  Fehler  liegt   darin,  dafs 


*)  Für  die  6.  Aufl.  übernehme   ich   nur  die  Verantwortung   für  die  Artikel 
von  A  bis  0, 
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der  Abstand  zweier  Nichtsichschneidender  ebenfalls  unendlich  werden 
kann.  Glavius  ersetzt  dann  das  Parax  durch  ein  anderes,  das  er  allein 
dings  durch  seine  Auffassung  der  Definition  4  zu  beweisen  glaubt: 
Der  Ort  der  Punkte,  welche  von  einer  Geraden  gleichen  Abstand  haben, 
(die  Abstandslinie),  ist  eine  Gerade.  Es  mag  gleich  hier  bemerkt 
werden,  dafs  alle  die  Beweisversuche  darauf  hinauskommen,  das  Parax 
des  Euclid  durch  ein  anderes  zu  ersetzen,  bezw.  es  implicite  enthalten. 
Beinahe  unmittelbar  klar  ist,  dafs  das  Parax  des  Euclid  sich  deckt: 

1.  mit  der  Existenz  des  Rechtecks  oder,  was  dasselbe  ist,  mit  dem 
Satz:  Die  Winkelsiunme  im  Dreieck  ist  zwei  Rechte, 

2.  mit  der  Existenz  ähnlicher  Dreiecke, 

3.  mit  dem  Satz:  Der  Peripheriewinkel  im  Halbkreis  ist  ein 
Rechter, 

4.  mit  dem  Satz:  Durch  drei  Punkte,  die  nicht  in  einer  Geraden 
liegen,  ist  stets  ein  Kreis  möglich,  oder,  was  dasselbe  ist:  Zwei  Ge- 
rade, welche  auf  sich  schneidender  senkrecht  stehen,  schneiden  sich 
ebenfalls. 

Weniger  unmittelbar  ist  die  Identität  bei  der  Fassung  Legendre's: 
Durch  jeden  Punkt  (nicht  wie  es  bei  Balzer  3.  Aufl.  irrtümlich  heifst 
;,durch  einen^')  im  Innern  eines  Winkels  läfst  sich  eine  Gerade  ziehen, 
welche  beide  Schenkel  schneidet.  Noch  indirekter  ist  der  Zusammen- 
hang bei  Ghrafs  (Brief  an  Bolyai  1799):  wonach  ein  (einziges)  gerad- 
liniges Dreieck,  dessen  Inhalt  gröfser  als  jede  gegebene  Flache,  genügt 
zum  Ersatz  des  Parax.  Noch  abstrakter  ist  die  Fassung:  Man  kann 
mit  Flächen  rechnen,  d.  h.  es  gilt  das  kommutative  und  assoziative 
Gesetz,  denn  dies  Axiom  yerlangt  den  Pythagoras  und  dieser  das  Parax 
(Simon  1890). 

An  Glavius  schliefst  sich  Borelli,  dessen  Euclides  restitutus  seit 

1658   rasch   eine]  Reihe   von   Auflagen    erlebte;    hier    findet   sich   die 

wesentliche  AufGassung  der  Parallelen  als  Geraden,  welche  auf  derselben 

dritten   senkrecht   stehen,   sowie  Wallis,   der  als  Savilischer  Professor 

Ton  amtswegen  sich  mit  Euclid   beschäftigen   mulste.    Er   gab   1651 

eine  Kritik  der  Parallelentheorie  Nasur  ed  Dins   und   hielt  1665   eme 

Vorlesung  in  Oxford,  wo  er  das  Parax  des  Euclid  durch  die  Forderung 

der  Ähnlichkeit  ersetzte.     Von  diesen  Vorgängern,  in  erster  Linie  von 

seinem  Ordensbruder  Glavius,   angeregt,  fo^t   Saccheri,   von  dem  die 

nichteuclidische   Geometrie    gezählt  wird.     Saccheri    zeigt    zuerst   die 

aprioristische  Gleichberechtigung  dreier  Geometrien,  und  indem  er  zwei 

widerlegt,  bezw.  zu  widerlegen  sucht,  bleibt  als  dritte  die  Euclidische 

übrig.    Auf  Saccheri   folgt  Lambert,   yielleicht  das  gröfste  Genie  des 

8* 


^^^^r  S6  Edivieratigeä  cu  den  Foraernngen, 

^^H  IH.  Jahrb.;  über  Succheri  hinausgeheiid ,  bemerkt  er.  daTs  die  em«  der 

^^V  beiden  „fremden"  Geometrien  auf  der  Kugel,  die  andere  auf  einer  ima- 

^^H  ginären  Kugel  ihre  Gestaltung    Hlnde.     Lambert    und  Sanciien    zeigen 

^^H  sehr  viel  Übereinstimmung,  das  würde  mich  meht  veraulusaen,  an  einen 

^^M  direkten  Eiuflurs  Saccberi's  auf  Lambert    zu  glaubeu,    ich  würde  auch 

^^M  niemandem  als  mir  selbst  glauben,  dala,  als  ich  1X9U  meine  Elemente 

^^H  der  Geometrie  mit  ßücksicht  auf  die    abs.  Geometrie   schrieb,    ich  von 

^^M  Lambert    keine    Ahnung    hatte.     Aber   Lambert    wurde    durch    KIfigel 

^^M  wieder  an   die  Parallelen theorie   erinnert,   bei   KlUgel   ist  Saccheri    be- 

^^^  sprochen;   das  Werk    Saircheri's    war   §chon   durch    seine   Stellung    im 

^^H  Orden  ein  verhreitetesj    es  ist   eigentlich    stets    erwähnt    worden,    z.  B. 

^^H  hat  Pfleiderer  S.  87  Saccheri  und  Lambert  voll  gewürdigt.     Lambert 

^^H  lebte  in    Chur   in    engstem    Zusammenhang    mit    der    gelehrten  Walt 

^^M  Churs,  wo  er  den   eigentlieheu  Grund  zu  seiner  wissensehattüchen  Be- 

^^P  dentung  gelegt  hat,   es  wäre  sehr   unwahrscheinlich,   dafs  er  in  dieser 

^^B  speziell   von  jeHuitischer  Gelehrsamkeit  durchtränkten  Atmosphäre   den 

^^H  Haccheri  nicht  kennen  gelernt  hätte. 

^^H  Lamberts   Abhandhmg    erschien    als   Nacblal's-Werk    in    Hinden- 

^^H  burgs  Archiv  von  17K6,   dem   angesehensten    deutschen    wissenschaft- 

^^M  liehen  Journal  der  Zeit;   dal's  Gauis  es   las,    wissen  wir,   und  so  wirkt 

^^m  äaa  Gesetz  der  Kontinuität   auf  Gaufs,   der  als  der  erste   die  Zufalltg- 

^^M  keit  der   euclid.  Eaumform    erkannte,    dein    die    logische    Gleich-   ja 

^^1  Überberechtigung  der  anderen  Geometrien  klar  war,  und  der  mit  ToUem 

^^B  BewuPstsein     die     Konsequenzen     der    logischeu    Unbeweisbar  keit     der 

^^M  ö.  Forderung  zog. 

^^H  Nur  darf  man  nicht  glauben,  dafs  GauTs  je  an  der  thatsächlichen 

^^H  Richtigkeit  des  Satzes  für  unaem  Raum  gezweifelt  habe,  so  wenig,  wie 

^^B  an  der  der  Dreidimensionali  tat  des  Raumes,    obwohl  er  auch  hier  das 

^^B  logisch    Hypothetische    erkannte.     GauTs    ist    also    der   Begründer    der 

^^H  uichteuL'l.  Geometrie,   obwohl   er   seiner  Gewohnheit   nach  so   gut   wie 

^^H  nicht«    darüber   verölfent lichte.     Unabhängig  von  Gaufs   gelaugte  etwa 

^^P  1818   Schweikard   zu   einer  von   der  5.  Forderung   unabhängigen  Gleo 

^^  metrie.     Zum  Verständnis  diene  folgendes: 

Es  seien  </  und  h   zwei  Gerade,    welche   auf   derselben  Dritten  in 

r  A  und  B  senkrecht  stehen,  dann  sind  zwei  Flauptfälle  denkbar,  welche 

^^M  sich  wieder  in  je   zwei  Unterfalle  spalten:  g  und  h   können  sich  nicht 

^^1  schneiden,  oder  können  sich    schneiden.     Im  Falle    1)  kann   a)  die  (ie- 

^^r  rade  h  die  einzige  ij  Nichtschueidende  durch  A  sein,  b)  kann  ein  I 
ganzes  Bündel  davon  existieren,  gehülftet  von  h,  welches  von  den  J 
Schneidenden  durch  zwei  symmetrisch  zu  AB  gelegenen  Grcnzgeraden      1 

k^ ZI J 


Erläuterungen  zu  den  Forderungen.  37 

—  die  beiden  Parallelen  —  getrennt  wird.  Im  Falle  2)  können 
g  und  h  sich  a)  in  seinem  Punkte  x  schneiden ,  der  dann  linlr«  und 
rechts  gleich  weit  Ton  AB  entfernt  ist,  oder  b)  in  zwei  Punkten  x 
und  y,  symmetrisch  zu  AB  gelegen.  Zeigt  man,  dafs  AB  eine  Mitte 
hat,  80  ist  yermöge  des  Axioms  von  der  Ebene  leicht  zu  zeigen: 
Wenn  einer  dieser  Fälle  einmal  eintritt,  so  mnfs  eben  dieser 
immer  eintreten.  Je  nachdem  werden  vier  Geometrien  als  Eucli- 
dische,  Lobatschewskische,  Elein-Gliffordsche  und  Rie- 
mannsche  unterschieden. 

Die  ersten,  welche  nichteucl.  Geometrie  veröffentlichten,  waren 
Lobatschewski  (Vortrag  zu  Kasan  12.  Febr.  1826)  und  Johann  Bolyai 
im  Appendix  1832.  Durch  die  Veröffentlichung  von  Biemann's 
HabilitationsYortrag:  Über  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu- 
(pronde  liegen  1861^  in  der  die  Möglichkeit  einer  Endlichkeit  des  Raumes 
mid  einer  n- Dimensionalitat  zugelassen  wurde,  wurde  dann  die  Be- 
schäftigung mit  der  Grundlage  der  Geometrie  zu  einer  der  brennendsten 
Tages&agen. 

Wir  haben  noch  einen  Seitenweg  zu  verfolgen: 

Im  Jahre  1639  (Brouillon  project.  ed.  Poudra  1864)  beseitigte  der 
eigentliche  Begründer  der  modernen  projektiven  Geometrie,  Desargues, 
durch  Einführung  des  unendlich  fernen  (uneigentlichen)  Punktes  den 
Unterschied  zwischen  sich  schneidenden  und  parallelen  Geraden.  Da 
bei  Projektion  eigentliche  und  uneigentliche  Punkte  in  einander  über- 
gehen, so  wurden  die  bei  beliebigen  Projektionen  bleibenden  projek- 
tiven Eigenschaften  als  vom  Parax  unabhängig  erfunden.  Die  Geo- 
metrie der  Lage,  welche  in  Staudt  und  Reye  ihre  hervom^endsten 
Vertreter  fand,  kam  nun  ebenfalls  zu  der  Notwendigkeit  Mafsbestim- 
mnngen  projektiv  zu  definieren.  Indem  Cayley  und  Felix  Klein  die 
Möglichkeiten  dieser  Malsbestimmungen  untersuchten,  ergaben  sich 
ihnen  wieder  die  verschiedenen  Geometrien,  welche  nach  Klein  mit 
Rücksicht  auf  die  Polarkurve  bezw.  Fläche  Elliptische  (Riemann, 
Klein),  Parabolische  (Euclid),  Hyperbolische  (Lobatschewski)  Geometrie 
heifsen. 

Jede  der  Geometrien  hat,  soweit  sie  planim.,  ihre  Versimüichung 
auf  einer  Fläche,  die  Riemannsche  auf  der  Kugel,  die  Klein-Gliffordsche 
im  Strahlenbüschel,   die  Euclidsche   auf  der  Ebene  (bezw.  Halbkugel, 

wenn  man  —  =  cx)  setzt),  die  nichteucl.  auf  der  Pseudosphäre  bezw.  im 

hmem  eines  Kegelschnitts.     Die  wesentlichen  Abweichungen  der  nicht- 
eucl Planimetrie  von  der  gewöhnlichen  sind: 
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1.  Durch  jeden  Punkt  giebt  es  zu  jeder  Geraden  zwei  Parallelen, 
oder  die  Gerade  hat  zwei  mieigentliche  unendlich  ferne  Punkte. 

2.  Im  Dreieck  ist  die  Winkelsumme  kleiner  als  zwei  Rechte. 

3.  Die  Fläche  des  Dreiecks  ist  dem  sphärischen  Exzefs 

(:t  —  (a  +  j8  +  y)) 

proportional,  und  es  giebt  ein  absolut  gröfstes  Dreieck  mit  der  Winkel- 
summe 0. 

4.  Der  Ort  der  Punkte,  die  von  einer  Geraden  gleichen  Abstjmd 
haben,  ist  eine  Kurve,  deren  Tangente  auf  den  Loten  senkrecht  steht. 

5.  Der  Kreis  mit  unendlich  grofsem  Radius  ist  keine  Gerade,  sondeni 
eine,  wie  die  Abstandslinien,  in  sich  verschiebbare  Kurve  Grenzkreis. 

6.  Zwei  Nichtsichschneidende  besitzen  eine  gemeinsame  Senkrechte. 

7.  Alle  Streifen  (i  h.  Stücke  der  Ebene  zwischen  zwei  Parallelen) 
sind  kongruent. 

8.  Der  Parallelenwinkel  hängt  von  der  Distanz  und  einer  Kon- 
stanten ab. 

Das  Verdienst,  die  Lehrer  Deutschlands  auf  die  neue  Entwick^ 
lung  hingewiesen  zu  haben,  hat  zunächst  Balzer,  der  sie,  wie  auch 
FrischiÄuf  Elem.  der  abs.  Geometrie  1876,  wohl  durch  HoüeFB  fran- 
zösische Übersetzung  kennen  lernte.  Balzer  hat  L^endre  (Noten). 
Lobatschewski,  Bolyai  in  seinen  ElementenTder  Mathematik  erwähnt 
die  leider  stark  in  Vei^essenheit  geraten  zu  sein  scheinen.  Wie  ge- 
ring das  Verständnis  für  das  System  und  die  Verkettung  und  gegen- 
seitige Abhängigkeit  der  Voraussetzungen,  welche  der  Geometrie  zn- 
grunde  liegen,  noch  heute  ist,  bewies  ein  Vortrag,  den  vor  wenigen 
Jahren  Herr  Schotten  unter  dem  Beifedl  der  Zuhörer  im  Verein  ffir 
Förderung  des  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Unterrichte 
hielt 


OrandsStze.  ^) 

1)  Was  demselben  [dritten]  gleich  ist,  ist  unter  sich  gleich.^ 

2)  Und  wird  Gleiches  zu  Gleichem  hinzugesetzt,  so  sind  die  Ganzen 
gleich. 

3)  Und  wird  [Gleiches]  von  Gleichem  weggenommen,  so  sind  die 
Beste  gleich. 

8)  Und  das  Ganze  ist  grofser  als  sein  Teil.^ 
7)  Und  einander  Deckendes  ist  gleich.*) 
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Anmerkungen. 

1)  Eticlid  hat  xoi,val  Iwoiai.  ^^Uen  Vernünftigen  gemeinsame 
Annahme'^  ProcluB  ^^Axiome^  eigentlich  ^^Meinungen''^  aber  nach  dem 
Sprachgebranch  des  Aristoteles  allgemein  angenommene  logische  Sätze^ 
die  man  nicht  beweisen  kann^  weil  sie  die  logischen  Grundlagen  des 
Beweises  sind.  Proclus  hat  nur  die  fänf  angeführten^  und  korrekter- 
weise 8  vor  1,  da  7)  nicht  rein  logisch  ist,  sondern  von  dem  Zusammen- 
fidlen in  der  Anschauung  ausgeht,  um  daraus  den  logischen  Schlufs 
der  Gleichheit  zn  ziehen.  Proclus  erwähnt  die  apokryphen  4,  5,  6,  9, 
von  denen  9  (in  etwas  anderer  Form  bei  Proclus):  Gleiches  zu  Un- 
gleichem giebt  Ungleiches,  nach  Proclus  von  Pappus  herrührt,  5  und  6 
offenbar  überflüssig  sind  und  9):  Zwei  Gerade  schliefsen  keinen  Raum 
ein^  unter   die  Forderungen   gehört,   wo  er  sich 

aach  oft  findet,  und  von  Proclus  als  überflüssig 
bekämpft  wird.  Den  Beweis  von  Proclus  (F.  S.  239) 
macht  die  Figur  klar:  Wenn  aißs  und  ayßi  zwei 
Durchmesser  wären,  so  müTsten  die  Bogen  aa  und 
afl  gleich  sein,  was  unmöglich  (aufser,  wenn  wie 
in  der  Riemannschen  Raumform  beide  gleich  0 
sein  könnten);  aber  Proclus  setzt  hinzu:  Der 
ryStoicheiotes^,  der  das  wnlste  (nämlich:  zwei  Gerade  etc.),  sagte  in  der 
1.  Forderung,  dafs  sich  von  jedem  Punkt  zu  jedem  Punkt  eine  gerade 
Linie  ziehen  lasse,  d.  h.  dafs  eine  Gerade  stets  die  beiden  Punkte  ver- 
binden könne,  aber  nicht  zwei.  Somit  ist  also  meine  Auslegung  der 
Forderung  1  durch  Proclus  bestätigt. 

2)  Das  Wort  „Grölse"  ist  vermieden,  Proclus  erklärt  die  Unbe- 
stimmtheit, die  in  dem  Plural  des  Neutr.  liegt,  ganz  richtig  mit  der 
allgemeinen  Giltigkeit  für  Raum,  Zahl,  Zeit  etc. 

3)  Axiom  4  gilt  nur  für  endliche  Gröfsen,  in  der  nichtencl.  Geo- 
metrie ist  der  halbe  Streifen  dem  Ganzen  kongruent;  in  der  Euclidischen 
kann  das  Parax  auch  ersetzt  werden  durch  den  Satz:  Mit  den  unend- 
lichen Flächengröfsen  kann  nach  den  f&r  endliche  giltigen  Regeln  ge- 
rechnet werden,  was  Euclid  übrigens  ganz  naiv  thut,  z.  B.  1.  Prp.  15. 

4)  Axiom  7  ist  von  Schopenhauer  „Welt  als  W.  u.  V."  Th.  2  S.  143 
angegrifPen,  weil  es  entweder  eine  Tautologie  ist  oder  Bewegung  vor- 
aussetzt. Es  ist  von  Bolzano  nnd  Grafsmann  durch  das  Prinzip: 
„Dinge,  deren  bestimmende  Stücke  gleich  sind,  sind  gleich^  ersetzt. 
Sek  hat  Enclid  gar  nicht  verstanden,  Euclid  braucht  Axiom  7  zuerst 
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beim  Beweis  des  ersten  Satzes.  Nur  aus  diesem  Axiom  folgt, 
dafs  AB  =  BA  ist^  ein  Satz,  an  dessen  rein  logischem  Beweis  ver- 
zweifelnd^ Bolzano  die  rein  logische  Begründung  der  Greometrie  aufgab. 


Technologie. 

Es  folgen  nun  die  48  ,^rotasis"  (Propositionen,  Sätze)  des  ersten 
Buches.  Die  Sätze  zerfallen  in  ,^robleme*'  [Aufgaben,  die  zur  Er- 
zeugung (y6v€6ig)  eines  Gebildes  führen]  und  „Theoreme"  (LehrMtze). 
Den  Unterschied  definiert  Proclus  (S.  201),  wo  er  von  der  „Techno- 
logie" des  Euclid,  um  mit  Tannery  (ö^om.  grecque  1887)  zu  sprechen, 
handelt,  wie  folgt:  „Bei  den  Problemen  handelt  es  sich  darum,  Fehlen- 
des sich  zu  beschaffen,  anschaulich  hinzustellen  und  mit  den  Kusst- 
mitteln  (Lineal  und  Zirkel)  zu  erzeugen.  Im  „Theorem^'  nimmt  man 
sich  vor  das  Vorhandensein  einer  Eigenschaft  bezw.  das  Nichtvorhanden- 
sein zu  sehen,  zu  erkennen,  zu  beweisen.  Jedes  Problem  aber  und 
jedes  Theorem,  das  aus  seinen  vollständigen  Teilen  zusammengesetzt  ist, 
mufs  folgendes  in  sich  enthalten:  1)  Vorlage  (Prötasis),  2)  Fest- 
stellung des  Gegebenen  (ekthesis),  Voraussetzung,  3)  Feststellung 
des  Geforderten  (Diorismds),  Behauptung,  4)  Konstruktion  (Ka- 
taskeue),  5)  Beweis  (Apödeixis),  6)  Schlufs  (Symperasma).  „Die  Pro- 
tasis  sagt  aus,  was  gegeben  und  was  gefordert  wird,  denn  die  voll- 
ständige Protasis  besteht  aus  beidem.  Die  Ekthesis  [Voraussetzung] 
setzt  das  Gegebene  an  und  für  sich  [d  h.  ohne  Rücksicht  auf  das  Ge- 
fordertej  genau  auseinander  und  arbeitet  dadurch  der  Untersuchung 
vor.  Der  Diorismos  [Forderung,  Behauptung]  aber  macht  das  Ge- 
suchte, es  sei,  was  es  sei,  an  und  für  sich  deutlich/'  Der  Ausdruck 
Diorismos  wird  hier  bei  Proclus  anders  gebraucht,  wie  bei  Pappus: 
Peyrard  hat  Prodioi*.  Bei  Pappus .  bezeichnet  Diorismos  genau  das. 
was  wir  heute  Determination  nennen,  d.  h.  die  Angabe  derjenigen  Ein- 
schränkungen in  Bezug  auf  die  gegebenen  Stücke,  welche  zur  Ausführ- 
barkeit der  Konstruktion  nötig  sind.  Die  Eataskeue  fugt  das  hinzu, 
was  dem  Gegebenen  zur  Erlangung  des  Gesuchten  mangelt  Proclus« 
sagt  zur  „Jagd''  (^&7jQav),  und  braucht  das  Bild  wiederholt,  so  alt  i^t 
das  Bewufstsein  des  Kampfes  des  Mathematikers  mit  seinem  Problem. 
Die  Apödeixis  leitet  das  Vorliegende  logisch  von  dem,   was  bereite 
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feststeht,  ab.  Das  Symperasma  aber  kehrt  wieder  zur  Vorlage  zu- 
röck;  indem  es  den  bewiesenen  Satz  klar  und  deutlich  ausspricht. 
Und  dies  sind  alle  Teile,  sowohl  der  Probleme  als  der  Theoreme. 

Am  notwendigsten  aber  und  in  allen  vorhanden  sind  die  Vorli^e, 
der  Beweis  und  der  Schlufs.  Denn  man  mufs  a)  vorher  wissen^  was 
zu  suchen  ist^  und  b)  es  durch  eine  Kette  von  Schlüssen  beweisen, 
und  c)  das  Resultat  einsammeln.  Die  andern  Teile  fehlen  mitunter, 
wie  Diorismos  und  Ekthesis  bei  dem  Problem:  Ein  gleichschenkliges 
Dreieck  zu  konstruieren^  worin  jeder  Basiswinkel  das  doppelte  des 
Winkels  an  der  Spitze. 

Dies  tritt  ein,  sagt  Proclus,  wenn  die  Vorlage  kein  Gegebenes 
(wir  sagen  keine  Voraussetzung)  enthält  (d.  h.  wenn  es  ausgelassen  ist, 
wie  in  dem  c.  Beispiel  die  Basis  des  Dreiecks),  wie  oft  in  den  arith- 
metischen Büchern  und  im  Buch  10,  Satz  29:  Eine  4.  Wurzel  zu  kon- 
struieren (bei  gegebener,  aber  nicht  erwähnter  Einheitsstrecke).  Und 
Proclus  sagt  auch  den  Grund:  Das  Gegebene  fehlt  (d.  h.  ist  als  selbst- 
verständlich verschwiegen)  und  der  Diorismos  würde  zu  einer  einfachen 
Wiederholimg  der  Vorlage.  Die  Konstruktion  aber  fehlt  in  weitaus 
den  meisten  Theoremen,  da  die  Ekthesis  hinreicht,  um  ohne  einen  Zu- 
satz (scL  von  Zeichnung)  das  Vorgesetzte  [d.  i.  die  Figur,  um  die  es 
sich  handelt]  sichtbar  zu  machen. 

Hin  und  wieder  finden  sich  Hilfssätze,  Lemma  und  Zugaben, 
^isma.     Lemma  ist  eigentlich  in  der  Geometrie  em  Satz,  der  [nocK] 


des  Beweises  bedar?^  den  wir  för  eine  Konstruktion  und  einen  Beweis 
einstweilen  annehmen,  vorbehaltlich  des  Beweises,  und  der  sich  durch 
diesen  Vorbehalt  von  den  Axiomen  und  Torderungen  unterscheidet, 
welche  wir,  ohne  dafs  sie  bewiesen,  zur  Rechtfertigung  anderer  Sätze 
herbeiziehen.  Porisma  ist  ein  Zusatz,  der  sich  beim  Beweis  eines  anderen 
als  eine  „Gottesgabe"  ungewoHTvön  selbst  ergiebt,  im  wesentlichen 
also  eine  andere  Fassung  des  bewiesenen  Satzes.  Übrigens  sind  die 
meisten  Lemma  und  Porisma  verdächtig,  so  fehlt  z.  B.  das  Porisma 
zu  1, 15,  obwohl  es  sich  bei  Proclus  findet,  in  den  besten  Handschriften. 
Bei  Gelegenheit  dieses  Porisma  geht  Proclus  auch  auf  die  andere  Be- 
deutung des  Wortes  „Porisma"  ein  (vgl.  S.  5).  Denmach  handelt  es 
sich  bei  dem  Porisma  darum,  etwas,  dessen  Existenz  feststeht,  zu 
finden,  während  bei  dem  Problem  durch  die  Konstruktion  auch  die 
genesis  gegeben,  d.  h.  die  Pr^e  der  Existenz  entschieden  wird.  Proclus 
fährt  als  Beispiel  vom  Porisma  an:  Das  Zentrum  eines  gegebenen 
Kreises  zu  finden  und  zu  zwei  kommensurablen  Strecken  das  gröfste 
gemeinsame  Mafs  zu  finden. 


f 
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Zu  bemerken  ist,  dafs  in  den  gaten  Handschrifien,  abgesehen  vom 
Yaticanas^  sich  weder  Überschriften  noch  Bezeichnungen  der  einzelnen 
Teile  finden^  die  Sätze  sind  numeriert,  und  selbst  dies  ist  veirnntlicli 
nicht  Original,  da  Euclid  nicht  auf  die  betreffende  Nummer  yerweisi 
sondern  den  einschlagenden  Satz  vollständig  angiebt.  Das  Schleppende 
der  Darstellung  yeranlafste  vermutlich  die  Bezifferung  und  zwang  zu 
Abkürzungen.  Übrigens  erklärt  sich  die  Breite,  wenn  man  sich  yer- 
gegenwärtigt;  dafs  das  Original  zum  mündlichen  Vortrag  im  Kolleg 
vor  Studenten  der  Universität  Alexandria  bestimmt  war. 


[Satz]  1. 

[Aufgabe.]     Auf  einer  gegebenen  Strecke  ein  gleichseitiges 
Dreieck  zu  errichten. 

[Voraussetzung.]     G^eben  sei  die  Strecke  AB. 
[Forderung.]     Es  ist  erforderlich,  auf  der  Strecke  AB  ein  gleici- 
seitiges  Dreieck  zu  errichten. 

[Konstruktion,]     Um  das  Zentrum  A  werde  mit  dem  Radius  AB 
der  Kreis  BF^  beschrieben   und  wiederum   um    das  Zentrum  B  mit 

dem  Radius  BA  der  Kreis  ATE,  nnd 
von  F,  dem  Punkt,  in  welchem  sich  die 
Kreise  schneiden,  mögen  nach  den  Punkten 
Ay  B  die  Verbindungsgeraden  FA,  TB 
gezogen  werden  (Fig.  1). 

[Beweis.]    Und  da  Punkt  A  Zmtrm 
des  Kreises  F^dB  ist,  ist  (die)  AF  gleicfc 
(der)  y^B;   wiederum,    da  Punkt  B  Zen- 
Pig,  1.  trum  des  Kreises  FAE  ist,  ist  BF  gleich 

BA.  Es  wurde  aber  gezeigt,  dafs  auch 
FA  gleich  AB.  Jede  von  beiden  FA,  FB  ist  also  AB  gleich.  Dem- 
selben gleiches  ist  aber  unter  sich  gleich;  folglich  ist  auch  FA  gleich 
FB,     Also  sind  die  drei,  nämlich  FA,  AB,  BF  einander  gleich. 

[Schluls.]     Also  ist  das  Dreieck  ABF  gleichseitig  und  steht  auf 
der  gegebenen  Strecke  AB.     Was  zu  bewirken  war. 


Zu  bemerken  ist,  dafs  Euclid  aus  der  Anschauung  entnimmL 
dals  die  Kreise  sich  schneiden,  und  aus  Aidom  5,  dab  AB  gleich 
BA  ist. 


Anlegung  und  Abschneidung  einer  Strecke. 
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2, 

Von  einem  gegebenen  Punkt  eine  Strecke,  welche  einer 
gegebenen  gleich  ist,  zu  ziehen. 

Eb  sei  der  gegebene  Punkt  A,  die.  gegebene  Strecke  BF. 

Gtefordert  von  Punkt  A  eine  der  ge- 
gebenen Strecke  ^F  gleiche  Strecke  zu  ziehen. 

Es  werde  A  mit  B  durch  die  Strecke 
AB  yerbunden,  und  auf  ihr  das  gleichseitige 
Dreieck  /lAB  errichtet,  und  /SA,  /IB  um 
JE,  BZ  yerlängert  und  um  das  Zentrum 
B  mit  dem  Radius  BF  der  Kreis  beschrieben 
PHS  und  dann  um  das  Zentrum  ^  mit  dem 
Radius  ^H  der  Kreis  HKA, 

Da  nun  B  Zentrum  des  Kreises  FHS 
ist,  so  ist  BF  gleich  BH,  femer,  da  J  Zen- 
trum des  Kreises  HKA  ist,  so  ist  z/^  =  z//f,  deren  Stücke  ziA  und 
.<fB  gleich  sind.  Der  Rest  AA  ist  also  dem  Rest  BH  gleich.  Es 
wurde  aber  BF  als  BH  gleich  erwiesen.  Jede  von  den  beiden  AA 
und  BF  ist  also  BH  gleich.  Aber  demselben  gleiches  ist  unter  sich 
gleich.     Folglich  ist  auch  AA  gleich  BF. 

Es   ist. also  an  Punkt  A  die  der  gegebenen  Strecke  BF  gleiche 
Strecke  AA  angelegt;  w.  z,  bewirken  war. 


3. 

Wenn   zwei   ungleiche   Strecken   gegeben    sind,    von   der 
grofseren  eine  der  kleineren  gleiche  Strecke  abzuschneiden. 

(Fig.  3.)    Es  mögen  AB  und  F  die  gegebenen  j^ 

Strecken  sein,  von  denen  AB  die  gröfsere  ist.    Oe- 
fordert  etc. 

Lege  an.^  eine  F  gleiche  Strecke  A^  an; 
beschreibe  um  A  mit  dem  Radius  A^  den  Kreis 
AEZ. 

Und  da  A  Zentrum  des  Kreises  /lEZ,  so  ist 
AE  =^  A^Aj  aber  auch  F=»  AA^  daher  sind  beide  ** 

Strecken  AEj  F  der  Strecke  AA  gleich,  also  auch  A^  «^  F.     Also 


ist  etc. 


.  • 


w.  z.  bewk.  war. 
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4. 

Wenn  zwei  Dreiecke  in  zwei  Seitenpaaren  und  den  von 
ihnen  eingeschlossenen  Winkeln  übereinstimmen,  so  sind 
auch  die  dritten  Seiten  gleich,  und  die  Dreiecke  sind  gleich 
[der  Fläche  nach]  und  die  Winkel  sind  gleich,  welche  den 
gleichen  Seiten  gegenüberliegen. 

Es  seien  ABT,  JEZ  zwei  Dreiecke  (Fig.  4),  so  daCs  AB=^AE\ 
und  ^r=  ^Zund  ^  BAr=^  E/IZ.  Ich  behaupte,  daCs  noch  Jjr=EZ 

und  AABr=jJEZ  und  ^ABF 
=  JEZ  und  ATB  =  ^Z£. 

•  

Denn  wenn  das  Dreieck  JBF 
auf  das  Dreieck  ^EZ  gelegt  wird 
und  zwar  Punkt  A  auf  Punkt  J 
und  Strecke  AB  Biof  AE,  so  wird 
auch  Punkt  B  auf  E  &Uen,  w^en 
der  Gleichheit  von  AB  und  AE.  Nachdem  aber  AB  auf  AE  geMen 
ist,  wird  auch  der  Strahl  AT  auf  AZ  fallen,  wegen  der  Gleichheit 
der  Winkel  BAT  und  EAZ-,  so  dafc  auch  Punkt  F  auf  Punkt  Z  fallen 
wird,  weil  wiederum  Strecke  Ar=AZ  ist  Es  war  ja  aber  scion 
B  auf  E  gefallen;  daher  wird  die  Basis  ^F  auf  die  Basis  £Z  &Uen. 
Denn  wenn,  nachdem  B  auf  E,  F  auf  Z  gefallen  ist,  die  Sbecken 
BF  und  EZ  nicht  zusammenfallen  würden,  dann  würden  zwei  Gerade 
einen  Baum  einschliefsen,  was  unmöglich  ist.  Folglich  wird  die  Bafiif 
BF  auf  EZ  fallen,  und  wird  so  ihr  gleich  sein,  so  dafs  noch  das  ganze 
Dreieck  ABF  mit  dem  ganzen  Dreieck  AEZ  zusammenfallen  wird  und 
ihm  gleich  sein  wird,  und  die  übrigen  Winkel  sich  auf  die  übrigen 
legen  und  ihnen  gleich  sein  werden,  und  zwar  '^  ABF  dem  Winkel 
AEZ  und  AFB  dem  ^AZE. 

Wenn  also  zwei  Dreiecke  in  zwei  Seiten  etc 

Was  zu  beweisen  war. 


Beim  Beweis  dieses  Satzes,  des  ersten  Kongruenzsatzes,  ist 
die  Bew^ung  zu  Hilfe  genommen,  und  zwar  nur  bei  diesem  plani* 
metrischen  Satz  und  seiner  Umkehrung  I,  8.  Der  ganze  Beweis  macht 
schon  w^en  der  späteren  Fassung  des  Axioms  1:  Zwei  Gerade 
schliefsen  keinen  Raum  ein,  den  Eindruck  einer  späteren  Redaktion; 
vielleicht  durch  Heron,  dem  als  Mechaniker  die  Bewegung  das  Ver- 
trauteste war.  Getadelt  ist  von  Savile  die'  Deckung  der  Winkel,  da 
noch  nicht  gelehrt  ist,  wie  man  einen  Winkel  antragt    Merkwürdig«'- 
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weise  hat  weder  Proclus  noch  Sayile^  nach  Pfleiderer,  der  so  fleifsige 
Scholiast,  auf  die  auffällige  Anwendung  der  Bewegung  hingewiesen. 
Sieht  man  näher  zu,  so  ist  nichts  weiter  benutzt  als  das  still- 
schweigend angenommene  Axiom  von  der  Gleichförmigkeit 
des  Raumes,  demzufolge  jede  Figur,  die  an  einer  Stelle  des  Raumes 
möglich  ist,  auch  an  einer  andern  möglich  ist,  bezw.  das  Axiom 
Bolzano's  und  Grafsmann's:  Gröfsen,  deren  bestimmende  Stücke  gleich 
sind,  sind  gleich.  Die  Kongruenz  der  dritten  Seiten  würde  aus  der 
Forderung  1:  nach  der  zwischen  je  zwei  Punkten  eine  Gerade  vor- 
handen, sofort  hervorgehen.  Stillschweigend  wird  auch  die  Gleich- 
heit zweier  Winkel  definiert:  Winkel  sind  gleich,  wenn  sich  ihre 
Schenkel  decken« 

Dab  Euclid  die  Kongruenzsätze  nicht  unter  die  Forderungen 
aufgenommen  hat,  ist  ein  Fehler. 

6. 

Im  gleichschenkligen  Dreieck  sind  die  Winkel  an  der 
Basis  einander  gleich,  und  werden  die  gleichen  Schenkel  ver- 
längert, so  sind  auch  die  Winkel  unterhalb  der  Basis  ein- 
ander gleich. 

(Fig.  ö.)  Sei  ABF  das  gleichschenklige  Dreieck  mit  AB  gleich 
AT  und  es  mögen  auf  ihren  Geraden  AB  und  AT  verlängert 
werden  um  Bj^  und  FE.    Ich  behaupte  etc. 

[Konstr.]  Man  nehme  auf  BA  einen  beliebigen  Punkt  Z,  von 
AE  nehme  man  AH  gleich  AZ  weg  und  ziehe  ZF  und  HB. 

[Beweis.]  Dann  ist  A  AZF^^  AHB  [4]  folglich  ^  AFZ  =  ABH 
und  <^  AZF=AHB,  und  da  AZ  =  AH  und  ihr 
Teü  ^  JB  und  ^  r  auch  gleich,  so  ist  (Ax.  3)  jB  Z  =  Tif ; 
imd  da  bereits  bewiesen,  dafs  ZF=  HB  und  -^BZF 
=  FHB,  so  ist  [4]  Dreieck  BZFg^  BHF,  folgUch 
<  ZBF=  HFB  und  BFZ  =  FBH.  Da  nun  der 
ganze  Winkel  ABH  als  dem  ganzen  Winkel  AFZ 
gleich  erwiesen  wurde,  und  die  Teile  FBH  und  BFZ 
gleich,   so   ist  [Ax.  3]  ^  ABF=AFB  und  dies  ^^^ 

sind    die   Basiswinkel.      Aber   die   Gleichheit 
ron  ZBF  und  HFB  wurde   schon   gezeigt  und  sie  liegen  unterhalb 
der  Basis. 

Also  etc w.  z.  b.  w. 
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Aus  Proclus  ersehen  wir,  das  wir  für  den  Satz  über  die  Gleich- 
heit der  Basiswinkel  ,,dem  alten  Thaies  Dank  schulden^.  Prodos 
giebt  einen  Beweis  für  die  Gleichheit  der  Basiswinkel  ohne  die  Schenkel 
zu  verlängem  und  er  giebt  aus  dem  Kommentar  des  Pappus 
(s.  S.  250)  den  berühmten  Beweis  Bolzano's  (wenn  ich  nicht  im 
auch  Leibniz),  der  darauf  hinauskommt,  dafs  sich  beim  gleichschenk- 
ligen Dreieck  links  und  rechts  nicht  unterscheiden  laust  Prodas  fugt 
dann  die  Erweiterung  der  Geminos  hinzu:  Gleiche  Schenkel  bildeD 
mit  jeder  in  sich  verschiebbaren  Linie  gleiche  WinkeL 

6. 

Wenn  in  einem  Dreieck  zwei  Winkel  einander  gleich 
sind,  so  sind  auch  die  Seiten,  welche  sich  unter  den  gleichen 
Winkeln  unterspannen,  einander  gleich. 

Es  soll  ^ÄT  das  Dreieck  sein,  worin  der  Winkel  (Fig.  6)  ABF 
dem  Winkel  AFB  gleich  ist;  ich  behaupte,  dafs  auch 
die  Seite  AB  der  Seite  AT  gleich  ist. 

[Konstr.]     Denn:  wenn  die   ^^B  der  AT  ungleich 

ist,   so    ist  eine  der  beiden  die  gröbere.     Es  soll  die 

gröfsere  (die)  AB  sein  und  es  soll  von  der  groCseren 

p.    g  AB  die  der  kleineren  AT  gleiche  B^  we^enommen 

werden  und  es  werde  die  Verbindung  ^F  gezogen. 
[Beweis,  abgekürzt.]    ATB  (nach  i)r^JBr,  der  Teil  dem  Gamen, 
was  unschicklich;  also  ist  AB  nicht  ungleich  AT,  abo  gleich. 
Wenn  also  .  .  .  .  w.  z.  b.  w. 


Satz  6  ist  das  erste  Beispiel  eines  Satzes,  der  indirekt  (api^ogischl 
d.  h.  durch  Hinleitung  (api^ge)  zum  Unmöglichen  bewiesen  wird,  ffir 
Umkehrongssätze  die  gewöhnliche  Art  des  Beweises.  Proclus  beweist 
auch  die  zweite  Umkehrung. 

7. 

Wenn  über  einer  geraden  Linie  AB  an  derselben  Seite 
die  Dreiecke  AFB  und  AAB  stehen,  so  kann  nicht  zugleich 

AT  gleich  A^  und  BF  gleich  B^  sein. 

(Fig.  7.)  Man  ziehe  T^,  dann  ist  ^^FJ 
=  AJF  (5),  also  BFJ  kleiner  als  T^.^  ond  um 
so  mehr  kleiner  als  F^B,  und  diesen  (nach  •>> 
gleich,  was  unmöglich  ist 

Fig.  7. 
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Im  Euclid'  ist  scheinbar  der  Fall  ^^nicht  berücksichtigt;  dafs  die 
Spitze  des  eüien  Dreiecks  innerhalb  des  andern  falle.  Proclus  hat 
diesen  Fall  und  bemerkt  ganz  richtig,  daGs  der  Stoicheiotes  um  seinet- 
willen im  Satze  6  die  öleicheit  der  Winkel  unter  der  Basis  beweise. 
Ebenso  richtig  bemerkt  Proclus ,  dafs  Satz  7  ein  Hilfssatz,  Lemma^  zu 
Satz  8,  dem  sogen.  3.  Kongruenzsatz;  Pejrard  hat  durch  eine  leichte 
Änderung  der  Figur,  welche  von  Hartwig  in  der  letzten  Schulausgabe 
des  Lorenz  1860  adoptiert  ist,  den  Beweis  für  beide  Fälle  zugleich 
gegeben. 

8. 

Wenn  in   zwei  Dreiecken   zwei  Seitenpaare   einzeln   ein- 
ander   gleich    sind,    und    die    örundlinie 
desgleichen,  so  sind  die  von  den  gleichen 
Seitenpaaren  eingeschlossenen  Winkel 
gleich. 

(Fig.  8.)  AB  =  d  E  und  ^F  =  dZ  und 
auberdem  soll  BF^^EZ  sein.  Ich  behaupte, 
dat  ^BAr=E^Z. 

[Beweis  ohne  Zuhilfenahme  der  Bewegung.] 
Da  BF^^EZ,  so  kann  man  wegen  der  Gleichförmigkeit  des  Raumes 
das  Dreieck  BAF  in  der  Lage  EHZ  denken,  dann  mufs  nach  dem 
Lemma  (S.  7)  H  auf  /J  fallen. 


Euclid  beweist  den  sogen.  3.  Kongruenzsatz  dadurch,  dafs  er  das 
Dreieck  ABF  mit  BF  auf  EZ  legt;  Proclus  giebt  als  Beweis  des 
Philon  den  heut  meist  gebrauchten  Beweis  durch  Aneinanderlegen. 
Proclus  hebt  mit  Recht  hervor,  dafs  Euclid  nicht  nötig  hat,  wie 
Philon,  drei  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden.  Proclus  hebt  schon 
die  nahe  Verwandtschaft  des  ersten  und  dritten  Kongruenzsatzes  her- 
ror  (ümkehrung  von  einander)  und  zeigt,  wie  der  ganze  Ghuog  des 
Euclid  durch  den  ersten  und  dritten  Kongruenzsatz  bestimmt  wird. 


9. 


[4.  Aufgabe.]     Einen   gegebenen   Winkel   zu   halbieren. 

(Fig.  9.)     Sei  BAf^  der  gegebene  Winkel.     Gefordert  etc 

Nimm  auf  AB  beliebig  den  Punkt  A  und  schneide  auf  AF  eine 
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Halbiening  des  Winkels,  der  Strecke;  Lot. 


A'^  gleiche  Strecke  AE  ab  und  ziehe  AE  und  errichte 
auf  AE  das  gleichseitige  Dreieck  ATEZ  und  ziehe 
AZ,    Ichbehaupte,  dafs  AZ  den  Winkel  B^^T  halbieret. 
[Beweis.]     Dreieck  AAZ'^EAZ  (8). 

Dafs  Z  innerhalb  des  Winkels  BAT  fallen  molk. 
wird  Yon  Proclus  bewiesen ,  der  auch  schon  fOr  einen 
speziellen  Fall  die  einfEkche  Konstruktion  mittelst  zwei 
Kreisen  giebt. 


10. 

[5.  Aufgabe.]     Eine    gegebene    Strecke    AB    zu    halbieren. 

(Fig.  10.)  Errichte  auf  AB  das  gleichseitige 
Dreieck  ABT  und  halbiere  Winkel  AFB  durch 
FAf  so  ist  A  die  Mitte. 

Beweis:   Satz   4. 


Aus  der  Anschauung  wird  stillschweigend  ent- 
nommen, dafe  FA  die  Strecke  schneide.    Von  Proclus 
I  erfahren  wir,  dafs  unsere  Konstruktion,  mittelst  der  Kreise  um  A  mit 
AB  und  um  B  mit  BA  die  Strecke  zu  halbieren,  von  keinem  geringeren 
als  dem  Apollonius  herrührt. 


11. 

Zu  einer  gegebenen  Geraden  AB  Yon  einem  auf  ihr  ge- 
gebenen Punkt  F  aus  die  senkrechte  Ge- 
rade zu  ziehen. 

(Fig.  11.)  Man  nehme  auf  AF  beliebig 
Punkt  A,  und  mache  FE  gleich  FA;  und  er- 
richte auf  der  (Strecke)  AE  das  gleichseitige 
Dreieck  AZE  und  verbinde  Z  mit  T,  so  ist 
ZF  die  verlangte  Senkrechte. 

[Beweis.]  AFZ^EFZ(S),  also  ^^rZ 
thun    war. 


=  EFZ.      Was 


zu 


Proclus  giebt  schon  eine  Lösung  für  den  Fall,  dafs  der  Strahl  TJ 
nicht  über  F  verlängert  werden  darf;  die  bekannte  Losung  mittels  des 
Peripheriewinkelsatz  bei  Clavius. 


Fühlung  des  Lots;  Satz  von  den  Nebenwinkeln. 
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12, 

Nach  einer  gegebenen  unbegrenzten  Geraden  u4B  Yon 
einem  gegebenen  Punkt  F,  der  nicht  auf  ihr  liegt,  die  senk- 
rechte Gerade  (Kathete)  zu  ziehen. 

(Fig.  12.)    Nimm  auf  der  andern  Seite  der  Geraden  AB  den  Punkt 
A  und  schlage  um  F  mit  F^  den  Kreis 
EZH,  halbiere  EH  in  ©,  und  ziehe  FH, 
r»,  FE]  so  ist   r»  die  verlangte  Senk- 
rechte. 

[Beweis.]     H&r^T&E  (8). 


Fig.  18. 


Proclus.     ,^ies   Problem    untersuchte 
zuerst   Oinopides,    der  es  für  die  Astro- 
logie (die  Astronomie)  nützlich  hieli"    Er 
nannte  aber  die  Kathete  altertümlich  ,,nacfa  Art  des  Gnomon'^,   weil  ja 
der  Gnomon  auf  dem  Horizont  sen^echt  steht. 


13. 

[Lehrsatz  6.]  Wie  auch  ein  Strahl,  der  von  einer  Geraden 
ausgeht;  mit  ihr  Winkel  bilde,  so  wird  er  zwei  Rechte  oder 
zwei  Rechten  gleiche  Winkel  bilden. 

(Fig.  13.)  Die  Gerade  sei  JT,  der  Strahl  AB,  die  Winkel  sind 
FBAy  ABd.  Sind  sie  gleich,  so  sind  es  zwei 
Rechte  (Df.  10);  ist  FBA  der  kleinere,  so  errichte 
man  in  £  das  Lot  BE  auf  z/F,  also  sind  FBE 
und  EBd  zwei  Rechte.  Und  da  TBE  =  FBA 
•\'  ABEj  werde  auf  beiden  Seiten  EB/I  hinzu- 
gelegt; also  TBE  +  EBJ  =  FBA  +  ABE+  EBJ. 
Andererseits  da  ^BA  =  ^BE  +  EBA,  werde  ge- 
meinsam ABF  hinzugefügt,  also  ^BA  -{-  ABF 
=  ABE  -f  EBA  +  ABF,  Aber  es  wurde  gezeigt,  dals  auch  FBE 
+  EB^  diesem  Trinom  gleich  sei,  also  JBA  +  ABF=  FBE ± 
EBJ  =  2  Rechte.     W.  z.  b.  w. 


Dafs  dieser  Beweis  vom  heutigen  Standpunkt  aus  fehlerhaft  ist, 
braucht  kaum  bemerkt  zu  werden:  Es  fehlt  der  Nachweia^  dafs  man 
mit  Winkebi  nach  den  gewöhnliehen  Regeln  rechnen  könne,  speziell 
der  Nachweis,  des  kpmmutativen  und  assoziativen  Gesetzes  der  Addition. 


Eaclid,  Ton  Simon. 
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14. 

[Lehrsatz:    Umkehnrng  von   13.]      Wenn    zwei    Winkel  den 

Scheitel     und     einen    Schenkel    gemeinsam 
haben    und    zusammen    zwei    Rechte  betra- 
gen, so  sind  die  äufseren  Schenkel  die  Ver- 
längerungen von  einander. 
Beweis  indirekt  (Fig.  14). 

15. 

Wenn    zwei    Geraden    einander    schneiden,    so    sind  die 
Schnittwinkel  gleich. 

(Fig.  18.)    Die  beiden  Geraden  AB  und  F^  schneiden  sich  in  £ 

ich    behaupte,    dafa    AEr=JEB  und  FEB 
=  AEJ. 

FEA  +  AEjii  =  AE^  +  ^ÄÄ,  weil  beide 
nach  13  gleich  2  Rechte,  also  (Ar.  5)  TEÄ 
=  /lEB  etc. 

Vgl.    die    Bemerkung     zu     Satz    13;    die 
Pig.  16.  Scheitelwinkel    werden    nicht    erklart,    sondern 

einfach  als  Winkel  y,xax&  xo^wpijv^^  die  Win- 
kel ,;in  Bezug  auf  den  Scheitel'^  bezeichnet;  was  gemeint  ist,  sagt  die 
Ekthesis. 

[Zusatz  (Porisma).  Hieraus  ist  klar,  dafs,  wenn  sich  zwei  Geraden 
schneiden,  die  Winkel  am  Schnittpunkt  zusammen  4  Rechte  betragen.] 


Das  Porisma  fehlt  im  Vaticanus,  im  Wiener,  im  Bologner  Kodex, 
dagegen  hat  es  Proclus,  der  es  zu  dem  Satz  erweitert:  Alle  Winkel 
um  einen  Punkt  herum  betragen  zusammen  4  Rechte.  Der  Zusammen- 
hang bei  Proclus  lafst  die  Vermutung  zu,  dafs  das  Porisma  von  Pyth»- 
goräem  (d.  h.  NeupythagoriLem)  in  den  Euclid  hineingebracht  ist:  ^es 
ist  bei  einem  Jahrhunderte  lang  gebrauchten  Schulbuch  &st  unmög- 
lich, den  ursprünglichen  Text  festzustellen"  (Nöldeke). 

16. 

[Lehrsatz  9.]  In  jedem  Dreieck  ist,  wenn  eine  Seite  ver- 
längert wird,  der  Winkel  aufserhalb  des  Dreiecks  grofser 
als  jeder  yon  beiden  der  inneren  ihm  entgegengesetzten 
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(Fig.  16.)    jiBF  sei  das  Dreieck  und  BF  werde  bis  d  yerl&ngert; 
ieh  behaupte  etc. 

[Eonstr.]    jiF  werde  in  E  halbiert  (10)  und  BB  werde  um  sich 
selbst  verlängert  bis  Z,  FZ  gezogen  und  ^F  bis  JEf 
verlängert. 

[Beweis.]  Dreieck  ^EB  ^  FEZ  (4)  und  folglich 
^  BAE  =  JBrZ;  also  ^  AF^  >  BAE-y  auf  gleiche 
Weise  wird  durch  Halbierung  von  BF  bewiesen,  dafd 
AF/I^  ABF,    Also  etc w.  z.  b.  w. 


Dieser  schöne  Beweis  ist  von  Legendre  benutzt 
worden  zu  dem  Beweis  des  Satzes,   in  jedem  Dreieck  ist  die  Winkel? 
summe  nicht  gröfser  als  zwei  Rechte;  aus  ihm  folgt  sofort  (von  einigen 
wie  Proclus  sagt  mit  ihm  verbunden) 

17. 

In  jedem   Dreieck   sind   zwei  Winkel   zusammen   kleiner 
als   zwei   Rechte  (Fig.  17). 

Proclus  f&gt  zu  16  hinzu,  dafs  aus  ihm  sowohl  folgt:  Von  einem 
Punkt  kann  man  nicht  drei  gleich  lange  Linien  nach  einer  Geraden 
ziehen;  als  der  Satz:  Wenn  zwei  Gerade  von 
einer  dritten  unter  gleichen  Gegenwinkeln  ge- 
schnitten werden,  so  schneiden  sich  jene  beiden 
nicht  Und  aus  17  folgt:  Von  einem  Punkte 
lassen  sich  mit  einer  Geraden  nicht  zwei  Lote 
fallen;  was  Euclid  schon  durch  das  Weglassen 
des  Artikels  in  12  kenntlich  gemacht  hat.  Es 
lätst  sich  schon  in  12  zeigen,  dafs,  wenn  sich 

ron  F  auf  AB  zwei  Katheten  fällen  lassen,  jede  Gerade,  welche  F 
mit  einem  Punkt  auf  AB  verbindet,  auf  AB  senkrecht  steht,  und  mit- 
telst 4,  daCs  das  zweite  Lot  zu  einem  Widerspruch  gegen  Axiom  1  führt. 

18. 

In  jedem  Dreieck  liegt  der  grofseren    ^ 
Seite   der   grofsere   Winkel   gegenüber. 

Sei  ^Br  das  Dreieck,  und  AF>  AB. 

Da  AF>  AB,  mache  man  (Tig.  18 j  AJ 

^  AB  (2)   und   ziehe   BJ,    dann    ist  ABJ 

«  A^B  (p)  imd  AAB  (16)  >  AFB,  also  «^  » 

aach     AB^  >  AFB    und    um  so  mehr    ABF  >  AFB 

4* 
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Beschränkimg  einer  Dreiecksseite  durch  die  beiden  andern. 


19. 

In  jedem  Dreieck  liegt  dem  grSfseren  Winkel  die  gröfsere 
Seite  gegenüber. 

Beweis  indirekt  (Fig.  19). 

20. 

In   jedem   Dreieck    sind    irgend    zwei   Seiten    zusammen 
grofser  als  die  dritte. 

Sei  ^jBF  das  Dreieck  (Fig.  20).    Man  verlängere  B  A  h'iB  J,  w  AbSs 

AJ  =^  Ar,  und  ziehe  FJ,  dann  ist 
<  A^r^AF/l,  also  BrA>  AJF, 
also  ^jB  >  BT,  also  BA  +  AFyBL 
Entsprechend  wird   gezeigt,    dab  BA 

+  Br>Ar;  Br+rA>BA..  . 

w.  z.  b.  w. 


Durch  diesen  Satz  (und  seine 
^  Folge  21)  wird  also  bewiesen,  dafs 
Flg.  19.  Fig.  20.  die  Strecke  die  kürzeste  Verbin- 

dung ihrer  Endpunkte  ist 

Ich  füge  das  Scholion  des  Proclus,  soweit  es  interessant  ist^  wörtlich 
hinzu:  „Diesen  Satz  sind  die  Epikuräer  zu  schmähen  gewohnt,  and 
sie  sagen,  er  sei  je<}em  Esel  offenkundig  und  bedürfe  keines  Apparats. 
Und  es  sei  ebenso  unyerständig  yon  Selbyerständlichem  Beweis  zu 
fordern  als  unklares  für  selbstverständlich  zu  erachten  (Bamus!).  Diese 
unklaren  Köpfe  wissen  offenbar  nicht,  was  bewiesen  werden  muls  und 
was  nicht  zu  beweisen  ist  Dab  aber  der  Esel  das  vorli^^nde  Theorem 
erkannt,  habe,  schliefsen  sie  daraus,  dafs,  wenn  man  ihm  sein  Heu  an 
das  Ende  einer  S^ite  legt^  er  auf  dieser  einen  Seite  marschiere  und 
nicht  auf  den  beiden  andern,  um  sein  Futter  zu  holen.  Dazu  ist  ^ 
bemerken,  dafs  der  Satz  als  Erfahrungsthatsache  klar  ist,  aber  keines- 
wegs dem  logischen  Ghimde  nach.^^ 

Es  folgen  dann  die  Beweise  des  Heron  und  Porphyrios,  Ton 
denen  ich  den  des  Heron  beiföge. 

Wenn  man  den  ^ «  —  diese  Abkürzung  auch  schon  bei 
Proclus  —  halbiert  durch  ««,  so  ist  nach  16  und  19  ccß>  ß^  ^^ 
ccy>6y,  also  aß  ^  ay>  ßy.  Vgl.  zu  diesem  Satz  Hilbert's  Vor- 
trag zu  Paris  „Mathematische  Probleme"  Gott  Nachr.  190li, 
Heft  3.  ^ 
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21. 

Verbindet  man  einen  Punkt  im  Innern  eines  Dreiecks 
mit  den  Enden  einer  Seite,  so  ist  die  Somn^ie  der  Verbin- 
dangslinien  kleiner  als  die  Summe 
der  beiden  andern  Seiten,  aber  sie 
schliefseneinengröfserenWinkelein. 

Sei  jiBF  das  Dreiect,  ^d  der  Punkt 
im  Innern.  B^  werde  ausgezogen  bis  E 
(Fig.  21),  dann  ist  JIB  -f  A^>  BE,  also 
AB  +  AE  +  Er>BE  +  Er.    Ebenso  ^.^  ^^ 

ist    rE-\'EJ>^r,    also    BE  +  EF 

>  ^r  +  B^,  also  «rst  recht  AB  +  AT  >  B^  +  ^F.    Femer  Winkel 
BJr>  JEr>BAr. W.  z.  b;  w. 


Proclus  zeigt  an  dem  Beispiel  des  rechtwinkligen  Dreiecks,  da(s 
eine  gebrochene  Strecke  im  Innern  sehr  wohl  gröfser .  sein  kann  als 
die  Summe  zweier  Seiten. 


22, 


iV 


T 


[Auf.  8,]     Aus  drei,  drei  gegebenen  gleichen,  §tr,eQken  e^i^ 
Dreieck    zu   errichten;    es 
müssenaberje  zweigröfser    ^_ 
als  die  dritte  sein. 

Es  seien  A,  B,  F  die  drei 
gegebenen  Strecken,  von  denen 
immer  je  zwei  gröfser  als  die 
dritte  sind. 

Ell  werde  der  Strahl  JM 
» Fig, 22)  hingelegt  und  JZ^A 
gemacht    imd    ZH,=  B    und  i   \       i       .    \ 

H0  »^  r  und  mit  Radius  Zz/  im  Z  der  Kreis  ^KA  beschrieben: 
sodami  im  H  mit  H0  der  Kreis  KA0  und  K  mit  Z  und  H  ver- 
bunden, so  ist  KZH  das  verlangte  Dreieck« 


^^'^n- 


Beim  Beweis  fehlt  der  Nachweis,  dafs  die  Kreise  sich  schneiden, 
den  Proclus  liefert,  er  folgt  daraus,  dafs  wegen  der  Bedingung  @  stets 
aulserhalb  des  Kreises  Z  liegen  mufs,  während,  da  ^  ^  jB,  JET  im 
Innern^   bezw.  auf  dem  Kreis   Z  liegt. 
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28. 

[Auf.  9.]     An   eine   gegebene  Gerade  in    einem   gegebenen 
Punkt  einen  Winkel  von  gegebener  Gröfse  anzutragen. 

Sei  die  Gerade  AB  und  A  der  Punkt  auf  ihr  und  ATE  der  ge- 
gebene Winkel.  Man  nehme  auf  FA,  FE  beliebig 
die  Punkte  A  und  E  (Fig.  23),  ziehe  AE,  nnd 
konstruiere  aus  drei  Strecken,  welche  gleich  FJ, 
AE,  FE  sind,  das  Dreieck  AZH^  so  dsSsFA^AZ. 
FE  =  AH,  AE  =  Z'H,  so  ist  ^  AFE  =  IAH. 
Beweis:  8.     Also  etc w.  getL  w.  m. 


Fig.  u.  Die  heute. in  den  meisten  Lehrbüchern  übliche 

Variante,  das  Dreieck  AFE  gleichschenklig  zu 
machen,  rührt  von  Apollonius  her,  die  Konstruktion  bei  Eudid  ist 
entschieden  vorzuziehen:  sie  soll  wie  die  Au^be  7  (S.  12)  von  Oino- 
pides  herrühren. 

24, 

Wenn    zwei    Dreiecke    zwei    gleiche   Seitenpaare   hsben, 
die  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  aber  ungleich  sind, 

so  liegt  dem  gröfseren  Winkel  die  gröfsere 
Seite  gegenüber. 

Die   Dreiecke   seien   ABF  und   ABZ  nnd 
BA  =  EA,  FA  =  ZA  und  der  Winkel  bei  A 
(Fig.  24)  >  ab   der  bei  A\   ich  behaupte,  dafs 
auch  BF>EZ.  Man  konstruiert  (nach  23)  AEK 
Flg.  w.  so  dafs  <^  HAE  =  BAF  und  HA  =  AF,  im 

ist  nach  4  BF===^EH,  und  da  AZ^AH,  so 
ist  ^  AHZ  =  AZH,  also  ^  AZH  >  EHZ  und  um  so  mehr  Ein 
>  EHZ,  also  HE>  ZE,  also  BF>  EZ q.  e.  i 


Bei  Euclid  fehlen  die  Lagen:  Z  auf  HE]  Z  innerhalb  HJE. 
in  beiden  Fällen  ist  der  Satz  unmittelbar  ersichtlich  (im  2.  Falle 
nach  21). 
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25. 

[Umkehmiig.]  Wenn  zwei  Dreiecke  zwei 
Seitenpaare  gleich  haben,  die  dritten  Seiten 
aber  angleich  sind,  so  liegt  der  gröfseren 
Seite  der  gröfsere  Winkel  gegenüber. 

(Fig.  25.)     Beweis  indirekt. 


Fig.  15. 


Proclus   giebt   zwei   hübsche  direkte  Beweise, 
den   einen    von  Menelaos,    den    die    Figur  25a    zeigt,    den    andern 
Ton  Heron   „dem   Mechanikus^  den   die   Figur  25b  zeigt 


Fig.  S6» 


Fig.  S6b. 


26. 


[Der 2. Kongruenzsatz.]  Wenn  zwei  Dreiecke  in  zwei  Winkeln 
äbereinstimmen  und  in  einer  Seite,  welche  entweder  an  beiden 
gleichenWinkeln  liegt  oder  einem  von  beiden  gegenüberliegt,  so 
sind  die  andern  Seiten  einander  gleich  und  die  dritten  Winkel. 

(Fig.  26.)  Die  Dreiecke  seien  jiBT  und  ^EZ  und  ^ABF 
=JEZ  und  ^  BFA  =  EZ^  und  sei  zuerst  Br=  EZ]  ich  behaupte  etc. 

Denn  wenn  AB  nicht  gleich  ^E  ist,  so 
ist  eine  von  beiden,  z.  B.  AB  die  gröfsere 
und  es  werde  BH=Ed  gemacht  und  HF 
gezogen,  dann  ist  (4)  HF=  AZ  und  HFB 
^  AZE^^  AFBy  was  unmöglich,  also  sind 
AB  und  AE  gleich  und  es  gilt  (4). 

Wenn  vorausgesetzt  wird,  dafs  die  gleichen 
Seiten  AB  und  AE  sind,  so  ist  BF  =  EZy  denn  waren  sie  ungleich 
und  z.  B.  BF  die  gröfsere,  so  mache  man  BS  =»  EZ  und  ziehe  ^0; 
dann  wäre  nach  (4)  B®^  =  BZ2f  ==  ^FB,  was,  da  B0A  der 
Aofsenwinkel  ist,  unmöglich;  also  ist  BF^^EZ  (und  die  Dreiecke 
kongruent  nach  4). 


Fig.  M. 
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Seit  wann  dieser  Satz  als  zweiter  Kongruenzsatz  gezahlt  wird, 
habe  ich  noch  nicht  ermittehi  können;  höchst  auffallend  ist,  dafs  ein 
Mann  wie  Zenthen  (Geschichte  der  Mathematik,  Eopenh.  1896)  nicht 
bemerkt  hat,  dafs  Euclid  die  beiden  Fälle  des  2.  Kongruenzsatzes  in 
einem  Satz  behandelt  hat.  Danach  verliert  auch  sein  Urteil  (S.  113), 
„von  einer  Vermengung,  die  nur  wenig  übersichtlich  ist^',  das  Gewicht; 
ich  bin  der  entgegengesetzten  Ansicht.  Es  giebt  kaum  etwas  durch 
sichtigeres  als  den  planvollen  Aufbau  des  1.  Buches. 

27. 

Werden  zwei  Geraden  von  einer  dritten  unter  gleichen 
Wechselwinkeln  geschnitten,  so  sind  die  geschnittenen  Linien 
parallel. 

AB  und  Fzf  werden  von  EZ  (Fig.  27)  so  geschnitten,  dafs  die 
Wechselwinkel  ^^Z  und  EZ^  einander  gleich  sind,  so  behaupteich. 
daTs  die  ^£  der  FJ  parallel  ist. 

Denn  wenn  nicht,  so  werden  AB^  FzJ  ausgezogen  entweder  auf 
der   Seite  jB,  z/   oder  A,  F  zusammentreffen.      Sie   sollen   verlängert 

werden  und  auf  der  Seite  jB,  J  in 
H  zusammentreffen;  also  ist  der 
r  Aufsenwinkel  des  Dreiecks  EZH, 
derWiiJkel  AEZ^  dem  inneren^  ihm 
gegenüberliegenden  Winkel  EZH 
'  gleich,  was  unihöglich.  Also  schnei- 
den sich  AB  und  F^/ verlängert,  auf  der  Seite  B^  nicht.  Ebenso 
wird  gezeigt  werden,  dafs.  sie  sich  auch  nicht  auf  der  Seite  AF 
schneiden.  Aber  auf  keil^er  von  beiden  Seiten  sich  schneidende  sind 
(mrallel.  Parallel  folglich  ist  die  ^5  der  F2i.  . 
Wenn  also  etc ,  q.  e.  d.     \  ^ 

..-V--    '"    ■  '-   ^S.'-'  :   '■"•  -    '  -  '■■■■'■ 

Wenn  z^ei  Geraden  von  einer  dritten  ,8ö  "gesc^hnitten 
werden,  dafs'  "ein  ilufserer  Winker  "dem  inne~reö;  enfg'egen- 
gt'setzt  und. an  derselben  Seite  liegenden  Winkef  gleich  ist 
oder  die  inneren  und  ,aji  derselben  Seite  fliegenden  gleiclj 
zwei  Rechten  .sind^^  so  sind  die  geschnittenen  Geraden  ein- 
ander parallel.  /-  . 

(Pig.  28.)  BHB  =  Ue^  (im  heutigen  Sprachgebrauch:  Gegen- 
oder korrespondierende  oder  entsprechende  Winkel)  oder  auch  BH9 
und  HtijJ  zusammen  2  Rechte  (ErgäTiziingawinlrftl). 
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Denn   da   ^  EHB  —  JETÖz/   und  -^  EHB  =  AHS  (15),   ßo  ist 
auch    AH0  =  HSA    und    das    sind   Wechsel- 
winkel, aho  AB  (nach  27)  parallel  F/l. 

Im  anderen  Falle  ist  BH»  -j-  H^A  gleich 
2  Rechte  und  AHB  +  jB/fd  gleich  2  Rechte 
(13),  also  ^HÖ  =  H0A  etc. 

Diese  28  Sätze  sind  yom  ParaUelenaxiom 
unabhängig,  dagegen  wird  gelegentlich  von  dem 
Axiom,  zwischen  zwei  Punkten  ist  nur  eine 
Gerade  möglich  (Ax.  1),  Gebrauch  gemacht,  sie  gelten  also  ohne  weiteres 
auch  f&r  die  Lobatschefski'sche  und  IQein-Clifford'sche.  Planimetrie» 
(Nur  muls  statt  „Parallel^  gesagt  werden  „Nicht  sich  schneidend^.) 

Aus  dem  Scholion  des  Proclus  erfahren  wir,  dafs  der  heute  in 
den  meisten  Lehrbüchern  übliche  Beweis  (die  Geraden  müfsten  sich 
der  Symmetrie  wegen,  wenn  sie  sich  auf  der  rechten  Seite  der  schnei- 
denden schnitten,  auch  auf  der  linken  schneiden)  von  dem  groisen 
Astronomen  Ptolomäos  herrührt,  der  ein  Buch  zum  Beweis  des 
Parallelenaxioms  geschrieben. 

29. 

Eine  zwei  parallele  Geraden  schneidende  schneidet  sie 
so,  dafs  die  Wechselwinkel  einander  gleich  sind,  die  Gegen- 
winkel gleich  sind  und  die  Ergänzungswinkel  zusammen 
zwei  Rechte  betragen. 

(Fig.  29.)  Wäre  ^AHS^HSA,  so  müfste  einer  von  beiden 
gröfser  als  der  andere  sein,  z.  B.  AH@.  Dann  wäre  <^  BH@  -|-  H0A 
<2  Rechte:  (Gerade)  aber,  welche  von 
Winkeln  aus,  die  kleiner  als  zwei  Rechten 
sind,  ins  Unbegrenzte  verlängert  werden, 
schneiden  sich.  (5.  Forderung.)  Daher 
müfsten  sich  Aß  und  FA  schneiden;  aber  sie 
schneiden  sich  nicht,  da  sie  parallel  sind;  also 
ißt  -^  AH0  dem  Winkel  HSA  nicht  ungleich, 
also  gleich. 

Aber  ^  AH0  =  EHB  (15),  also  auch  <^  EHB  =  HBA,  Zu 
beiden  Seiten  werde  BHG  zugefttgt,  also  ^  EHB  +  BHB  —  HBA 
+  JJH©  — 2  Rechte. 

Also  etc.  .  .  .  .  q.  e.  d. 
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Über  das  Scholion  und  den  Beweis  des  Ptolomäos,  den  Proclng 
richtig  kritisiert,  haben  wir  schon*  bei  der  5.  Forderong  gesprochen, 
Proclns  (Geminus?  Heron?)  ersetzt  sie  durch  die  Forderung:  Eine 
Oerade,  welche  eine  von  zwei  Nichtsichschneidenden 
schneidet,  schneidet  auch  die  andere.  Sein  Beweis  ist  fehler- 
haft, da  er  annimmt,  dafs  jede  Querstrecke  zwischen  zwei  Nichieich- 
schneidenden  endlich  sein  müsse. 


30. 

Geraden,    welche   derselben   Geraden   parallel  sind,   sind 
untereinander  parallel. 

(Fig.  30).     Sei  jede  von  beiden  (nämlich  AB,  FA)  parallel  El\ 
es  möge  sie  [d.  h.  AB  und  F^J   HK  schneiden,   dann  ist  ^  JHK 

=  H0Z  (29)  und  aus  gleichem  Grunde  HSZ 
=  HK^,  also  AHK  =  HX^,  also  (nach  27^ 
'     AB  parallel  F^. 
JJ ^ Z  


^  An   dem  Scholion   des  Proclus  ist  nur  der 

Ausdruck  interessant,  dafs  Euclid  dies  noch  hin- 
^*8  ^  zusetzte:  „wegen  der  Grünheit  der  Hörer"; 

also  zum  Vorlesungsgebrauch  für  Studierende 
war  auch  (odeo*  schon)  damals  der  Euclid  bestimmt.  Der  Beweis 
selbst  ist  fehlerhaft,  er  ist  richtig,  wenn  AB  und  Fzi  als  parallel 
EZ  vorausgesetzt  werden,  aber  nicht,  wenn  z.  B.  AB  und  £Z  al^ 
parallel  F^  vorausgesetzt  werden,  denn  dann  nimmt  er  gerade  den 
Satz  an,  den  er  beweisen  will,  nämlich,  dafs  eine  Gerade,  welche 
eine  von  zwei  Nichtsichschneidenden  schneidet,  auch  die  andeit 
schneidet.  Übrigens  ist  schon  beim  Beweis  des  angenommenen  Falles 
stillschweigend  vorausgesetzt,  dafs  jede  Gerade  die  Ebene  in  zwei 
getrennte  Teile  teile.  Für  den  zweiten  Fall  mufs  der  Beweis  in- 
direkt geführt  werden-,  es  wäre  BHS  -^  H0Z  sowohl  ungleich  als 
gleich  2  Rechten. 

Satz  30  ist  das  Par.*Ax.,  wie  es  in  den  meisten  heutigen  Schul 
büchem  steht:  „Durch  einen  Punkt  läfst  sich  zu  einer  Gerade  nur  eine 
Parallele  ziehen.'' 
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31. 

Durch  einen  gegebenen  Punkt  die  einer  gegebenen 
Geraden  parallele  Gerade  zu  zieben. 

(Fig.  31.).  Gegeben  Punkt  A  und  die  Gerade  BF,  Es  werde  auf 
BF  der  beliebige  Punkt  ^  genommen  und  Ad  gezogen  und  an  den 
Strahl  A/d  und  den  Punkt  ein  dem  Winkel  AAT 

gleicher  (nach  der  entgegengesetzten  Seite)  an-     JE ^ % 

getragen  (23)   und  EA  auf  der  Geraden  {i%^ 

ev^sCag)   AZ   hinzugefügt    (dann   ist   nach    17)     ^  2r 

EAZ  die  verlangte  Parallele).  Fig.  si. 


Das  Scholion  des  Proclus  ist  von  gröfster  Wichtigkeit,  weil  es 
in  gröfster  Schärfe  sich  darüber  ausspricht,  dafs  der  Stoicheiotes  den 
Singular  ohne  Artikel  und  Zahlwort  gebraucht,  um  die  yollständige 
Eindeutigkeit  sowohl  bei  dieser  Aufgabe  als  bei  der:  Von  einem  Punkt 
aofserhalb  auf  eine  gegebene  Gerade  das  Lot  zu  fällen,  hervorzuheben. 


32. 

In  jedem  Dreieck  ist,  wenn  eine  beliebige  Seite  yer- 
längert  wird,  der  Aufsenwinkel  den  inneren  ihm  gegenüber- 
liegenden Winkeln  gleich  und  die  drei  Winkel  innerhalb  des 
Dreiecks  sind  zwei  Rechten  gleich. 

(Fig.  32.)  Sei  ABT  das  Dreieck,  und  es  werde  eine  Seite,  z.  B. 
BF  verlängert  nach  ^.  Man  ziehe  FE  parallel  AB,  dann  sind  BAF 
und  AFE  als  We^chselwinkel  gleich  (29)  jmd  ABF 
und  EFd  als  Gegenwinkel,  also  AFJ  =  BAF-\-  ABF. 

Femer  AFd  +  AFB  =  BAF  +  ABF+  AFB 
=  2  Rechte. 


Aus  dem  Scholion  erfahren  wir,  dafs  Eudemos 
von  Rhodos,  „der  Peripatetiker*^,  einer  von  den  un- 
mittelbaren Schülern  des  Aristoteles,  diesen  Satz  den  Pjthagonlem 
zuschreibt  mit  samt  dem  Beweise,  der  gewöhnlich  in  den  Lehrbüchern 
steht,  der  Parallelen  durch  die  Spitze  zur  Grundlinie.  Der  Satz  selbst 
ist  als  ErfiEdirungssatz  gewifs  viel  alter  als  Euclid,  und  es  wird  voll- 
kommen  klar,   dafs   der   ganze  Gang   der  Elemente   bis   zu   ihm   hin 
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durch  das  Bestreben  ilm  zu  beweisen  bestimmt  ist.  Der  enge  Za- 
sammenbang  des  Satzes  aber  die  Winkebsumme  im  Dreieck  mit  der 
Parallelentheorie  ist  also  schon  dem  Eaclid  völlig  bewnfst  gewesen. 

33. 

A  Strecken^  welche  parallele  und  gleiche 

Strecken   an  gleichen  Seiten   [gleichliegend] 
yerbinden,  sind  gleich  und  parallel 
^  (Fig.  33.)     AB  gleich  und  parallel  rj\  Be- 

^«-  *••  hauptung  AF  gleich  und  parallel  B^d. 

Beweis:  Ziehe  BF,  dann  ist  ABr=Br^  (Wechselwinkel  29), 
also  ABF^/ITB  (4),  also  AB  =  AF  und  parallel  (27). 

Proclus  bemerkt,  dafs  mit  diesem  Satz  die  Existenz  der  Parallelo' 
gramme  gesichert  ist;  es  folgt  nun  (nach  Proclus)  der  dritte  Teil  des 
ersten  Buches,  die  Lehre  von  den  Parallelogrammen  und  daran  an* 
sohlieTsend  die  Flächenvergleichung.  Euclid  spricht  zunächst  von  einem 
parallelogrammischen  Raumgebilde  und  yersteht  darunter  ein  Viereck, 
dessen  Gegenseiten  parallel  sind;  das  Wort  ist  zufolge  Proclus  nach 
Analogie  von  £vdi;ypafifio^  geradlinig  gebildet.  Zu  bemerken  ist,  dafe 
das  Wort  Diagonale  weder  bei  Euclid  noch  bei  Proclus  TorkommU 
sondern  statt  dessen  Diameter,  Diagonale  erst  bei  Heron. 

34. 

In  Parallelogrammen  sind  die  gegenüberliegenden  Seiten 
und    Winkel    gleich    und    jeder    Durchmesser    halbiert   sie. 

4 

^Fig.  34.)     AFJB   das   Parallelogramm,    FB   der   Durchmesser. 

Beweis    durch   Kongruenz   von   ABF  und  BFJ 
nach  dem  (falschlich  zweiten)  Eongruenzsatz  (2iii 


Kitf.  94. 


Proclus  hebt  ausdrücklich  hervor,  dafs  die 
Halbierung  sich  auf  den  Raum,  den  das  Viereck 
eiimimmt,  bezieht,  und  nicht  auf  den  Winkel,  welchen  die  Diagonale 
durchschneidet 

36. 

Parallelogramme  auf  derselben  Ba- 
sis und  in  denselben  Parallelen  sind  ein* 
ander  [flilchenJgleicL 

(Fig.  35.)  Beweis:  A^  =  BF,  EZ  ^  BL 
also  Ajd  *=  EZ  und  ^E  \ai  gemeinsam, 
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AE=^Z]  aber  auch  AB  =  ^F  und  ^  EAB  =  Z/IF,  also  A  ABB 
'^/irz  (4).  Wird  das  gemeinsame  Dreieck  dHE  weggenommen^  so 
ist  Trapez  ABH^  =^  EH  FZ,  wird  das  gemeinsame  Dreieck  HBF 
zagesetzt,  so  folgt:  das  ganze  Parallelogramm  ABF^  =  EBFZ. 


36. 

Parallelogramme  auf  gleicher 
Basis  in  denselben  Parallelen  sind 
einander  gleich. 

(Fig.  36.)  ^JBr^  und^Zff©  die 
Parallelogramme,   BF  und   ZH  gleich. 

Beweis:  Man  ziehe  BEj  FS^  dann 
ist  EBF0  nach  33  ein  Parallelogramm  und  ABF^=EBF0—EZH0. 


Fig.  36. 


37. 

Dreiecke     auf    derselben     Grundlinie  „         ^^  A^ 
in    denselben    Parallelen    sind    [flächen]- 
gleich. 

(Fig.  37.)  ABF  ist  die  Hälfte  von  BEAF, 
und  B^F  die  Hälfte  von  ABFZ,  welche 
Parallelogramme   nach   35   gleich   sind;   also    ist   ABF  =^BAF. 


38.  jsr   ^    A 


Dreiecke   auf  gleicher  Grundlinie   in        /// 
nselben  Parallelen  sind  unter  sich     >/      -J' 


gleich    (Fig.    38).  p,^.88. 

39. 

Gleiche  Dreiecke  auf  derselben  Basis  und  an  derselben 
Seite  dieser  Basis  gelegen,  sind    in  denselben 
Parallelen. 

(Fig.  39.)     ABF  und  ABF  seien  die  Dreiecke. 

Wenn  AA  nicht  parallel  BFj  so  ziehe  man  (31) 
(inrch   A   die   Parallele   AE  zu  ET  und   ziehe  EF.  ^ 

Fiff   39 

dami   ist  ABF ^  EBF-=  AEF,,   das    gröfsere   dem 

kleineren,    was   unmöglich.      Ahnlich   wird   gezeigt,    dafs    auch   keine 

andere  Linie  aufser  AA mit  BF  parallel  ist. 
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40. 

Gleiche  Dreiecke  auf  gleichen  Grundlinien  [in  derselben 
Geraden]  und  an  derselben  Seite  [dieser  Geraden]  sind  in 
denselben  Parallelen. 

(Fig.  40.)     Beweis  wie  39. 


Es  fällt  auf y   dafs  der  Zusatz  [in  derselben   Geraden]   bei  Eaclid 
fehlt,   und   das  Fehlen   dieser  Bestimmung   Ton  Proclus   nicht  gerügt 

wird.  Proclus  beweist  dann  den  Satz,  dals,  wenn 
flächengleiche  Dreiecke  (bezw.  Parallelogramme) 
in  denselben  Parallellinien  liegen,  sie  gleiche 
Grundlinien  haben,  und  fügt  über  diesen  Satz 
sowie  die  analogen  hinzu:  „Da  aber  die  Methode 
des  Beweises  und  das  unmögliche  (der  Teil  dem 
Ganzen  gleich)  dieselben  sind,  hat  sie  der  Stoicheiotes  mit  Fug  ans- 
gelassen.'^ 

41. 

Wenn  ein  Parallelogramm  und  ein  Drei- 
eck dieselbe  Basis  haben  und  in  denselben 
Parallelen  liegen,  so  ist  das  Parallelogramm 
das  Doppelte  des  Dreiecks. 

(Fig.  41.)     Das   Parallelogramm   ABFJ  hat 
dieselbe  Basis  wie   das  Dreieck  EBF  und  li^  in 
denselben  Parallelen  BT,  AE.    Man  ziehe  AF,  dann  ist  ABT^^EBr 
(37),  ABT^  =  2  ABT  (34),  also  ABFA  =  2  EBF. 


42. 

Ein  dem  gegebenen  Dreieck  (ABT)  gleiches  Parallelo- 
gramm zu  konstruieren  in  einem  Win- 
kel, welcher  einem  gegebenen  Winkel 
gleich  ist. 

(Fig.  42.)  Halbiere  BF  in  E  (10),  wehe 
AE,  lege  9xl  ET  in  E  einen  dem  gegebenen 
Winkel  ^  gleichen  an,  <  TjEZ  (23)  und  siehe 
durch  A  die  Parallele  AH  zu  ET  und  durch  F  die  Parallele  FH  ct 
JSZ,  so  ist  ZEFH  das  rerlangte  Parallelogramm. 
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43. 

In  jedem  Parallelogramm  sind  die  Ergänzungen  der 
Parallelogramme  wie  den  Durchmesser  (die  Diagonale)  ein- 
ander gleich. 

Das  Parallelogramm  (Fig.  43)  sei  ABFdy  die  Diagonale. -^F,  die 
Parallelogramme  um  AT  seien  ES  und  ZHy  die 
^^Ergänzungen''  genannten  [Parallelogramme]  BK 
und  K^j  ich  behaupte^  es  sei  BK  =  K/d, 

Denn  da  ABF^  ein  Parallelogramm  ist, 
und  Ar  seine  Diagonale,  wird  AABr=  AF/i 
sein  (34),  und  da  E@  ein  Parallelogramm  ist 
und  AK  seine  Diagonale,  wird  A  AEK  =  ASK 

sein,  imd  gleicherweise  wird  A  KHF^KZF  sein,  also  AEK-^-KHF 
=  ASK  +  KZF  (Ax.  2).  Es  ist  aber  das  ganze  A  ABF  gleich  dem 
ganzen  A  A/iF  gleich,  der  Best  also,  das  Parallelogramm  BK^  dem 
Best,  dem  Parallelogramm  KA^  gleich. 

Also  etc q.  e.  d. 

Dafs  mit  diesem  ebenso  einfachen  als  wichtigen  Satz  die  ganze 
Lehre  von  der  Flachenverwandlung,  und  ebenso  die  Konstruktion  der 
4.  Proportionale,  also  die  ganze  Ahnlichkeitslehre,  dem  Euclid  zu- 
züglich geworden,  hebt  Zeuthen  mit  Recht  hervor.  Man  kann,  wie 
oft  gethan,  unmittelbar  auf  diesen  Satz  den  Pythagoras  gründen.  Pappos 
z.  B.  hat  zahlreiche  Anwendungen  ron  dem  „Satz  über  die  Er- 
gänzungsparallelogramme'' gemacht. 

44. 

An   einer   gegebenen   Strecke   ein  Parallelogramm    anzu- 
legen,    welches     einem    gegebenen    Dreieck 
gleich  ist  und  einen  Winkel  yon  gegebener 
Grofse  hat. 

(Fig.  44.)  AB  die  g^ebene  Strecke,  F  das 
gegebene  Dreieck,  ^  der  gegebene  Winkel.  Es 
werde  (nach  42)  das  Parallelogramii  BEZH  kon- 
struiert, dem  Dreieck  F  gleich  und  mit  dem  Winkel 
EBH  gleich  ^,  und  dies  Parallelogramm  so  ge- 
legt, dafs  B£,  AB  in  einer  geraden  Linie  sind 
und  ZH  ausgezogen  bis  &,  und  durch  A  zu  BH^ 
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EZ  die  Parallele  A0  gezogen  und  ©  mit  B  yerbunden.  Weil  die 
Parallelen  Q^i  und  EZ  von  0Z  geschnitten  werden,  ist^^6Z 
+  SZE=2  Rechten,  also  ^  B0H  +  HZE  <  2  Rechten,  also  schnei- 
den sich  (nach  5.  Forderung)  SB  und  ZE,  und  zwar  in  K,  Durch 
K  werde  die  zu  EA,  Z@  Parallele  KA  gezogen  und  BA,  HB  ver- 
längert bis  zu  A  und  M,  so  ist  ABMA  das  rerlangte  Parallelo- 
gramm. 

46. 

Ein  Parallelogramm  zu  konstruieren,  welches  einer  ge- 
gebenen geradlinigen  (Figur)  gleich  ist,  und 
einen  Winkel  von  gegebener  Gröfse  hat. 

(Fig.  45.)     Sei  ABFJ  die  gegebene  geradlinige 

Figur,  E  der  gegebene  WinkeL  Man  ziehe  JB  und 
konstruiere  (42)  das  dem  Dreieck  ABA  gleiche 
Parallelogramm  Z9  mit  dem  Winkel  @KZ  gleich  £ 
und  lege  an  HS  (nach  44)  das  dem  Dreieck  JVh 
gleiche  Parallelogramm  HM  mit  dem  Winkel  H^M 
=  Ey  so  ist  ZKMA  das  yerlangte  ParaUelogramm. 


Euclid  beschrankt  sich  auf  ein  Viereck,  aber  da  jedes  Vieleck  yod 
einer  Ecke  aus  in  Dreiecke  zerlegt  werden  kann,  so  ist  die  Aufg&be 
allgemein  gelöst. 

46. 

Von  einer  gegebenen  Strecke  aus  ein  Quadrat  zu  zeich- 
nen (^avuyQtt'^aiy  wörtlich  beschreiben). 
(Fig.  46.)  Gegeben  AB,  man  errichte  in  -i  das  Lot 
Ar  auf  AB  (11)  und  mache  AA  =  AB  (2),  und  ziehe 
durch  A  zu  AB  die  Parallele  AE  und  durch  B  und  AJ 
die  Parallele  BE  (31),  so  ist  AAEB  ein  Parallelognunm. 
Also  AB  =  AE:^  AA  =  BEy  aber  AB  =  AAy  also  BÄ 
=  AA  =  AE  =  EBy  also  ist  das  Parallelogramm  gkich- 


]^    seitig.    Ich  behaupte  aber,  dafs  es  auch  rechtwinklige  etc. 

Fig.  46.         Daher  ist  ABFA  ein  Quadrat;  ....  w.  zu  machen  war. 


47. 

In  den  rechtwinkligen  Dreiecken  ist  das  Quadrat  der  den 
rechten  Winkel  unterspannenden  (vxorctvovöri^)  Seiten  gleich 


Pythagora». 
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den    Quadraten    der    den    rechten    Winkel    einschliefsenden 

Seiten. 

Sei  (Fig.  47)  ABF  das  rechtwinklige  Dreieck,  mit  dem  rechten 
Winkel  BAT,  Ich  behaupte,  dafs  das  Quadrat  von  BT  gleich  ist  den 
Quadraten  Ton  BA,  AT. 

Man  zeichne  das  Quadrat  BdEF  von  BF  und  von  BA,  AF 
die  HB,  SF  und  durch  A  werde  zu  jeder  von  den  beiden  BA,  FE 
die  Parallele  AA  gezogen  und  A  mit  A,  Z 
mit  F  verbunden.  Und  da  ein  Rechter  jeder 
von  den  beiden  Winkeln  BAF,  BAH  ist,  [so] 
bilden  die  von  einer  Geraden,  BA,  und  an 
einem  Punkt  auf  ihr,  A,  an  verschiedenen 
Seiten  gelegenen  Strahlen  AF,  AH  Neben- 
winkel, welche  [zusammen]  zwei  Rechte  aus- 
machen, folglich  sind  FA,  AH  in  einer  Ge- 
raden (14).  Aus  denselben  [Gründen]  ist  BA 
mit  A@  auf  einer  Geraden.  Und  da  der  Win- 
kel ABF  gleich  ZBA  ist,  denn  jeder  ist  ein 

Rechter,  so  lege  man  zu  beiden -^£F  hinzu,  so  ist  der  ganze  Winkel 
ABA  dem  ganzen  Winkel  ZBF  gleich.  Und  Aa  AB  gleich  BF,  und 
ZB  gleich  AB,  so  sind  die  beiden  AB,  BA  den  beiden  ZB,  BF 
gleich,  eine  jede  jeder,  und  der  Winkel  ABA  gleich  ZBF,  also 
ist  die  Basis  AA  der  Basis  ZF  gleich  und  das  Dreieck  ABA  dem 
Dreieck  ZBF,  Aber  vom  Dreieck  ABA  ist  das  Doppelte  das  Parallelo- 
gramm BA,  denn  sie  haben  dieselbe  Basis,  nämlich  BA  und  sind  in 
denselben  Parallelen  BA  und  AA,  Also  ist  das  Parallelogramm  BA 
dem  Quadrat  HB  gleich. 

Entsprechend  wird,  wenn  A  mit  E  und  B  mit  K  verbunden 
werden,  gezeigt  werden,  dafs  auch  das  Parallelogramm  FA  gleich  ist 
dem  Quadrat  BF, 

Also  ist  das  ganze  Quadrat  BAEF  den  beiden  Quadraten  HB, 
BF  gleich.  Und  es  ist  das  Quadrat  BAEF  von  BF  (aus)  beschrieben, 
die  beiden  aber  HB,  SF  von  BA,  AF,  Also  ist  das  Quadrat  von 
der  Seite  BF  gleich  den  Quadraten  von  den  Seiten  BA,  AF, 

Also  etc q.  e.  d. 


48. 

Wenn   in  einem  Dreieck  das  Quadrat  einer  Seite  gleich 
ist  den  Quadraten   der  übrigen  beiden  Seiten  der  Dreiecks, 


Encltd,  Ton  Simon. 
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so    ist    der    von    den    übrigen    beiden    Seiten    umschlossene 
Winkel  ein  Rechter. 

(Fig.  48.)    Denn  im  Dreieck  ABT  sei  BI^  ^  BA* 

Man  ziehe  vom  Punkt  A  zu  FA  die  Senkrechte 
A^,  mache  Azf  gleich  BA  und  ziehe  ^F.  Da  JA 
=  AB,  so  wird  auch  ^A^=^  AB^  sein.  Gemeinsam  lege 
AI^  hinzu,  also  ^A^  +  AH  =  BA^  +  AlT^,  aber 
^r«  ==  AA^  +  AF^,  denn  ^  AAP  ist  ein  Kechter,  und 
BF^  =^BA^  +  AF^  durch  Voraussetzung,  also  BF^^jr, 
also  auch  5r=z^r,  also  Dreieck  AFB^AFA{><\ 
also    <^  FAB  =  FAA    gleich   einem  Rechten  .  .  .  .  q.  e.  d. 


Euclid  schliefst  das  1.  Buch  mit  dem  grofsen  Satz  und  seiner 
Umkehr,  ein  Beweis,  dafs  ihm  seine  Bedeutung  als  des  Satzes,  auf 
dem  die  ganze  Flächenrechnung  (und  die  ganze  Trigonometrie)  beroht 
klar  ist.  Dafs  der  Satz  den  Pythagoräem  zugehört,  ist  nach  den  viel- 
fachen Angaben  der  Alten  unzweifelhaft  (Vitruv,  Plutarch,  Digones 
Laertios,  Proclus  etc.),  es  ist  aber  im  höchsten  Orade  wahrscheinlich, 
dafs  „er  selbst''  (ccvrbg)  der  Entdecker  gewesen. 

Wenn  aus  den  Chinesischen  Rechenaufgaben  aus  dem  Tscheon 
pei  etc.  hervorgeht,  dafs  den  Chinesen  der  Satz  bekannt  war,  so  folgt 
daraus  noch  lange  nicht,  dafs  sie  den  Satz  selbständig  gefunden  haben. 
Die  Chinesen  sind  keineswegs  immer  so  fremdenfeindlich  gewesen,  wie 
siie  sich  heute,  angesichts  der  Gefahr,  dafs  ihnen  eine  ganz  neue  Eoltor 
aufgezwungen  wird,  erweisen.  Dafs  das  Dreieck  3,  4,  5  ein  recht 
winkliges  sei,  war  gewifs  eine  den  Babyloniem,  Chinesen,  Ägyptern 
äufserst  früh  bekannte  Zimmermannsregel,  aber  den  grofsen  Satz  darin 
erkannte  der  Hellene,  über  den  Beweis  ist  uns  freilich  nichts  erhalten: 
im  Menon  läfst  Piaton  durch  Sokratische  „Maieutik''  (Hebammenkonst) 
den  Spezialfall  beweisen,  wenn  das  Dreieck  gleichschenklig,  und  Cantor 
vermutet  gewifs  mit  Recht,  daCs  die  Pythagoräer  sehr  viele  Unterfalle 
unterschieden  haben  imd  deswegen  der  Pythagoräer  Beweis  durch  den 
Euclidischen  spurlos  verdrängt  sei.  Proclus  berichtet  von  andern  Be- 
weisen des  Heron  imd  Pappos,  in  einer  Monographie  sind  dann  an  o(> 
gesammelt. 

Dafs  gerade  der  Euclidische  Beweis  des  Pythagoras  aus  der  An- 
schauung hervorgegangen,  habe  ich  wiederholt  bei  anderer  Gelegenheit 
hervorgehoben,    und    besonders    bemerkt,    dafs   die   Linien,    die  nach 
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Schopenhauer  (Welt  als  W.  und  V.  S.  15)  gezogen  werden  „ohne  dafs 
man  weifs,  warum"  etc.,  die  Linien  ^^,  ZT  etc.,  gerade  den  anschau- 
lichen Kern  enthalten.  Die  Auffindung  des  Satzes  geht  von  der  An- 
schauung  aus,  dafs  das  Dreieck  ZBT  seine  Fläche  nicht  ändert,  wenn 
es  eine  Vierteldrehung  um  die  Ecke  B  macht  und  in  die  Lage  AB/H 
kommt,  und  beide  Dreiecke  ändern,  wie  nach  Satz  37  feststeht,  ihren 
Inhalt  nicht,  wenn  die  Spitzen  sich  auf  den  Parallelen  AF  und  /:1A 
bewegen. 

Für  die  Unechtheit  aller  „Porismata''  scheint  mir  die  Thatsache 
zu  sprechen,  dafs  der  Satz  AZ  =  BA  nicht  als  Zusatz  ausgesprochen 
ist.  Die  Aufgabe,  ein  gegebenes  Bechtec]^  in  ein  Quadrat  zu  verwandeln, 
fehlt  hier  und  sie  wird  erst  II,  14  gelöst,  und  dann  noch  einmal  in- 
direkt dadurch,  dafs  VI,  17  die  Identität  zwischen  a:b  =  b:c  und 
ac  =  b^  ausspricht 

Man  kann  bemerken,  dafs  Euclid  die  Lehre  von  den  Parallelo- 
grammen fast  ganz  dem  Hörer  überläfst,  fast  alle  Umkehrungen,  die 
heute  unsere  Lehrbücher  füllen,  fehlen,  dagegen  wird  die  Flächenver- 
gleichung,  auf  der  die  Flächenmessung  beruht,  ganz  ausführlich  be- 
handelt. Es  sind  drei  der  Ausdehnung  nach  sehr  ungleiche  Teile,  in 
die  Buch-I  zerfällt:  Satz  1 — 26  die  wichtigsten  Sätze  über  Winkel, 
Dreiecke  mit  den  3  Kongruenzsätzen  und  dem  Satze  über  die  Winkel- 
summe. Satz  27 — 33  die  Parallelentheorie.  Satz  34 — 48  die  Flächen- 
vergleichung. 


6* 


6B  Definitionen  des  zweiten  Bachs. 


IL  [Buch.] 

Nachdem  das  1.  Buch  die  Onmdlagen  der  Gteometrie  einer  ^  swei 
und  drei  Geraden  gegeben  (bis  Satz  26)^  dann  die  LeluB  von 
den  Parallelen  und  der  Existenz  der  Paralldogramme;  sodasm  die 
ilSchenYeigleichnng  dnrchgef&hrt  hat^  endigte  es  mit  dem  Pythagoraa, 
der  die  Addition  und  Subtraktion  zweier  Quadrate  bezw.  die  Kon- 
struktionen Ton  ya*  4"  ^*  ^^d  V'^'  —  ^'  giöbt;  das  2.  Buch,  das  als 
geometrische  Algebra  ISngst  erkannt  ist,  lehrt  nun  die  Rechnung  mit 
Aggregaten,  speziell  die  Multiplikation,  geht  bis  zur  Auflösung  der 
quadratischen  Gleichungen  in  geometrischer  Einkleidung,  zunächst  nur 
in  speziellem  Falle,  und  endigt  mit  dem  geometrischen  Existenzbeweis 
der  Quadratwurzel 


Definitionen. 

l)'Man  sagt:  Zwei  einen  rechten  Winkel  einschliefsende 
Seiten  eines  Rechtecks  enthalten  es. 


Die  Konstruktion  bei  Euclid  ist  passiv,  ixb  mit  dem  Genetiv  ver- 
tritt das  Subjekt  des  Aktiv,  es  ist  also  die  Übersetzung  „unter^^  von 
Lorenz  und  Mollweide  und  Peyrard  zu  verwerfen.  Die  Abkürzung  ab 
für  das  Rechteck,  welches  diese  Strecken  enthalten,  behalten  wir  bei, 
auch  Heiberg  hat  sie. 

2)  Von  der  Fläche  eines  Parallelogramms  soll  die  Summe 
eines  jeden  der  beiden  um  den  Durchmesser  liegenden  Pa- 
rallelogramme mit  den  beiden  Ergänzungen  ein  Gnomon 
heifsen. 


Onomon;  a  {b  -^  c  -{-  d)  =^  ab  -\-  ac  -\-  ad. 
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Der  Imperativ  ^pcaXsiöd'G)^^  beweist  wieder,  dafs  dieser  Name  von 
Eaclid  neu  eingeführt  wird.  Aus  Proclus  wissen  wir,  dafs  der  yvfoiuov 
(Erkenner,  Beurteiler),  der  ursprünglich  den  schattengebenden  Zeiger 
der  Sonnenuhr  bedeutet,  bezw.  den  Stab,  dessen  Verhältnis  zum  Schatten 
die  Höhe  der  Sonne  über  dem  Horizont  bestimmt,  die  alte  Bezeich- 
nmig  für  die  senkrechte  Richtung  überhaupt  ist.  Wird  nun  der 
rechte  Winkel  zum  Werkzeug  (Richtscheit),  also  massiv  ausgeführt, 
so  heifst  das  Instrument,  das  aus  Quadrat  AC  durch  Herausschneiden 
von  Quadrat  BC  gewonnen  wird,  ebenfalls  Gnomon,  und  Euclid  er- 
weitert nun  den  Begriff  vom  Quadrat  auf  ein  beliebiges  Parallelogramm, 
also  aus  der  Fig.  43  sind  Par.  AF —  KF  bezw.  AF —  AK  Gnomone, 
bezw.  erhält  man  das  zu  KF  bezw.  AK  ähnliche  und  ähnlich  liegende 
grofse  Parallelogramm  AF  durch  Anlegung  der  Gnomone  HBE  AG^d 
ZKH  bezw.  GJZFHBEKe.  Daher  hat  (Cantor  S.  151)  Heron 
den  Begriff  wieder  erweitert:  Alles,  was,  zu  einer  Zahl  oder  Figur  hin- 
zugefügt;  das  ganze  dem  ähnlich  macht,  zu  welchem  hinzugefügt  worden 
war,  heifst  Gnomon. 


[Satz]  1. 

Wenn  zwei    Strecken   (gegeben)    sind,   und   die    eine   der- 
selben   in   beliebig   viele  Teile   geteilt  wird,   so    ist   das  von 

beiden    Strecken    enthaltene  Rechteck   gleich  . 

den  Rechtecken  aus  der  nicht   zerschnittenen     B 
Strecke  und  den  einzelnen  Teilen. 

(Fig.  1.)     Die  [imzerschnittene]   Strecke   sei    A^ 
die  zerschnittene  BF, 


JET 


H 
Z 


K    A 

(Fig.  1.) 
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Der    Beweis    der    Formel     aQ> -\- c -\- d)  =^  ah 
-{- ac -\- ad  wird  unmittelbar  aus  der  Anschauung  entnommen. 


2, 

Wird  eine  Strecke  beliebig  geteilt,  so  ist  die 
Summe  der  Rechtecke  aus  der  ganzen  Strecke  und 
jedem  der  Teile  gleich  dem  Quadrate  der  ganzen 
Strecke. 


(Fig.  2.)   Beweis  der  Formel,  wenn  a  =  6  -f"  ^>  so  is^ 
a-a  =  a(6  +  (?)  =  a6  4*  ^^>  ebenfalls  aus  der  Anschauung.     Comman- 
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(a  +  6)«  =  a»  +  6«  +  2a&. 


dinus  1572,  Glavius  1607  fügen  dieser  Formel  die  allgemeine  Multipli- 
kationsregel (^  +  y  +  ^  H )(a-\-b-{-c-\-  •  •  •)  =  a;a  +  ya  +  £a  +  •  •• 

hinzu.     Der  Satz  ist   schon   beim   Beweis    des  Pythagoras  be- 
nutzt (Pfleiderer). 

3. 

Wird  eine  Strecke  beliebig  geteilt,  so  ist 
das  Rechteck  aus  der  ganzen  Strecke  und  eiaem 
der  Teile  gleich  dem  Rechteck  aus  den  Teilen 
und  dem  Quadrat  des  vorher  gewählten  Teiles, 

(Fig.  3.)  Formel  (a  -{•  b)a  =^  ab  -\-  a',  Beweis 
wie  in  1  und  2. 


Fig.  S. 
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4. 

Wird   eine   Strecke   beliebig  geteilt,   so   ist  das  Quadrat 
der  Ganzen  gleich  den  Quadraten  der  Teile  und  dem  doppelten 

Rechteck  aus  den  Teilen. 

Denn    die   Strecke    AB   (Fig.  4)   werde  beliebig 
geteilt  in  F,  ich  behaupte: 

AB^  =  nn  +  FÄ^  +  2^r .  rs. 

Aus  der  Figur  sieht  man,  dafs  die  wichtige  Formel 
(a  +  by  =  a«  +  6«  +  2ab  als  SpezialfaU  von  Satzl,43 
erkannt  ist.  Dafs  man  aus  ihr  den  Pythi^oras  un 
mittelbar  ableiten  kann,  ist  bekannt.  Der  zweite  Beweis  dieses  Satzes 
bei  Campanus  beweist  zuerst  den  Satz,  dafs  die  Diagonale  den  Winkel 
des  Quadrats  halbiert,  Heiberg  meint,  dafs  er  vielleicht  der  ältere  sei. 


jf      p 
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e 
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K 

E 

Fig.  4. 


(Porisma:   Hieraus  ist   klar,    dafs  in  den  Quadraten   die  um  dit* 
Diagonale  liegenden  Parallelogramme  Quadrate  sind.) 
Das  Porisma  mutmafslich  Zusatz  des  Theon. 


JLM. 


6. 

Wird  eine  Strecke  in  gleiche 
und  ungleiche  Teile  zerschnitten, 
so  ist  das  Rechteck  aus  den  un- 
gleichen Teilen  samt  dem  Qua- 
drat der  Strecke  zwischen  den 
Teilpunkten  gleich  dem  Quadrat 
der  halben  Strecke.  . 


»'+m-m 
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(Fig.  5.)  Die  Strecke  ^B  wird  bei  F  in  gleiche  und  bei  ^  in 
ungleiche  Teile  geteilt;  ich  behaupte: 

A^'/IB  +  FJ^  =  FB\ 

Es  werde  in  FB  das  Quadrat  FEZB  konstruiert  (I,  46)  und  BE 
gezogen  und  durch  /l  zu  den  [Geraden]  FE^  BZ  die  Parallele  ziif, 
durch  S  aber  zu  (den)  AB  und  EZ  die  Parallele  KMj  femer  durch 
A  zu  FA  und  -BM  die  Parallele  AK,  Und  weil  die  Ergänzung 
FS  =  SZ  (I,  43),  werde  zu  beiden  das  z/M  hinzugesetzt,  sofort  ist 
das  ganze  FM  dem  ganzen  ^JZ  gleich.  Aber  FM  =^  AAj  da  ja  ^F 
dem  FB  gleich  ist;  folglich  ist  auch  AA  gleich  JZ,  Lege  zu  beiden 
rS  zu,  sodann  ist  das  ganze  A  &  dem  Gnomon  M^'^  NS  gleich.  Aber 
das  ^^  ist  A^'^B]  denn  z/6^  =  z/^;  und  also  ist  der  Gnomon 
M'NS  =  A/1  •  JB.  Zu  beiden  lege  AH  zu,  das  dem  Quadrat  von 
FJ  gleich  ist;  folglich  ist  Gnomon  M'NS  +  AH  ^AJ'JB  +  Tz/l 
Aber  Gnomon  M'NS+  AH  ist  das  ganze  Quadrat  FEZB,  das  TB* 
ist;  also  AA'AB  +  FJ^  =  FB\ 

Also,  wenn  . . .  etc.  q.  e.  d. 


Die  Formel,  welche  hier   bewiesen,  ist:   a6  +  (    o    )   =  ("a")  ? 

es  erscheint  auffallend,  dafs  die  Formeln  (a*  —  &*)  =  {a  -\-  b)(a  —  h)  und 
{a  ~  by  =  d*  -\-b*  —  2 ab  fehlen,  deren  geometrischer  Beweis  daher 
Ton  Angelo  de  Marchettis  (Euclid.  reformatus  1709)  zugefügt  ist.  Der 
Grund  liegt  wohl  darin,  dafs  die  erste  Formel  in  der  des  Satzes  4  ent- 
halten ist,  sobald  a  -\-  b  mit  a  bezeichnet  wird,  und  die  zweite  in  der 
eben  bewiesenen.  Die  grofse  Knappheit,  der  sich  Euclid  sachlich  be- 
fleißigt, läfst  die  Zusätze  2.  und  Beweise  sämtlich  als  im  höchsten 
Grade  verdächtig  erscheinen. 

Bringt  man  FJ^  auf  die  andere  Seite,  so  ist  damit  zugleich  der 
Potenzsatz  III,  35  bewiesen. 

Obwohl  M  zweimal  in  der  Figur  vorkommt,  hat  Heiberg  aus  Treue 
gegen  die  Handschriften  den  Buchstaben  nicht  geändert.  Eigenartig 
ist  die  Bezeichnung  des  Gnomons  dadurch,  dafs  die  Flächenstücke,  aus 
denen  er  besteht,  durch  den  Kreisbogen  bezeichnet  werden. 

Da  das  Rechteck  A/iSK  und  das  Quadrat  FB^  den  gleichen 
umfang  haben:  2AB,  so  ist  mit  5  zugleich  die  älteste  Maximum- 
aofgabe  gelöst,  bewiesen,  und  unter  allen  Rechtecken  von  gleichem 
Umfang  hat  das  Quadrat  den  gröfsten  Inhalt  (Pappos,  Lemma  XHI  zu 
des  Apollonius:   de   sectione   rationis   et   spatii;    Viviani    (Florentiner 
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(2  a  +  ^)  +  «•  =  (a  +  t)';  (a  +  x)*  +  a*  =  2  (a  +  ar)  a  +  a:'. 


Probleml)  1659:  De  max.  et  min.  geom.  diriii.  vgL  Pfleiderer  U,  15). 
^;Da  wegen  seiner  gröfseren  Höhe  das  Rechteck  gröfser  ist  als  jedes 
andere  Parallelogramm  yon  gleichem  umfange  anf  derselben  Grund- 
linie, so  folgt,  dafs  unter  allen  Parallelogrammen  von  gleichem  Um- 
fange das  Quadrat  den  gröfsten  Inhalt  hat/'  Viviani  1701  ygl.Pfleiderer 
L  c.  Euclid  selbst  beweist  den  Maximums-Satz  in  aUgemeiner  Fassung 
erst  VI,  27. 

6. 

Wird    eine    Strecke    AB    in    F  halbiert 
und  AB   um    irgend    eine    Strecke   BJ  ver 
j£ — ^1     I^y  P     längert,  so  ist  ^z/   z/JB  -f  FB^  =  FJ^. 

(Fig.  6.)  Der  Satz  (2a  +  6)6  +  «« =  (a  +  fre- 
ist unmittelbar  anschaulich,  wenn  man  von  dem 
Quadrat  über  (a  -\-  6)  ausgeht,  also  von  FZ. 


7. 

Wenn   eine  Strecke   beliebig   zerschnitten   wird,   so  sind 
die    beiden  Quadrate   aus  der   ganzen  Strecke   und   einem  der 
7?       ji      Teile  [zusammen]  gleich  dem  doppelten  Recht 
eck  aus  der  Strecke  und  dem  gewählten  Teile 
und  dem  Quadrat  des  andern  Teils. 

Die  Strecke  AB  beliebig  in  F  geteilt,  so  ist 
AB^  +  BF«  =  2 AB  •  BF  +  F^^  (Fig.  7).  Formel 
(a  -f  xy  +  a^  =  2(a  +  x)a  +  x\ 


l     ^  mm 

\j^    MM    ' 


Fig.  7. 


Jff 


Der  Beweis  läfst  sich,  ähnlich  wie  der  von  ♦». 
rein  anschaulich  führen,  dadurch,  dafs  man  zur  Figur  NE^  =  TB- 
hinzusetzt.  Der  Formel  läfst  sich  die  Form  geben:  a*  -|-  t?-  =  2««: 
+  (u  —  vy,  wo  sie  aussagt,  dafs  die  Summe  der  Quadrate  zweier 
Strecken  (Qröfsen)  ihr  doppeltes  Eechteck  (Produkt)  stets  um  das  Qna- 
drat  der  Differenz  übertrifft.  Femer:  (a  —  vy  =  u^  +  v^  —  2uv,  die 
bekannte  !formel  über  das  Quadrat  der  Differenz. 


8, 

Wenn  eine  Strecke  beliebig  geteilt  wird,  so  ist  das  vier- 
fache Rechteck  aus  der  ganzen  [Strecke]  und  einem  der  Teile 
samt  dem  Quadrat  des  anderen  Teiles  gleich  dem  über  der 
ganzen  Strecke  und  dem  gewählten  Teil,  als  wären  sie  eine, 
beschriebenen  Quadrat. 


4(a  +  b)a  +  h*^[{a-\-b)  +  nY. 
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(Fig.  8.)  Die  Strecke  AB  beliebig  zer- 
schnitien    im    Punkte    F.     Ich    behaupte  ^    dafs 

ijB .  BF  +  An  =  (AB  +  Bry. 

Es  werde  AB  um  FB  yerlängert  bis  ^  und 
über  AzJ  das  Quadrat  konstruiert  AEZ^  und 
die  zwei&che  Figur  (d.  h.  die  Figur  mit  2  Paaren 
^Ei^änzungen^.  Beweis  folgt  aus  I,  43^  da  HP 
=  PN  =  K^.  Der  Beweis  kann  auch  ohne  die 
Parallelen  durch  B  und  K  geführt   werden,    da 

4Fä:=FO  ist.     Die   Formel   ist    4(a  +  fe)a  +  6*  =  [(tt  +  6)  +  a]l 
Der  Satz  ist  von  6  nicht  verschieden. 


9. 

Wird  eine  Strecke  in  gleiche  und  in  ungleiche  Abschnitte 
zerschnitten,   so  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  ungleichen 
Abschnitte   doppelt   so    grofs,   als    die    Summe    der    Quadrate 
der  halben  Strecke  und  des  Zwischenraumes 
zwischen  den  Teilpunkten. 

(Fig.  9.)  ^JJ  in  F  in  gleiche,  in  z/  in  un- 
gleiche Teile  geteüt,  so  soll  ^z/*  +  ^JJ*  =  2(^F* 
+  F^).  Man  errichte  in  F  das  Lot  rE=  AT 
=  BF  und  ziehe  AE  und  BE  und  durch  d  zu 
FE  die  Parallele  ^Z,  durch  Z  aber  der  Geraden 
AB  parallel  ZH  und  verbinde  A  mit  Z.  Dann  sind  AFE,  BFE 
gleichschenkelig  rechtwinkelige  Dreiecke^  also  AEB  ein  rechter  und 
durch  EF  halbiert;  femer  EHZ  gleichschenkelig  rechtwinkelig,  imd 
ZJB  desgleichen,  also  AZ^  =  AE' -^  EZ^  =  2{AF^ -}- FJ^)  und 
^Z*  =  A^'  +  z/Z*  also  2{AF^  +  Fz/»)  =  AJ'  +  JB'  q.  e.  d. 

Der  hübsche  Beweis  weicht  von  der  Art  der  bisherigen  ab,  in 
Pfleiderers  Scholien  finden  sich  viele  verschiedene  Beweise,  die  ihn 
auf  die  früheren  zurückführen.     Die  Formel,  die  er  giebt 

a.  +  ».  -  2  [(l±-y  +  (^  -  *)■]  -  2[C4  -)■  +  i^n 

bezw.  2(0^  +  ^0  =  («  +  by  +  (^  —  ^)*?  ^*^st  sich  verallgemeinem  und 
ist  die  bekannte  Transformationsformel  für  quadratische  Formen. 

Da  (a  —  b)  =  0,  sowie  a  =  6,  so  folgt:  Die  Summe  zweier  Qua- 
drate, deren  Seitensumme  konstant  ist,  ist  am  kleinsten,  wenn  die 
Seiten  gleich  sind  (L'Huilier  de  relatione  mutua  capacitatis  etc.  .  .  . 
Varsoviae  1782). 
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(2  a  +  6)«  +  &«  =  2  (a*  +  (a  +  6)«);  Goldene  Schnitt. 


10. 

Wird  eine  Strecke    [AB   in  F]    halbiert  und   um  eine  be- 
liebige Strecke  [B^]  verlängert,  bo  ist  A^ 

+  JB^  =  2(An  +  rz/2). 

(Fig.  10.)  Man  ziehe  von  F  senkrecht  m  AB 
das  Lot  FE  gleich  AT  bezw.  rJ5  etc.  Es  ist 
JB-=^H  (Winkel  von  45®)  und  desgleichen  EZ 
=  ZH,  also  AJ^  +  z/5«  =  AB^  =  AE?  +  EB^ 
=  2  An  +  2rj^  =  2(^r2  +  rj^),     Formel 


Fig.  10. 


(2a  +  by  +  t»  =  2(a2  +  (a  +  6)«). 


11. 

[Aufgabe.]  Eine  gegebene  Strecke  so  zu  schneiden,  dafs 
das  Rechteck  aus  der  ganzen  und  dem  einen  Abschnitt  gleich 
ist  dem  Quadrat  des  andern  Abschnitts. 

(Fig.  11.)  Sei  die  gegebene  Strecke  die  AB.  Man  soll  nnn  die 
AB  schneiden,    so   dafs  das  Rechteck  aus    der   ganzen  etc.     Es  werde 

das  Quadrat  von  AB  gezeichnet:  AB/iF^  und  AT 
halbiert  im  Punkte  E,  und  B  mit  E  verbunden  und  FA 
durchgeführt  nach  Z  und  BE  der  EZ  gleich  gesetzt,  und 
das  Quadrat  von  AZ  gezeichnet:  ZS\  so  behaupte  ich, 
dafs  AB  in  S  ^o  geteilt  ist,  um  das  Rechteck  aus  AB 
und  B&  dem  Quadrat  von  A&  gleich  zu  machen. 

Denn  da  ^F  in  E  halbiert  ist,  und  ZA  ihr  zugesetzt 
ist,  so  ist  FZ'ZA-^  AE?  =  EZ^  (S.  6). 
Aber  EZ  =  EB,  folglich  AZ    ZA  +  AB?  =  EB\ 
Aber  EB^  =  BA^  -{'  AE?,  denn  der  Winkel  bei  A  ist  ein  rechter: 
Folglich  FZ'ZA  +  AE"  =  BA^  +  AE?. 

Auf  beiden  Seiten  werde  AE?  fortgenommen,  so  ist  nun  der  Best, 
das  Rechteck  aus  FZ  und  ZA,  gleich  AB^. 

Und  es  ist  FZ    ZA  =  ZK,  denn  AZ  =  ZH,  imd  AB^  =  AJ. 

Folglich  ZK=  AA.  Beiderseits  soll  AK  weggenommen  werden; 
so  ist  der  Rest  nämlich  ZG  dem  G^  gleich,  und  es  ist  9z/  das  Recht- 
eck aus  AB  imd  B&,  weil  AB  der  Bz/  gleich  ist;  aber  ZS  das 
[Quadrat]  von  (der)  A®.  Folglich  ist  das  Rechteck  aus  AB  und  BS 
dem  Quadrat  von  &A  gleich. 


Also  ist  etc. 


•; 


wie  z.  thim  war. 
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Hier  tritt  also  die  Teilung  nach  dem  goldenen  Schnitt;  oder 
die  stetige  Teilung  zuerst  auf^  sie  ist  zugleich  die  Lösung  der  quadra- 
tischen Gleichung  a(a  —  x)  =  x^  und  wird  hier  auf  die  Lösung  von 
jr(x  -|-  a)  =  a^  zurückgeführt,  hezw.  wird  hier  schon  gezeigt,  dafs  der 
Minor  einer  ersten  Teilung  zugleich  der  Major  der  Teilung  des  ersten 
Major  ist.  Die  Teilung  tritt  noch  einmal  auf  in  VI,  30.  Es  braucht 
wohl  kaum  bemerkt  zu  werden,  dafs  damit  auch  das  System  x  -}-  y 
=  ttj  xy  =  x^  —  ly*  gelöst  ist,  ebenso  wie  die  geometrische  Aufgabe:  ein 
rechtwinkliges  Dreieck  zu  konstruieren,  in  dem  die  linke  Kathete  gleich 
dem  rechten  Höhenabschnitt.  Die  Analyse  ging,  das  zeigt  der  Gang 
des  Beweises,  aus  dem  Satz  4  hervor  und  führte  damit  auf  die  Kon- 
struktion der  Quadratwurzel  aus  5. 


12. 

In  (den)  stumpfwinkligen  Dreiecken  ist  das  Quadrat  der 
den  stumpfen  Winkel  unterspannenden  Seite  gröfser  als  die 
Quadrate  der  den  stumpfen  Winkel  einschliefsenden  Seiten 
um  das.  doppelte  Rechteck  aus  einer  von  den  [Seiten]  um 
den  stumpfen  Winkel,  welche  das  Lot  schneidet, 
and  dem  Stück,  welches  das  Lot  aufsen  am 
stumpfen  Winkel  abschneidet. 

(Fig.  12.)     ^J5r  das  Dreieck,   JJ^F  der   stumpfe 
Winkel,  B^  das  Lot.     Behauptung: 

Br^  =  BA^  -f  Ar^  +  2rA'  aj. 

Weil  nämlich  die  Strecke  TJ  in  A  geschnitten  ist  (wie  es  traf), 
ist  Jr^  =  TA^  -f  AA^  +  2TA  •  AA  (4). 

Auf  beiden  Seiten  füge  JB^  hinzu,  so  folgt  («(>«)  TA^  +  JB^ 
=  FA^  -f  AJ^  +  JB^  -f  2rA  .  AA, 

Aber  FB^  =  FA^  -f  AB-,  AB*  ==  AA*  -f  AB*,  also  FB*  =  FA* 
+  AB^  -h  2FA  .  AA.     q.  e.  d. 

13. 

Im  spitzwinkligen  Dreieck  ist  das  Quadrat  der  den  spitzen 
Winkel  unterspannenden  Seite  kleiner  als  die  Quadrate  der 
den  spitzen  Winkel  einschliefsenden  Seiten  um  das  doppelte 
Rechteck  aus  einer  der  [Seiten]  um  den  spitzen  Winkel, 
welche  das  Lot  schneidet  und  dem  Stück,  welches  das  Lot 
innen  am  spitzen  Winkel  abschneidet. 
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Der  Erweiterte  Pythagoras. 


(Fig.  13.)     Der  Beweis  ist  dem  Yorigen  ganz  analog 

Zu  bemerken  ist  1)  der  Gebrauch  des  bestimmten 
Artikels,  welcher  unsere  Aufhssung  der  ersten  Forde- 
rung auf  das  intensivste  bestätigt  und  ganz  klar  macht, 
dafs  eine  mündliche  Demonstration  vorausgesetzt  wird. 
2)  Ohne  weiteres  wird  aus  der  Anschauung  angenommen« 
dafs  ^  das  eine  Mal  aufserhalb,  das  andere  Mal  innerhalb  fallt 

Die  Stellung  der  Sätze  im  System  ist  bemängelt  worden,  in  der 
That  kann  man  die  Sätze  12^  13,  14  unmittelbar  an  den  Pythagoras 
schliefsen. 

Sehr  hübsch  ist  die  Art,  wie  Coets  (Hendric)  durch  Vergleichung 
mit  dem   rechtwinkligen   Dreieck  (Fig.  13a)  beweist,    dafs   AC<EC. 

also  AC  <  AB"  +  BC^  ist  und  i'C 
>  EC  also  A'  C^  >  EC^  ist.  Ich  fuge 
den  von  Coets  (1641?)  gegebenen  Be- 
weis zu  12  hinzu,  der  aus  der  Figar 
(13b)  unmittelbar  erhellt.  Ein  sehr 
anschaulicher  Beweis,  der  sieh  ganz 
eng  an  den  Euclidischen  Beweis  de$ 
Pythagoras  anschliefst,  rührt  von  Grf- 
gora  St.  Vincentio,  Schüler  von  Clavius  und  Jesuit  wie  dieser,  her: 
er  findet  sich  oft  in  den  Lehrbüchern  ohne  Quellenangabe. 

Es  ist  schon  früh  (Gampanus,  Isaacus  Monachus)  bemerkt  worden, 

dafs  Satz  13  zu  eng  gefafst  ist 
und  heifsen  mufs:  In  jedem  Drei- 
eck ist  das  Quadrat  einer  einen 
spitzen  Winkel  etc.  und  Lorenx 
hat  den  Satz  so  geändert  An- 
gesichts der  Einstimmigkeit  der 
Quellen  habe  ich  (nach  Heibei^ 
den  Wortlaut  gelassen.  Dftfs 
Euclid  die  allgemeine  Greltimg 
bekannt  war,  folgt  aus  S.  ^^ 
der  Data.  Euclid  ist  wohl  durch 
die  Symmetrie  zu  12  zu  seiner 
Fassung  veranlafst.  Es  fehlen 
übrigens  auch  die  ümkehrongen 
der  Sätze,  welche  Clavius  analog  von  I,  48  gegeben  hat.  Die  Sätze 
selbst,   welche  ja  nichts  anderes   sind,   ^s  der  Gosinussatz,  spielen 


Eine  gradlinige  Fläche  in  ein  Quadrat  verwandelt.  77 

im  System  eine  geringe  Rolle;  nur  12  wird  zum  Beweis  von  XII,  17 
(zweiter  Teil)  herangezogen.  Bei  Pappos  finden  sich  viele  Anwen- 
dangen,  darunter  die  bekannten  a*  +  ^*  ^  i  ^*  +  ^*>  ^^  m  die  Mittel- 
linie, und:  im  gleichschenkligen  Dreieck  übertriffl;  das  Quadrat  jedes 
Schenkels  das  Quadrat  einer  beliebigen  Verbindung  der  Spitze  mit  der 
Basis  um  das  Rechteck  aus  den  Abschnitten. 


14. 

[Das]  Quadrat  zu  konstruieren,  welches  der  [einer]  ge- 
gebenen geradlinigen  Figur  gleich  ist. 

(Fig.  14.)  Die  Figur  sei  A.  Konstruiere  (I,  45)  ein  der  Figur  A 
gleiches  Rechteck  (das  hier)  Bjd.  Wenn  nun  BE  gleich  E^d  ist,  wäre 
die  Aufgabe  fertig.  Denn  es  steht  da  dem  gerad- 
linigen (ev^vygafiiiog)  A  gleich  das  Quadrat,  hier 
das  B^,  Wenn  aber  nicht,  so  ist  eine  von  BE 
and  E/^  die  gröfsere.  Es  soll  die  gröfsere  hier  (if) 
BE  sein  und  soll  bis  Z  ausgezogen  werden  und 
EZ  gleich  E/^  gesetzt  werden  und  BZ  in  H  ge- 
hälftet  werden  und  mit  dem  Zentrum  H  in  dem 
Abstand  (Radius)  entweder  von  HB  oder  HZ  der  Halbkreis  B&Z  be- 
schrieben, und  ^E  his  &  verlängert  und  H  mit  S  verbunden. 

Weil  nun  die  Strecke  BZ  in  H  in  gleiche  und  in  ^  in  ungleiche 
Teile  zerschnitten  ist,  so  ist 

BE'EZ  +  EH^  =  HZ*    (5) 

aber  HZ  =  ff Ö,  folglich  BE'EZ  +  EW  =  H&\ 

Aber  H&  =  &E^  -f  EW,  folgUch  BEEZ-\-  HE^  =  &E?  +  EH\ 
Nimm  auf  beiden  Seiten  HE^  weg.  Der  Rest  nun,  das  Rechteck  aus 
BE  und  EZ  ist  dem  Quadrat  von  ES  gleich,     etc. 

Vor  allem  mache  ich  wieder  auf  den  Unterschied  im  Gebrauch 
des  bestimmten  und  unbestimmten  Artikels  zwischen  unserer  und  der 
griechischen  Sprache  aufmerksam  und  wie  auch  hier  die  volle  Ein- 
deutigkeit durch  das  Weglassen  des  Artikels  und  Zahlenwertes  ge- 
kennzeichnet wird.  Der  Grund,  warum  die  Aufgabe  am  Schlufs  von 
Buch  n  steht,  ist  einfach  der,  dafs  jetzt  die  Brauchbarkeit  des  Kreises 
an  dieser  fundamentalen  Aufgabe  so  recht  deutlich  wieder  hervortritt 
und  sich  nun  die  Betrachtimg  dem  Kreise  zuwendet,  dem  das  dritte 
Buch  gehört. 


78  SchloÜBbemerkang. 

Robert  Simson  hat  (ef.  Pfleiderer)  schon  bemerkt^  data  die 
Unterscheidung  von  BE  und  E^  überflüssig;  in  unserem  lieatigen 
Lehrgang  ist  dies  gerade  der  Vorzug  dieser  Konstruktion^  weldbie  den 
Satz  aus  der  Satzgruppe  des  Pythagoras  enthalt:  Das  Quafdrat  der 
Höhe  etc.  ^or  der  andere/ welcher  den  Satz  derselben  Gruppe  braucht: 
Das  Quadrat  der  Kathete  etc.  Die  Sätze  selbst  kommen  all  sehr  Ter- 
dächtige  Zusätze  zu  VI,  8  in  den  Elementen  vor. 
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IIL  [Buch.] 
Erkl&miigeii. 

1)^)  Gleich  sind  die  Kreise^  deren  Durchmesser  oder  deren  Radien') 
gleich  sind. 

2)^)  Man  sagt:  eine  Gerade  berührt  den  Kreis,  wenn  sie  mit  dem 
Kreis  zusammentrifft  und  verlängert  ihn  nicht  schneidet. 

3)^)  Man  sagt:  Kreise  berühren  einander,  wenn  sie  zusammen- 
treffen ohne  sich  zu  schneiden. 

4)  Man  sagt:  DaTs  Gerade  innerhalb^)  des  Kreises  vom  Zentrum 
gleich  weit  abstehen,  wenn  die  vom  Zentrum  aus  bis  zu  ihnen  hin  ge- 
zogenen Lote  gleich  sind. 

5)  Und  dafs  die  weiter  abstehe,  bis  zu  der  das  längere  Lot  geht. 

6)  Kreisabschnitt  (Segment)  ist  die  Figur,  welche  von  einer 
Geraden  und  der«)  Peripherie  des  Kreises  begrenzt  wird. 

7)  Winkel  des  Kreisabschnitts  heifst  der  Winkel^  zwischen 
der  Geraden  und  der  Peripherie. 

8)  Nimmt  man  auf  dem  Bogen  des  Segments  irgend  einen  Punkt 
und  verbindet  ihn  mit  den  Endpunkten  der  Geraden,  welche  die  Basis®) 
des  Segments  heilst,  so  heifst  der  Winkel  zwischen  den  VerbindungSr 
geraden  Winkel  im  Segment. 

9)  Wenn  aber  Gerade,  welche  einen  Winkel  einschliefsen,  einen 
Bogen  abschneiden,  so  sagt  man,  der  Winkel  stehe^)  auf  jenem 
[Bogen]. 

lOy^)  Kreisausschnitt  (Sektor)  heifst  die  Figur,  welche  ent- 
halten ist  zwischen  zwei  vom  Zentrum  ausgehenden  Geraden  und  dem 
Bogen,  welchen  sie  begrenzen. 

11)  Gleichartige  (Ähnliche)  Kreisabschnitte  sind  solche,  welche 
gleiche  Winkel  fassen  (Def.  9)  oder  deren  Winkel  (Def.  8)  gleich  sind. 
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Anmerkungen. 

1)  Über  den  Grond^  weshalb  Euclid  den  Satz  in  De£  1  nicht 
beweist,  vgl.  die  Note  zu  Post.  4. 

Der  terminus  technicus  „radius'',  griech.  „oxrlg''  findet  sich  weder 
im  griech.  noch  im  arab.  Euclid.  Euclid,  Archimedes,  Heron,  Pappns  etc. 
sagen  „^  ix  [rov]  x^vrpov";  radius  (wie  ccxziv  oder  axtirc)  vom  Stamme 
rad  bedeutet  ein  geschabtes  Stäbchen,  das  auch  zum  Figurenzeichnen 
(Gic.  Tusc.  etc.)  der  Feldmesser  diente,  dann  aach  cf.  Boötius  eine  be 
stimmte  Länge  erhielt,  und  als  Mefsinstrument  diente;  es  wurde  yer- 
mutlich  früh  zum  Ereisziehen  im  Felde  verwandt,  bekommt  die  Be- 
deutung „Radspeiche'^  und  Strahl,  aber  schon  Cicero  Timaeus  cap.  6 
„cujus  omnis  extremitas  paribus  a  mediis  radiis  attingitur^'  kemit  es  in 
unserm  heutigen  Sinne,  und  so  haben  es  vermutlich  die  röm.  Agrimen- 
soren  gebraucht.  Im  mittelalterlichen  Latein  heifst  es  nach  dem 
Arabischen:  „Semidiameter"  und  so  noch  1607  bei  Clavius,  bei  Stunn 
(J.  Chr.),  in  der  Mathesis  enucleata  schon:  Radiis  sive  semidiametris 
und  bei  Leibniz  und  Chr.  Wolf  schon  nur  Radius,  vermutlich  aus  dem 
franz.  rajon. 

2)  Hier  zeigt  sich,  dafs  die  Übersetzung  von  SaixB6^ai  mit  be- 
rühren falsch  ist  (vgl  Note  zu  Def.  8,  B.  I),  es  mufs  zwischen  lipixn- 
tfd'ac  „berühren"  und  „«Ätfitf-^at"  zusammentreiFen  unterschieden  werden 
und  y^&(p'^^'  ist  mit  „Treffpunkt"  zu  übersetzen. 

3)  Wie  2;  es  mag  daran  erinnert  werden,  dafs  E.  unter  Kreis 
schlechtweg  die  Fläche,  nicht  die  Linie  versteht. 

4)  Den  Fall,  dafs  die  Gerade  aufaerhalb  der  Kreisfläche  verlauft, 
berücksichtigt  E.  nicht. 

6)  Der  Kreisabschnitt,  das  Segment  allgemein  tfi^fia  von  unvo 
schneiden;  für  Kreisabschnitte,  die  kleiner  als  der  Halbkreis,  hat  Heron 
in  den  Definitionen  den  noch  heute  in  der  Architektur  gebräucidic^^i) 
Kunstausdruck  ci^tc?"  (Apsis),  der  Kunstausdruck  „Bogen"  (arcus)  ßr 
ein  Stück  des  Umkreises  war  den  Griechen  fremd,  ihr  Kjieg^rit 
war  der  xa^xvXov  to%ov  ^^^  der  (kurvenförmige)  krumme  Bogen,  on^ 
ihre  Sehne  war  nur  an  einem  Ende  angespannt,  und  der  Bogen  wurdo 
durch  Zusammendrücken  gespannt.  Die  Worte  „Bogen",  „Sehne"  („Pföl** ' 
sind  vermutlich  von  den  Indiern  zu  den  Arabern  gekommen,  wo  sie 
sich  ganz  früh,  z.  B.  schon  bei  den  „lauteren  Brüdern"  (10.  Jairh.i 
finden,  und  in  dem  „Buch  des  Mafses",  dessen  hebräischen  Text  Stein- 
schneider   ediert   hat.      Daher   finden    sich   beim    Gampanus,   der  ja 
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arab.  Quellen  benutzte,  ^^rcus''  und  chorda,  dagegen  beim  Zamberti 
nicht.  Die  Kunstworte  verbreiteten  sich  langsam,  Clavius  braucht  sie 
nicht  und  Barrow  1650  auch  noch  nicht.  Für  Peripherie  findet  sich 
bei  Heron  in  den  Definitionen,  von  denen  ich  mit  Tannery  nach  ge- 
nauerem Studium  des  Proclus  auch  glaube,  dafs  sie  Geminus  gehören, 
auch  Perimetros. 

Im  Wortlaut  der  Def.  6  beachte  man  den  Wegfall  des  Artikels 
vor  neQig>€Q. 

7)  Der  Winkel  ist  gemischtlinig,  die  Definition  setzt  bereits  vor- 
aus, dals  die  beiden  Winkel  an  den  beiden  Endpunkten  der  Sehne 
gleich  sind,  was  Euclid  aber  nicht  besonders  beweist.  Die  Definition 
des  Winkels  von  ApoUonios  pafst  hier  besser,  sie  ist  in  die  Definitionen 
Herons  aufgenommen  und  ich  sehe  darin  ein  Argument,  das  für  Geminos 
spricht 

8)  Das  Wort  Basis  wird  sehr  oft  gebraucht,  es  kommt  aus  der 
Geodäsie,  von  ßaivoj  „schreiten^,  allgemeine  Erklärung  in  der  Geometria 
Heron.  S.  44,  N.  7.  „Sehne"  wird  meist  mit  ev  xvxkco  Bv^aia  (Gerade 
im  Kreis)  bezeichnet. 

9)  Das  Perf.  von  y^ßaivio^  bedeutet  „stehen". 

10)  Griech.  toiievg,  aktiv,  soviel  wie  „einer,  der  schneidet",  daher 
richtig  mit  „Sektor"  wiedergegeben.  Die  hier  gewählte  abgekürzte  Fas- 
sung  der   Definition  ist  nach  Campanus  bezw.   arabischen  Ursprungs. 

Das  häufige  Fehlen  des  Artikels  vor  xvxXog  zeigt,  dafs  sich  die 
Satze  auf  einen  einzigen  vorliegend  gedachten  Kreis  beziehen.  Übrigens 
ist  der  Sprachgebrauch  im  3.  Buch  nicht  mehr  so  fest  wie  im  1.  und  2., 
das  3.  Buch  vielleicht  auch  im  Vaticanus  nach  der  Bearbeitung  von 
Theon  erhalten. 


Satz  1.    [Aufgabe.] 

Das  Zentrum  eines  gegebenen  Kreises  zu 
finden. 

(Fig.  1.)  Man  ziehe  in  ihm  irgend  eine  Sehne  AB, 
halbiere  sie  in  /^,  errichte  in  ^  die  Seiikrechte  z/F, 
verlängere  sie  bis  E,  halbiere  FE  in  Z,  so  ist  Z  das 
Zentrum  des  Kreises  ABF. 

Z    sei    es    nicht,    sondern,    wenn    möglich,    soU 
es  H  sein,    und    es    mögen    HA,  H^i,  HB    gezogen 
werden;  dann  wäre  AdH^  BJH  (I,  8),  also  ^A/1H=HAB,   also 
•)C  ZAB  =  HABy  der  gröfsere  dem  kleineren  gleich,  was  unmöglich. 

Euolid,  von  Simon.  6 
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Zentrum  f  Sehne. 


Hieraus  ist  ersichtlich  ^  dafs,  wenn  im  &eise  eine  Gerade  eine 
Sehne  in  der  Mitte  und  senkrecht  schneidet;  auf  der  Schneidenden 
das   Zentrum   des   Kreises   liegtl 


Der  Satz  1  wird  yon  Proclus  p.  302  als  Beispiel  eines  ^orisma** 
im  weiteren  Sinne  angeführt;  der  Beweis  ist,  wie  vielfach  im  3.  Buch, 
iadirekt,  weil  der  zu  beweisende  Satz  eigentlich  lautet:  das  Zentmin 
kann  nicht  aofiierhalb  der  Mittelsenkrechten  der  Sehne  liegen. 


2. 

Werden   auf  der  Peripherie   des  Kreises  zwei  beliebige 

Punkte  herausgegriffen,  so  wird  die  Gerade, 
welche  die  Punkte  verbindet,  innerhalb  des 
Kreises  fallen. 

(Fig.  2.)     Beweis    indirekt,   der   Satz  ist,  wie 

schon  Pfleiderer  bemerkt,  identisch  mit  dem  Satz: 

Jede  Gerade  von  der  Spitze  eines  gleichschenkligen 

Dreiecks   nach   der   Grundlinie   ist   kleiner  als  der 

Fig.  2.  Schenkel  (I,  16  und  I,  19). 


Wenn  im  Kreise  eine  Gerade  durch  das 
Zentrum  eine  Sehne,  die  nicht  durchs  Zen- 
trum geht,  in  der  Mitte  schneidet,  so  schneidet 
sie  die  Sehne  auch  rechtwinklig,  und  wenn 
sie  die  Sehne  rechtwinklig  schneidet,  so  schnei 
det  sie  sie  auch  in  der  Mitte. 

(Fig.  3.)     Auch  Satz  3  ist  identisch  mit  ätzen 
gleichschenklige  Dreieck. 


i. 

Wenn  zwei  Sehnen*),  welche  nicht  durch 
das  Zentrum  gehen,  einander  schneiden,  so 
halbieren  sie  sich  nicht  gegenseitig. 

(Fig.  4.)  Beweis  indirekt,  ZEA  und  ZEB  müisten 
ib  rechte  Winkel  einander  gleich  sein. 

1)  „Sehne"  wiedergegeben  durch   ,,6erade  im  Kreise". 
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5. 

Falls  sich  zwei  Kreise  schneiden  sollten, 
wird  ihnen  das  Zentrum  nicht  gemeinsam 
sein. 

(Fig.  5.)  ,^enn  wenn  [das  Oegenteil]  möglich, 
sei  es  E,  und  es  werde  E  mit  F  verbunden  und^ZH 
beliebig  gezogen'^,  dann  müfsten  EZ  und  EH,  weil 
beide  gleich  ET,  gleich  sein^  was  unmöglicL 

Zu  bemerken  ist  hier  wieder  der  Anteil  der  Anschauung  am  Be- 
weise wie  am  Satze. 


Fig.  5. 


6. 

Wenn  sich  zwei  Kreise  berühren,  haben 
sie  das  Zentrum  nicht  gemeinsam. 

(Fig.  6.)  Beweis  indirekt  wie  in  5;  Euclid  be- 
handelt nur  die  innere  Berührung,  da  der  andere 
Fall  keines  Beweises  bedarf. 


7. 

Nimmt  man  auf  einem*  Durchmesser  des*  Kreises  einen 
Punkt,  der  nicht  das  Zentrum  ist,  und  zieht  yon  diesem  Punkt 
aus  bis  an  den  Kreis  hin  irgend  welche  Geraden  [Streck-en], 
80  ist  die  gröfste,  auf  der  das  Zentrum,  die  kleinste  aber  der 
Rest;  Yon  den  anderen  ist  immer  die  [der  durch  das  Gentrum] 
der  Gröfsten  nähere  gröfser  als  die  fer-* 
nere;  und  es  gehen  nur  [je]  zwei  gleiche 
Tom  Punkt  zum  Kreis,  auf  jeder  von  beiden 
Seiten  der  kleinsten. 

(Fig.  7).  A^  der  Durchmesser,  Z  der  Punkt, 
ZA,  ZB,  Zr,  ZH  die  Strahlen,  man  zieht  die 
Radien  EB,  ET,  EH,  und  wendet  I,  20  an,  so 
folgt  ZA  >  ZJJ;  dafs  ZB  >  ZT,  folgt  uns  I,  24 
(sind  in  2  Dreiecken  zwei  Seiten  gleich  etc.).  Femer  da  ZH-\-EZ 
>  EH,  also  auch  >  E^,  so  folgt  durch  Wegnahme  von  EZ,  dafs 
Z&>Zz/.  Schliefslich  folgt  aus  dem  1.  Kongruenzsatz,  dafs  zwei 
symmetrisch  zu  Z^  liegende  Strecken  ZH  und  ZS  gleich  sind,  und 
aus  Anwendung  des  zweiten  Teils  des  Satzes  7,  dafs  nur  ZS  gleich 
ZH  ist. 


Fig.  7. 


6' 
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Strecken  von  einem  Punkt  an  den  Kreis. 


Griechisch  der  bestimmte  Artikel  vor  Durchmesser  und  kein 
Artikel  vor  Kreis  ^  d.  h.  also  der  Artikel  ist  demonstrativ  nnd  der 
Kreis  wird  als  der  ganz  bestimmte  einzige,  von  dem  stets  die  Rede  ist, 
betrachtet. 

8. 

Wenn  aufserhalb  [des]  Kreises  irgend  ein  Punkt  genom- 
men wird,   und   voü   diesem    (hier)  an  den 
Krei»    [da]     irgend     welche     Geraden    ge- 
zogen werden,  eine  durch  das  Zentrum,  die 
andere,  wie  es  trifft  — ,  so  ist  von  den  bis 
an   die  Konkavität  des  Umfangs  gehenden 
Geraden  die  durch  das  Zentrum  die  gröfste, 
von    den    anderen    immer    die    ihr   nähere 
gröfser  als  die  ihr  fernere;  von  den  bis  an 
die  Konvexität   gehenden   ist   die   kleinste 
die   zwischen   dem  Punkt   und  dem  Dnrch- 
messer,  von  den  anderen  aber  ist  immer  die 
ihr  nähere  kleiner  als  die  ihr  fernere. 
(Fig.  8.)     Beweis  wie  in  7.     Getadelt  ist  oft  das  Fehlen  der  Defi- 
nition von  Konkavität  und  Konvexität;  sie  findet  sich  in  der  Definition 
Herons  Nr.  34.     „Jede  Kreislinie   heilst,   wenn  man  sie  von  innen  an- 
schaut, 'hohl'  (konkav),  wenn  von  aufsen,  *  erhaben'  (konvex)." 


Flg.  8. 


9. 

Wenn  innerhalb  des  Kreises  ein 
Punkt  herausgegriffen  wird  und  Ton 
diesem  Punkt  aus  bis  an  den  Ereis 
mehr  als  zwei  gleiche  Geraden  gehen, 
so  ist  der  herausgegriffene  Punkt 
[das]  Zentrum  des  Kreises. 

(Fig.  9.)  Direkter  Beweis.  Wenn  E 
imd  Z  die  Mitten  von  AB  und  BF  sind, 
so  sind,  falls  zlA  =  ^B  =  jr  ist,  die 
Dreiecke  AEJ  und  BEd  kongruent  und 
ebenso  B^iZ  ^  FzlZ^  somit,  nach  Satz  1, 
Zusatz,  sind  die  KH  und  A  ®  Durchmesser  und  ihr  Schnitt  ^  das  Centrnm. 


Hätte  Euclid  einen  indirekten  Beweis  geben  wollen,  so  konnte  er 
den  Satz  unmittelbar  aus  Satz  7  folgern. 


Kreis  und  Kreis. 
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10. 

Kreis   schneidet  Kreis   in   nicht  mehr  als  zwei  Punkten. 

(Fig.  10.)     Beweis   indirekt.     Hatten   die  Kreise   auch   nur  die  3 
Punkte    @f    B,   H,    gemeinsam^    so 
müfste  9  durch  Satz  1^  Zusatz^  das  A 

Zentrum  beider  Kreise  sein^  und  dies  g^ 

yerstöfst  gegen  Satz  5. 

11. 

Wenn  sich  zwei  Kreise  von 
innen  berühren,  und  ihre  Zen- 
tren genommen  [konstruiert  Satz  1] 
werden,  so  trifft  die  Verbin- 
dungsgerade der  Zentren,  in  der 
Verlängerung  einen*  Treffpunkt. 

(Fig.  11.)  Beweis  indirekt,  Z  Zentrum  von  ABFy  H  von  AAEy 
ZH  fiele  wie  ZHB  und  man  ziehe  AZ,  AH.  Da  AH  +  HZ  >  ZA, 
also  auch  >  Z®,  so  iwe  AH>HB,  also  Hd>H&,  was  un- 
möglich. ■ 

Im  Griechischen  steht  der  bestimmte  Artikel,  aus  Satz  13  folgt,  dafs 
er  deutsch  durch  den  unbestimmten  Artikel  wiedergegeben  werden  mufs; 
auch  bei  diesem  Satz  und  Beweis  fallt  der  Hauptteil  auf  die  Anschauung. 


Flg.  11. 


Fig.  U. 


12. 

Falls  sich  zwei  Kreise  von  auisen  berühren  sollten,  wird 
die  ihre  Zentren  verbindende  [Gerade]  durch  eine  Beruh- 
rungsstelle  gehen. 

(Fig.  12.)     Beweis  indirekt.     Widerspruch  gegen  I,  20. 
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Kreigberflhnuig;  Länge  der  Sehnen. 


13. 

Kreis  berührt  Kreis  in  nicht  mehr  als  einem  Punkte^ 
er  möge  von  innen  oder  von  aufsen  berühren. 

Beweis  indirekt  (Fig.  13).  Fall  1)  B  und  z/  seien  die  BerührongB- 
stellen,  H  und  &  die  Zentren,  dann  geht  nach  Satz  11  HS  darch 
B  und  ^,  es  wäre  also  BH=H^  und  BH -}-  H&  =  HJ  -  HS, 
was  absurd.  —  Fall  2)  AT  müfste  im  Innern  beider  Kreise  liegen, 
nach  Satz  2,  die  Kreise  also  sich  schneiden.     (Anschauung!) 


Fig.  IS. 


14. 

Gleiche  Sehnen  haben  vom  Zentrum  gleichen  AbstaBd. 
und  Sehnen,  welche  gleichen  Abstand  vom  Zentrum  haben, 
sind  gleich. 

(Fig.  14.)     Beweis  durch  den  Pythagoras. 

Der  heute  übliche  Beweis  benutzt  den  sogen.  4.  Kongruenzsatz, 
der  bei  Euclid  fehlt;  es  ist  aber  hervorzuheben,  dafs  der  Satz  ohne 
4.  Kongruenz  und  ohne  Pythagoras  bewiesen  werden  kann;  wie  z.  B. 
bei  Gampanus  (arab.  Euclid). 

15. 

Die  gröfste  [Sehne]  im  Kreis  ist  der  Durchmesser,  Ton 
den  andern  ist  immer  die  dem  Zentrum  nähere 
gröfser  als  die  fernere. 

(Fig.  15.)  Wenn  ZH  die  fernere,  BT  die  nähere 
ist,  so  ist  nach  Satz  14  MN  =  BT  und  die  Dreiecke 
MEN  und  ZEH  stimmen  in  2  Seiten  überein,  mhrend 
^  MEN>  ZEHiai,  also  nach  I,  24  MiVoder  Br>  ZH. 

""•^    "  Dieser   vom   Parallelenaxiom  .unabhängige  Beweis 

v«-^  ^  ai^oilich  durch  den,  der  den  Pythagoras  und  damit  du 
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Parallelenaxiom  benutzt^  verdrängt;  selbst  in  dem  angeblich  so  euclid 
England  (vgl.  A  TexirBook  of  E.  Eiern.  Hall  and  Stevens  1899), 
6nmd  vermutlich,  weil  dieser  Beweis  die  Anschanong  benutzt,  und  die 
Leute  euclidischer  sein  wollen  als  Euclid. 


16. 

Die  Gerade,  welche  zu  einem  Durchmesser  eines  Kreises 
im  Endpunkt  senkrecht  gezogen  wird,  wird  aufserhalb  des 
Kreises  fallen  und  in  den  Zwischenraum  zwischen  der  Ge- 
raden und  der  Peripherie  wird  keine  andere  Gerade  hinein- 
fallen, und  der  Winkel  des  Halbkreises  ist  gröfser  als  jeder 
spitze  geradlinige  Winkel,  der  Rest  aber  kleiner. 

(Fig.  16.)  a)  Die  Annahme,  dafs  das  Lot  schneide,  etwa  in  F, 
yerstöfst  mittelst  I,  5  gegen  I,  17.  b)  Liefse  sich  zwischen  Kreis  und 
Lot  etwa  AZ  ziehen  und  wäre  /4H  senkrecht  zu  ^Z,  so  müfste  (I,  19) 
ÄA  >  HA^  also  auch  A®  >  HA  sein,  was  gegen 
die  Anschauung  verstöfst.     c)  Wörtlich. 

Ich  behaupte,  dafs  auch  der  Winkel  des  Halb- 
kreises, der  von  der  Geraden  BA  und  der  Peri- 
pherie rSA  begrenzte,  gröfser  ist  als  jeder  spitze 
geradlinige  Winkel,  der  Rest  aber,  der  von  der 
Peripherie  FSA  und  der  Geraden  AE  begrenzte, 
kleiner  als  jeder  spitze  geradlinige  Winkel. 

Denn  wenn  ein  geradliniger  Winkel  existierte,  gröfser  als  der  von 
der  Geraden  BA  und  dem  Bogen  F&A  begrenzte,  oder  einer  der  kleiner 
als  der  zwischen  dein  Bogen  FSA  und  der  Geraden  AEy  dann  wird 
in  den  Zwischenraum  zwischen  der  Peripherie  und  der  Geraden  AE 
eine  Gerade  hineinfallen,  welche  den  Winkel  machen  wird,  der  gröfser 
ist  als  der  zwischen  der  Geraden  BA  und  der  Peripherie  FSA  und 
den,  der  kleiner  ist  als  der  zwischen  der  Peripherie  F&A,  und  der 
Geraden  AE.    Aber  sie  fallt  nicht  hinein  [wie  sub  b)  bewiesen]. 

Znsats. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dafs  die  Senkrechte  im  End- 
punkte eines  Durchmessers  eines  Kreises  den  Kreis  berührt 

In  dem  dritten  Teil  des  Satzes  16  liegt  der  Ursprung  des  be- 
kannten Streits  über  den  sogen.  Kontingenzwinkel,  d.  i.  den  Winkel 
zwischen  der  Kurve  und  ihrer  Tangente.    Zunächst  erscheint  der  ganze 
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dritt*  Teil  samt  seiiieui  Keweis.  wie  Vieta.  Viviaui  und  Rob.  Siim 
bemerken,  verdiichtig .  da  er  nichts  weiter  beweist,  als  was  schon  im 
zweiten  Teil  bewiesen,  nämlich,  dal'«  zwiacheti  der  Kurve  und  der  be- 
rührenden Linie  erster  Ordiiimg  sich  keine  andere  Linie  erster  Ordnimg 
ziehen  lasse.  Aber  jedenfalls  ist  er  schon  sehr  früh  in  die  Element« 
aufKenonimen.  da  er  sieb  in  allen  Codices  findet.  Er  ist  eine  Folge 
der  schon  in  Definition  8,  Buch  I  hervortretenden  Unklarheit  über  den 
Begriff  des  Winkels;  es  gehen  die  beiden  Motive:  „Richtungsuaterschied" 
acilicet  „Mafs  desselben"  und  „Flach engrörsü",  welche  von  den  den  Winfeel 
begrenzenden  Linien  umfangen  wird,  stark  durcheinander.  Ueiin  krumtn- 
(xeparofiStiq,  homförmig)  oder  geuiiBcht-linigeu  kommt  nur  das  erste 
Motiv  in  Frage,  beim  geradlinigen  mehr  und  mehr  das  zweite.  Dafe 
der  Teil  Ü  des  Satzes  schon  früh  Anstofs  erregte,  geht  aus  Proclus 
hervor,  und  ebepso  aus  Canipanns  p,  67.  Bei  der  Bedeutung,  welche 
die  Diskussion  über  den  „Kontingeuzwinkel"  für  die  Klärung  der  wich- 
tigsten geom.  Begriffe  gehabt,  ist  darauf  näher  einzugehen. 

Der  Name  ,,ÄnguIus  contingentiae"  rührt  von  .lordanus  her,  dem 
grofsen  Drdensgenerai  der  Dominikaner  1220,  wo  er  sich  in  dem  von 
Max.  Ourtze  herausgegebenen  Werke  „de  triangidis"  findet,  auch  C'Iavius 
beruft  sich  auf  Jordanus  als  Gewährsmann,  Campanus  weist  1.  c.  (mit 
<len  Worten  des  Proclua)  nach,  dafs  der  3.  Teil  des  S.  lf>  gegen  das 
Prinzip  (des  Brysiml  verstöfst,  wonach  eine  stetige  firöfse  von  einem 
Wert  zum  andern  durch  alle  Zwischenwerte  hindiirchgebf ,  und  er  be- 
merkt auch,  dafs  der  Knntingenzwinkel  zweier  sich  berührender  Kreise 
sich  teilen  lasse,  Von  einem  Verstofs  gegen  X,  t,  den  berühmten  ersten 
Konvergenzsatz :  „Nimmt  man  von  einer  Grofse  mehr  als  die  Hälfle 
weg,  vom  Rest  desgleichen  und  so  fort,  so  kommt  man  schlierslich  zu 
einem  Rest,  der  kleiner  ist  als  jede  noch  so  klein  vorgegebene  Gröfse", 
ist  bei  Campamis  1,  c,  nicht  die  Rede,  und  die  Angabe  Cantors  B,  2, 
S.  104  beruht  wohl  auf  einer  Verwechselung  mit  Pelletier. 

Der  Jesnit  Peletarius  gab  1507  die  Elemente  heraus  und  vielleicht 
veraiilafst  durch  Cardanus  de  subtilitate  {rtö(*  setzt  er  zu  HI,  16 
hinzu:  1)  Die  Annahme  einer  kleinsten,  bezw,  einer  gröfsten  kon- 
tinuierlichen Gröfae  ist  ein  falscher  Grenzbegriff  (extra  i  n  teil  igen  ti  am 
est),  2)  Teil  3  des  Satzes  16  verstöfst  gegen  X,  1,  insofern  man  aach 
X,  1  durch  fortgesetztes  Halbieren  eines  beliebigen  spitzen  Winkels  7.a 
einem  spitzen  Winkel  gelangen  muFs.  der  kleiner  als  der  Konvergenz- 
winkel. 3j  Der  Konvergenzwinkel  but  die  üröfse  Null,  denn  die  Tan- 
gente verschmilzt  (immergit,  versenkt  sich)  mit  dem  Kreis.  4)  Der 
Winkel,   den'  zwei   sich  von   aufsen   oder  von  innen  berührende  Kreise 
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bildeil;  hat  die  Grölse  Null.  Dagegen  wendet  sich  zuerst  Candalla  Flus- 
satus  (Euclid  von  1566),  der  wieder  Cardanus  anregt,  sich  in  dem 
opns  noYum  de  proport.  1570  mit  den  Beziehungen  zwischen  gerad- 
linigen und  gemischtlinigen  Winkeln  zu  beÜEissen.  Cardanus  bemerkt 
schon  das  Auftreten  der  Krümmung,  wenn  auch  der  Begriff  hier  noch 
YÖllig  unklar  ist. 

Ganz  besonders  energisch  aber  nimmt  Clayius  in  seiner  ersten 
grofsen  Euclid-Ausgabe  von  1574  Stellung  gegen  Peletarius,  und  als 
dieser  1577  mit  einer  „Apologia^^  erwidert,  entgegnet  Clayius  in  der 
folgenden  Rom.  Ausgabe  noch  nachdrücklicher  (1607  S.  241 — 66  sehr 
eng  gedruckt).  Er  hebt  hervor:  1)  Euclid  selbst  sei  unmöglioh  der 
Ansicht  des  Proclus  gewesen,  dafs  der  Eonyergenzwinkel  Null  sei,  „weil 
er  sonst  nicht  so  über  dem  Beweis  geschwitzt  hätte'^  2)  Dafs  yon 
einer  Verletzung  des  Prinzips  X,  1  nicht  die  Rede  sein  könne,  da  es 
sich  nur  auf  Gröfsen  beziehe,  die  ein  Verhältnis  nach  Def.  V,  4  haben; 
der  gemischtlinige  Winkel,  insbesondere  aber  der  Eonyergenzwinkel, 
bezw.  der  des  Halbkreises  mit  seinem  Diameter  sei  der  ganzen  Art 
nach  yom  geradlinigen  verschieden  (wie  schon  Candalla)  und  mit  dem 
ganz  ähnlichen  Bild  des  Candalla:  Die  gröfste  Ameise  sei  immer  noch 
unvergleichlich  kleiner  als  der  Mensch. 
4)  Zeigt  er,  dafs  der  Konvergenzwinkel 
zwar  nicht  durch  Gerade,  wohl  aber  durch 
Kreisbogen,  s.  Fig.  16  a,  beliebig  vermindert 
oder  vermehrt  werden  könne. 

Die  letzte  Betrachtung  ist  ganz  be- 
sonders wichtig,  sie  ist  fast  wie  der  Streit 
0.  Cantor's  und  Paul  Dubois  Raymond's 
über  das  Actual -Unendlichkleine.  Wir 
haben  hier  eine  der  Quellen  der  Differen- 
tialrechnung  vor   uns.     Diese  (unendlich 

kleinen)  Winkel  sind  unter  sich  vergleichbar  und  jedes  Verhältnisses 
fähig;  nur  nicht  mit  den  (endlichen)  geradlinigen  Winkelgröfsen. 

An  dem  Streit  beteiligten  sich  die  gröfsten  Namen  der  folgenden 
Zeit;  ich  nenne  nur  Vieta,  Galilei,  Wallis,  Barrow,  und  den,  der  eigent- 
lich die  Lösung  gab,  „summum^^  Newton.  Vieta  im  XTTT.  Kap.  seiner 
Varior.  de  reb.  math.  responsorum  1593  sprach  zum  ersten  Male  klar 
und  scharf  es  aus,  dafs  Kurven,  welche  sich  berühren,  an  der  Beruh- 
rongsstelle  ein  Linienelement  gemeinsam  haben,  und  daher  nach  Def.  8, 1 
als  ,,in  eandem  lineam  rectam  coincidentes^'  keinen  Winkel  bilden;  zu- 
gleich wird  klar,  dafs  von  einem  Winkel,  insofern  er  Maus  fQr  Richtungs- 
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Ll.'^!i^   j7.  jzr  3w:äeiu9i  <-n«rmiien  die  Rede  sein  kann.    Ähnlich 

z?i    M:gmiiiii«-'a.  Wallis    1656    im  Buch    de   angolo  con- 

wi   -r  -«»ci  aii  He  Sirre  in  jedem  Punkt  die  Richtong  ihrer 

Z'\  1"^I5  LeoGwid   in  der  Cjclomathia  seinen  Bundes- 

ITmI«  n  Seina  n^hm,  sah  sich   dieser  1685  zu  einer 

:  -^.    j-»^  iicftt   sich    Andeutungen    über   den  heute 

zwischen  zwei  benachbarten  Tan 

den  Kern  in  des  Clavius  Gedanken^  er 

hk^  ias  Variable  an   der  Berührungsstelle  die 

JLl^  er  umgekehrt  proportional  dem  Radios 

__  *ztj».  h^  *i«'h  der  Kurve  an  der  betreffenden  Stelle 

^    -«11  *.-  -:  c'.  '1  ti5a-*"n-«*yr-   und  er  sah,  dafs  von  der  Krömmimg 

-    -,1^     -  ..-jr    '•sr  x_2«i«?re  Schndligkeit  des  Auseinandergehens  Ton 

,  —    ^4    '"^?»-»*>^      i:»»  reL  Grofse  des    Clayius'schen    Eontingenz- 

A.«  a«!saltak  des  Streits  ^  der  erst  gegen  Ende  des 

r«.'«9  w:r  l  •  Klirung  des  B^^riffs  Kontakt  (Oseo- 

^•Trr»«   »   lambere^y  sie   lecken   sich,   Beruh- 

ijL^  die  Kurve  in  jedem   ein&chen  Punkt  die 

DaTs  ein  krummliniger  Winkel  durch 

,.    *  «xr*-  -«     -  >!-i^.t4?l  zu  ersetzen  sei.     4)  Kontingenzwinkel 

^    -    ^     T.      .    •    I  -iiiirsizcemng  in  jedem  Punkt.     5)  Die  Einfuh- 

^   '  .-«*  ^^  --  i-I:=^nin^;  wodurch  dieser  früher  vage  Begriff 

,     -,     .  ,.^   riju:!^*  ^  ^=:ioht  wurda 

'    --.le.    .>i»    Tx-*  :*<    -»ivnnills  von  der  OeseUschaft  Jesu)  aus- 
_       .  ^    •-.•'5W-*  2?  lad  Clavius  alle  beide  recht  (und  unrecht* 
^-zr  t::  ;*-«  s»*h  vollständig  bei  Pfleiderer,  Schoben, 
:•   1^1  ?«  Camwer  (E.  Elem.  libri  sex  T.  I  1824 
8^-  :   V   ix^r*  Lexieon,  Art.  Berühmngswinkel  und 

17. 

"    a   •«  :x^ai  gegebenen  Punkt  aus  an  einen 
-V-  •  *'  ^  Kr^:»  eine  Tangente  zu  ziehen. 

-^    . "       .1  der  gegebene  Punkt,  BFJ  der  ge- 

^is.-F   \  ^7v     V,ui  nehme  das  Zentrum  E  (Satz  11 

.,     ' ,.-    •  i".   >f??ehreibe  um  E  mit  dem  Abstand  EA 

-.    «^Äs    »  '  -h'  uad  von  ^  aus  werde  ^Z  senkrecht 

^  .^-%A     .**  -i  Z  und  ^B,  so  behaupte  ich,  dafe  Tom 

^    *.-..^ttut»  AB  gezogen  ist. 
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• 
Beweis  1,  4.    Die  zweite  Tangente  wird  nicht  erwähnt,  ebensowenig 

der  Spezialfall,  in  dem  A  auf  dem  Kreis  liegt.  Die  Konstruktion  des 
Euclid  ist  unmittelbar  einleuchtend,  sie  bleibt  auch  f&r  den  Grenzkreis 
der  Nicht -Euclidischen  Geometrie  bestehen.  Sie  kostete  aber,  bis  der 
Peripheriewinkel  im  Halbkreis  verwertet  wurde  zur  Konstruktion  eines 
Lotes  mit  einem  Kreise,  4  Kreise.  Daher  galt  die  Konstruktion  des 
Clayius  (Scholium  zu  S.  31),  welche  direkt  den  Peripheriewinkel  im 
Halbkreis  benutzt,  und  nur  3  Kreise,  ja  unter  Umstanden  nur  2  Kreise, 
kostet,  fär  einen  Fortschritt,  er  hat  die  des  Euclid  völlig,  bis  zur  gänz- 
lichen Vergessenheit  (im  deutschen  mathematischen  Unterricht)  verdrängt. 
Die  einfachste  Konstruktion,  welche  den  Gegenpunkt  zum  Zentrum 
in  Bezug  auf  die  Tangente  konstruiert  und  nur  2  Kreise  kostet,  gab 
Verfasser  vor  einigen  Jahren  (Grelle). 

Die  Aufgabe,   eine  Tangente  von  gegebener  Richtung  zu  ziehen, 

findet  sich  im  Euclid  des  Peletarius,  und  die  so  wichtige  Aufgabe, 

an  zwei  Kreise  die  gemeinsame  Tangente  zu  ziehen,  ist  vollständig  von 

Cardanus  gelöst 

18. 

Wenn  eine  Gerade  den  Kreis  berührt  und  vom  Zentrum  bis 
an  den  Berührungspunkt  eine  Verbindungsgerade  gezogen  wird, 
80  steht  diese  Verbindunglinie  auf  der  berührenden  senkrecht 

(Fig.  18.)     Beweis  indirekt. 


r 

Fig.  19. 

19. 

Wenn  eine  Gerade  den  Kreis  berührt  und  von  dem  Be- 
rührungspunkt zur  Berührenden  die  Senkrechte  gezogen  wird, 
80  wird  auf  ihr  das  Zentrum  des  Kreises  liegen. 

(Fig.  19.)     Beweis  indirekt 

Von  diesem  Satz  aus  ist  der  term.  techn.  ,,Tangente'^  als  Über- 
setzung von  fi  i^>a%to^v7i  ausgegangen,  er  findet  sich  bei  Zamberti, 
aber  nicht  bei  Campanus. 
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Peripheriewinkelsatz;  Sati  rom  SehneiiTiereok. 


20. 

Im  Kreis  ist  der  Winkel  am  Zentrum  d«s  Doppelte  des 
Winkels  an  der  Peripherie,  wenn  die  Winkel  denselben 
Bogen*  zx^T  Basis  haben. 

(Fig.  20.)  Beweis  dnrch  I,  5  nnd  I,  32,  es  werden  die  bmden 
FUIe  nnterschieden,  in  denen  das  Zentrum  innerhalb  oder  Bxdmibalb 
des  Peripheriewinkels  liegt,  der  dritte  als  selbstverstSndlich  übergangon. 
Für  ,,Bogen^  steht  natürlich  im  Text  y^$(fup^i^. 


81. 

Im  Kreis  sind  die  Winkel  im  selben  Segment  einander 
gleioL 

(Fig.  21.)    SatsE  21  ist  unmittelbare  Folge  (Porisma)  Ton  20. 


Fig.  M. 


Fig.  21. 


22. 

Die   gegenüberliegenden  Winkel  der  Vierecke   im    Kreis 
sind  [zusammen]  zwei  Rechten  gleich. 

(Fig.  22.)     Die   drei  Winkel   des  Dreiecks  jiBF  sind   zusammen 
gleich  2  Rechten  und  BAT  gleich  Eztr  nach  21   und  des- 
^  gleichen  BFA  =  BJA.    Es  wird  damit  der  allgemeinere  Satz 

bewiesen,  dafs  /3  +  *==«  +  y  ist. 


23. 

Auf  derselben  Strecke  können  nicht  zwei  ähn- 
liche (und  ungleiche)  Segmente  an  derselben  Seite 
konstruiert  werden. 

(Fig.  23.)     Beweis   indirekt.     Nach  Definition  11  müCBte 
AFB  gleich  AJB   sein,    den   es  als  Aufsenwinkel  übertrifft 
(Die    geklammerten  Worte   würden   besser   weggelassen    worden    sein.) 


Segment. 
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34. 

Ahnliche  Segmente  auf  gleichen  Strecken 
sind  einander  gleich. 

(Fig.  24.)  Legt  man  ABB  auf  rZz/>  so 
bleibt  nach  23^  aofser  der  Kongruenz^  nur  die 
Lage,  welche  die  Figur  darstellt,  und  diese  ist  aus- 
geschlossen durch  Satz  10.  Es  wird  beim  Beweis 
dieses  Satzes  wie  bei  dem  der  Kongruenzsätze  I,  4 
und  I,  8  nicht  sowohl  die  Bewegung  benutzt  als  das  Axiom  von  der 
Gleichförmigkeit  des  Raumes. 


Fig.  24. 


25. 

Wenn  ein  Segment  gegeben  ist,  den  Kreis  daran  zu  be- 
schreiben, Yon  dem  es  ein  Segment  ist. 

(Fig.  25a.)  ^BF  das  Segment,  AT  halbiert  in  jd,  und  in  ^  das 
Lot  auf  Ar  errichtet,  welches  den  Kreis  in  B  schneidet,  B  mit  A 
Terbunden,  so  ist  jdBA  entweder  «gröfser,  oder  gleich  oder  kleiner 
als  BA/I. 

Fall  1).  Man  lege  in  ^  an  B^  den  Winkel  BAE  =  AB^ 
and  verlängere  Bzf  bis  E  und  ziehe  ET,  so  ist  der  um  E  mit  EA 


Fig.  25  c. 


bezw.  EB  bezw.  ET  beschriebene  Kreis  [(Forderung  3)  der  verlangte; 
zugleich  erhell ty  dafs  ABT  kleiner  als  ein  Halbkreis,  weil  das  Zentrum 
E  aulserhalb  desselben. 

Fall  2).  Azt  =  jdB  =  dF,  also  jd  das  Zentrum,  das  Segment 
„offenbar''  ein  Halbkreis.     (Fig.  25b.) 

FaU  3).  (Fig.  25  c.)  Dieselbe  Konstruktion,  das  Zentrum  E  fallt 
auf  Bjd  innerhalb  des  Segments  ABF  und  dies  ist  also  offenbar 
gröDser  als  ein  Halbkreis. 

Die  drei  gesperrten  Worte  zeigen  wieder  den  Anteil  der  An* 
schauung  an  diesen  Beweisen. 


^^Hk 


/ttsammengehörigkeit  gleicho.r  Bogen,  Winkel  and  Sehneiu 


26. 

Itt  gleichen  Kreisen  stehen  gleiche  Winkel  auf  gleichen 
I^og^Q»  sei  es,  dafs  sie  am  Zentrum,  sei  es,  dafs  sie  an  der 
l^^ripherie  liegen. 

(Fig.  26.)     Satz  24. 


Flg.  26. 


Fig,  87. 


27. 


In    gleichen   Kreisen   sind  Winkel,    welche   auf  gleicbeD 
Ho^^n  stehen,  ob  am  Zentrum  oder  an  der  Peripherie,  gleicL 
i^Kig,  :i^.^     Beweis  indirekt  durch  Satz  26. 


Fig.  28. 


28. 


In  gl^^ichen  Kreisen  schneiden  gleiche  Seksex  r 
Ho|ff^^  »h»  [so  dafs]  der  gröfsere  dem  gröfseren.  «*r  t-- 
a^wi  iWiw^r^Mi  (gleicher  ist]. 


Fig.  29. 


29. 


l«  iil^U'^h<>tt  Kreisen  unterspannen  gleiche 


Grölse  der  Peripheriewiakel. 
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30. 

Einen  gegebenen  Bogen  zu  halbieren. 

(Fig.  30.)     A/1  =  AB   nach  I,  4   und   die  Bogen  AA   und  AB 
kleiner   als   der   Halbkreis,   weil  nach 
Satz  1,  Zusatz,  das  Zentrum  auf  ATy  ^ 

somit  aulserhalb   der  Segmente   liegt. 

31. 

Im  Kreise  ist  der  Winkel  im 
Halbkreis  ein  Rechter,  der  im 
gröfseren  Abschnitt  kleiner  als  der  rechte,  der  im  kleineren 
Abschnitt  gröfser  als  der  rechte.  Und  dazu  ist  der  Winkel 
des  gröfseren  Abschnitts  gröfser  als  der  rechte,  der  Winkel 
des  kleineren  Abschnitts  kleiner  als  der  rechte. 

(Fig.  31.)     ABTA  der  Kreis,   BAr=  ZAF,   weü  beide   gleich 
AFB  +  ABF,,    also    BAT   ein    Rechter    und 
ArB<    als    der    Rechte,    und    nach   Satz   22 
AAr>  als  ein  Rechter. 

Der  Winkel  zwischen  AF  und  dem  Bogen 
ABF>  als  der  Rechte  BAF  und  der  zwischen 
AF  und  dem  Bogen  AAF  kleiner  als  der  Rechte 
ZAF  

Über  den  letzten  Teil  des  Satzes  Tgl.  die 
Note  zu  Satz  16.  Bei  Clavius  findet  sich  die  Anwendung  nicht  nur 
zur  Konstruktion  der  Tangente,  sondern  auch  als  Zusatz  zu  I,  11  die 
bekannte  Aufgabe:  im  Endpunkt  einer  Strecke, 
welche  nicht  über  ihn  hinaus  yerlängert  werden 
darf,  mit  Einem  Kreise  das  Lot  zu  errichten. 

32. 

Wenn  eine  Gerade  den  Kreis  berührt,  gj 
und  Yon  der  Berührungsstelle  in  den  Kreis 
hinein  irgend  eine  den  Kreis  schneidende 
Gerade  gezogen  wird,  so  werden  die  Winkel,  welche  diese 
mit  der  Tangente  bildet,  den  Winkeln  in  den  entgegen- 
gesetzten Kreisabschnitten  gleich  sein. 

(Fig.  32.)     BAA  ^=s  ABZy   weil   beide  ABA   zu   einem  Rechten 
erganzen,  AFB^EBA  (Satz  22). 
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Periphoriewinkel  -  Kreis. 


S3. 

Auf  einer  gegebenen  Geraden  einen  Kreisabschnitt  zu 
zeichnen^  der  einen  Winkel  fafst,  welcher  einem  gegebenen 
(geradlinigen)  Winkel  gleich  ist. 

(Fig.  33a.)  Der  gegebene  ^  F  sei  spitz,  BA  die  Gerade,  ^ AB 
wird  gleich  F  gemacht  (I,  23),  AE  senkrecht  zu  AJ  und  zu  AB  die 


Fiff.  33  a. 


Fig.  33  c. 


Mittelsenkrechte   ZH   gezogen   und  HÄ;    der  Kreis   um   H  mit   HA 

geschlagen,  so  ist  AEB  das  gesuchte  Segment 

(Fig.  33  b.)     r  ein  Rechter,  der  Halbkreis  über  AB, 

(Fig.  33  c.)      r  stumpf;    die    Konstruktion    bleibt  wie   im    Fall    a, 

BGA  ist  das  gesuchte  Segment. 

Die  Aufgabe  bildet  ein  klassisches  Beispiel,  dafs  die  pedantische 

Scheidung  zwischen  Konstruktion  und  Beweis,  wie  sie  in  Deutschland 

noch    immer    üblich,    euclidischer    ist    als 

Euclid. 

34. 

Von  einem  gegebenen  Kreis  ein 
Segment  wegzunehmen,  das  einen  ge- 
gebenen Winkel  falst. 

(Fig.  34.)    <^.i  gegeben,  gleich  ZBT 
gemacht,  so  ist  BAT  das  wegzunehmende 
Segment. 
Die    Konstruktion    der   Tangente    ist    überflüssig. 

36. 

Wenn  sich  zwei  Geraden  innerhalb  des  Kreises  schneiden, 
so  ist  das  Hechteck  aus  den  A])schnitteu  der  einen  gleich 
dem  Rechteck  ans  den  Abschnitten  der  andern. 


FifZ.  34. 


PotenzsatK. 
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Wenn  (Fig.  35  a)  beide  Geraden  sich  im  Zentrum  schneiden^  ist 
der  Satz  selbstrerständlich^  wenn  (Fig.  35b)  AT  und  Bd  nicht  durch 
das  Zentrum  Z  gehen  und  ZH,  Z&  die  Senkrechten  auf  AT  und  B^ 


Fig.  35  a. 

sind,  und  EZ  und  BZ  und  FZ  gezogen  werden^  so  ist,  da  ^F  in  H 
halbiert  wird  (Satz  3),  nach  U,  5 

AE'Er+  HE?  =  Hr^, 

also  wenn  auf  beiden  Seiten  HZ^  addiert  wird 

AE'Er+  HE?  +  HZ«  =  HF^  +  HZ\ 

also  nach  I,  47 

AEEF-^-  Z£^=Zr», 
ebenso 

^E'EB  +  ZE?  =  Z5» 
somit 

^JS .  Er  =  ^JS  -  JSB. 


36. 

Wird  aufserhalb  des  Kreises  ein  Punkt  genommen  und 
gehen  von  ihm  an  den  Kreis  zwei  Gerade,  deren  eine  den 
Kreis  schneidet,  während  die 
andere  berührt,  so  wird  das 
Rechteck  aus  der  ganzen 
schneidenden  und  ihrem  äufse- 
ren  Abschnitt  dem  Quadrate 
der  berührenden*  gleich  sein. 

(Fig.  36  a.)  Die  Sekante  geht 
durch  das  Zentrum,  da  ^F  in 
Z   halbiert   ist   und   Fjd   hinzugefügt   ist,    so   ist  nach   11,  6 

^^  .  zr/F  +  Zn  =  Z^',     Zr  =  ZÄ;     Z^«  =  Zß«  +  bj^, 

also       A^'jr+  ZB^  =  ZB^  +  BJ^,       also  A^'jr=  JB\ 

Eaclid,  von  Simon.  7 


Fig.  36  a. 
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Ümkehrung  des  Potenzsatzes. 


NB.  EUer  findet  sich  nicht  bei  Gampanns,  sondern  bei  Zamberti 
wieder  der  Ausdruck  tangens. 

Die  beiden  Sätze  35  und  36  sind  Spezialfälle  des  groben  Haupt- 
satzes der  Kreislehre,  den  wir  heute  nach  Steiner  den  Potenzsatz 
nennen.  Dafs  die  Umkehr  fehlt,  daif  nicht  befremden,  ebensowenig 
wie,  dafs  die  Erweiterung  von  35  auf  den  Fall,  wo  sich  die  Sehnen 
aufserhalb  schneiden,  fehlt,  sie  werden  eben  dem  jetzt  schon  geübteren 
Schüler  überlassen. 


87. 

Oehen   von   einem  Punkt   aufserhalb    des  Kreises  an  den 
Kreis  zwei   Geraden,    deren  eine  ihn  schneidet,   während  die 

andere  [nur]  herangeht,  und  das  [Recht- 
eck] aus  der  ganzen  schneidenden  und 
ihrem  äufseren  Abschnitt  ist  gleich  dem 
[Quadrat]  der  herangehenden,  so  wird 
diese  den  Kreis  berühren. 

(Fig.  37.)   JFA  die  schneidende,  ^B  die 

herangehende,  ^E  Tangente  nach  Konstruktion, 

JBZ^JEZ  durch  1,  8. 

Der  ausdrückliche  Beweis  der  Umkehr  von  36  ist  mit  Rücksicht 

auf  die   Wichtigkeit   für   die  Konstrukrion  des  r^pilären  Fünf-  bezw. 

Zehnecks  gegeben.  Wie  denn  das  ganze  folgende  Buch  dem  Problem 

der  Kreisteilung  gewidmet  ist. 


Fig.  87. 
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lY.  [Buch.] 
Deflnitionen. 

1)  Eine  geradlinige  Figur  heifst  in  eine  geradlinige  Figur 
eingeschrieben,  wenn  die  einzelnen^)  Ecken  der  eingeschriebenen 
Figur  auf  den  einzelnen  Seiten  der  in  die  sie  eingeschrieben  ist^  liegen.^) 

2)  Gleicherweise  heifst  eine  Figur  um  eine  Figur  geschrieben, 
wenn  die  einzekien  Seiten  der,  umgeschriebenen  durch  die  einzekien 
Ecken  der,  um  welche  sie  geschrieben  ist,  gehen.^) 

3)  Eine  geradlinige  Figur  ist  in  den  Kreis  geschrieben,  wenn  die 
einzelnen  Ecken  der  eingeschriebenen  in  die  Peripherie  des  Krei- 
ses fallen.^) 

4)  Eine  geradlinige  Figur  ist  um  den  Kreis  geschrieben,  wenn  die 
einzelnen  Seiten  der  umgeschriebenen  die  Peripherie  des  Kreises  be- 
rühren.*) 

5)  Gleicherweise  aber  sagt  man,  der  Kreis  sei  in  eine  Figur  ein- 
geschrieben, wenn  ^ie  Peripherie  der  Kreise  jede  der  Seiten  der  [Figur], 
in  der  er  eingeschrieben  ist,  berührt. 

6)  Der  Kreis  heifst  aber  um  eine  Figur  geschrieben,  wenn  die 
Peripherie  des  Kreises  jede  Ecke  der  [Figur],  um  die  er  geschrieben 
ist,  fafst. 

7)  Eine  Strecke*)  heifst  in  den  Kreis  eingetragen^),  wenn  die 
Endpunkte  der  Strecke  in  die  Peripherie  des  Kreises  fallen. 

Anmerkungen. 

1)  griech.  iTcdörrj  „eine  Jede".  2)  amr^ai  „fafst".  3)  wie  2). 
4)  wie  2).  5)  ausdrücklich  griech.  iq>&nxrj^ai,  6)  griech.  nur  ^^ala. 
1)  ivoQiiöieöd'cu  „eingefügt  werden". 


I«* 


▼om  gegebenen  Winkel  in  und  nm  den  Kreis 


1.  [Aufgabe.] 

*-.i**a.  •x^xebenen  Kreis  eine  *Strecke  einzutragen, 
x-^-  :jl  *Laer  nicht  gröfser  als  der  Durchmesser  des 
X'?x^'J*?!ieii  Strecke  ist. 

^  (Fig.  1.)    Sei  ABF  der  g^eb^ie  Kreis,  A  die 

Strecke.  Man  ziehe  den  Durchmesser  BF^  wenn 
Br=zfj  ist  die  Aufgabe  gelöst;  wenn  Br>J, 
mache  man  FE  ==  jd  und  beschreibe  um  F  als 
Zentrum  mit  FE  als  Radius  den  Kreis  EAZ  und 
liehe  FA,  so  ist  FA  =  jd. 


r«  s. 


2. 

In  einem'*  gegebenen  Kreis  das  einem* 
gegebenen  Dreieck  gleichwinklige  Drei- 
eck einzuschreiben. 

(^Fig.  2.)  ABF  der  Kreis,  z/£:Z  das  Drei- 
eck. Man  ziehe  irgend  eine  Tangente  HAS 
und  lege  in  ^  an  ^0  einen  dem  Winke)  AEZ 
gleichen,  &AF,  und  in  ^  an  AH  einen  den 
W  jikel  JZE  gkiohen:  HAB,  und  ziehe  BF,  soist  ABF  das  yerlangte 
Dreieck   JIL  3e\ 

3. 

Um  einen*  gegebenen  Kreis  das*  einem*  gegebenen  Drei- 
<fck  $l«?:chwinklige  Dreieck  zu  beschreiben. 

F.^.  Sc'     Die  Konstruktion  ist  aus  der  Figur  ersichtlich,  KB  ist 
xieo^jc.  <  BKF^  JZe,  BKA  =  AEH 


Pigi. 


4. 


hl  ein*  gegebenes  Dreieck  den  *Krei8  einzuschreiben. 
v^i^.  4.^    Man  halbiert  -^  /J  und  ^  y  (I,  9),  die  HalbierongslinieD 

•  Ihe  Sterne  beim  Artikel  machen  auf  den  oft  hervorgehobenen  IJnterechied 
«s.iUuoi  kn^uu,  wo  wir  den  unbestimmten  Artikel  brauchen,  setzt  Euclid  den  bestimmt<»B 
.ut'luou^traÜYJ  und  wo  wir  den  bestimmten,  fehlt  bei  Euclid  meist  der  Artikel 


Inkreis;  Teilung  des  ErelBes  in  7  gleiche  Teile. 
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schneiden  sich  (I^  5.  Forderung)  in  z/^  und  fällt  von  z/  auf  die  Seiten 
die  Lote  zfEy  ^dZ,  jdH,  so  sind  diese  gleich  (I^  26)  und  der  Kreis 
£Z£f  ist  der  verlangte,  da  nach  III,  16  die  Seiten  ihn  berühren. 

Aus  der  Konstruktion  folgt ,  dafs  Euclid  als  bekannt  voraussetzt: 

1)  dafs  sich  von  jedem  Punkt  aufserhalb  zwei  Tangenten  an  den  Kreis 

ziehen  lassen;  2)  dafs  diese  gleich  lang  sind  und  3),  dafs  sie  symmetrisch 

zur  Verbindung  zwischen  Punkt  und  Zentrum  liegen;  anders  ausgedrückt, 

er  setzt  den  Satz  voraus:   Die  Halbierungslinie  ist  der  Ort  der  Punkte, 

die  von  den  Schenkeln  gleichen  Abstand  haben.     Er  weifs  auch,  dafs 

die  drei  Winkelhalbierenden  sich  in  einem  Punkt  schneiden  (das  Fehlen 

des  Artikels). 

6. 

Um   ein.  *gegebenes  Dreieck  den  *Kreis   zu   beschreiben. 

(Fig.  5,  a^  b,  c.)     Und    es    erhellt,    dafs,    wenn    das    Zentrum   des 

Kreises   innerhalb   des   Dreiecks   fällt,   der  Winkel   BAT,   als   in   ein 


Fig.  5  a. 


Fig.  5  b. 


Fig.  5  c. 


Segment  gröfser  als  der  Halbkreis  fallend,  kleiner  als  ein  rechter  ist, 
wenn  auf  BF,  gleich  einem  Rechten,  wenn  aufserhalb  des  Dreiecks, 
gröfser  als  ein  Rechter  (HI,  31). 

Aus  dem  Fehlen  des  Artikels  vor  xvxXov  geht  hervor,  dafs  Euclid 
weifs,  dafs  die  drei  Mittelsenkrechten  sich  in  einem  Punkt  treffen.  Die 
Umkehr  des  Zusatzes  von  „und  es  erheUt^  hat  Heiberg  mit  R^cht 
fortgelassen,  ganz  abgesehen  von  philologischen  Gründen  ist  es  eine 
konstante  Gewohnheit  bei  Euclid,  Umkehrungen,  die  nur  die  Anwendung 
des  Drobisch'Möbius'schen  Prinzips  erfordern,  zu  übergehen. 

6. 

In  einen  gegebenen  Kreis  das  ^Quadrat  ein- 
zasehreiben. 

(Fig.  6.)  Seiten  gleich  nach  I,  4;  die  Winkel  rechte 
nach  in,  81.  *Das  Fehlen  des  Artikels  vor  tszQdycovov 
vertoritt  den  Satz:  Die  Quadrate  in  denselben  KreiB 
sind  kongruent,  also  Eindeutigkeit  wie  4  und  5,  7,  8,  9. 
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Umkraü  des  Quadrates. 


7. 

Um  einen  gegebenen  Kreis  das  ^Quadrat  zu  beschreiben. 
(Fig.  7.)     Durch   die   Enden   der   beiden   aufeinander   senkrechten 
Durchmesser  werden][^die  Tangenten  gezogen. 

K A        Z  A       E        d 


B 


'  n 

^ 

y 

J 


r 

lig.  7. 


8. 


In  ein  gegebenes  Quadrat  den  *Ereis  zu  beschreiben. 
(Fig.  8.)     Durch    die  Mitten  E  und  Z  von  AJ  und  AB   werden 
die  Parallelen  zu  AB  (AT)  und  AA  (BF)  gezogen;  I,  34,  III,  16. 

9. 

Um   ein   gegebenes    Quadrat   den   *Krei8   zu   beschreiben 

(Fig.  9)- 


Fig.  9. 


Fig.  10. 


10. 


Ein  gleichschenkliges  Dreieck  zu  konstruieren,  in  wel- 
chem jeder  Basiswinkel   doppelt  so  grofs  als  der  übrige  ist 

(Fig.  10.)  Es  liege  irgend  eine  Strecke  AB  vor  und  sie  werd* 
in  F  so  zerschnitten,  dafs  das  Rechteck  aus  AB  und  BF  gleich  ist 
dem  Quadrat  von  AT  (U,  11,  goldene  Schnitt)  und  um  A  als  Zentnun 
und  AB  Radius  werde  der  Kreis  BAE  beschrieben  und  in  den  Kreis 
BAE  werde  die  Strecke  BA  eingetragen,  die  gleich  AFj  welche  nicht 
gröfser  ist  als  der  Durchmesser  des  Kreises  (Satz  1)  und  AA,  AT 
gezogen,  und  um  Dreieck  AFA  der  E[reis  AFA  beschrieben  (Satz  9). 

WeU  nun  AB  •  BF=  AF*  und  AF=  BA,  ist  AB  -  BF^BA*. 
Da  nun  ein  Punkt  auTserhalb  des  Kreises  AFA  genommen  ist,  nim* 
lieh  B  und  von   ihm   an   den  Kreis   zwei  Geraden  BA,  BA  gesogen 
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sind  und  die  eine  ilin  schneidet  und  die  andere  an  ihn  herangeht  und 
AB'Br=  BJ\  so  berührt  BJ  den  Kreis  AFJ  (III,  37).  Weil  nun 
B/i  berührt  und  Yom  Berührungspun^*)  J  gezogen  ist  /IFj  ist 
'^B/jr=^  JAr'vm  entgegengesetzten  Kreisabschnitt  (111,32).  Da  nun 
B^r=  JAP,  füge  man  zu  beiden  -^  F^A  hinzu;  wohlan^  so  ist  der 
ganze  Winkel  BJA  =  F^A  +  AAF.  Aber  FAA  +  AAF  ist  gleich 
dem  AuTsenwinkel  BFJj  also  auch 

BAA  =  BFJ, 

aber  BAA=FBA,  weil  AA  =  AB,  also  auch  ^ABA  =  BF^. 
Folglich  sind  die  drei  Winkel,  BAA,  ABA,  BFA  unter  sich  gleich. 
Weil  ^ABF  gleich  BFA,  ist  Seite  BA  =  AF',  aber  BA  ist 
FA  gleich  gemacht  worden,  also  auch  FA  =  FA]  folglich  auch  Winkel 
FAA  =  <^  AAF-,  also 

FAA  +  AAF  =  2  AAF 

Aber  BFA  (war)  gleich  FAA  +  AAF,  somit 

BFA  =  2  AAF, 

Aber  ßFz/  =  BAA  =  ^J5^;  also  jeder  der  Winkel  BAA,  ABA  dop- 
pelt so  grofs  als  der  Winkel  AAB. 

Also  ist  das  gleichschenklige  Dreieck  AßA  konstruiert,  in  dem 
jeder  Winkel  an  der  Basis  BA  doppelt  so  grofs  als  der  übrige;  .... 
was  gethan  werden  sollte. 

11. 

In  einem  gegebenen  Kreis  das  sowohl  gleichseitige  als 
gleichwinklige  Fünfeck  einzuschreiben. 

(Fig.  11.)  Der  Kreis  sei  ABFAE.  Man  konstruiere  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck  ZHQ  wie  in  10;  so  dafs  jeder  der  Winkel  bei 
H  und  9  doppelt  so  grofs  als  der  bei  Z  ist,  und  schreibe  in  dem 
Kreis  das  ZHQ  gleichwinklige  Dreieck  FAA  ein 
(Satz  2),  so  dafs  -^  FAA  gleich  dem  Winkel  bei 
Z  ist;  halbiere  AAF  durch  BA  und  AFA  durch  j?^ 
FE,  so  ist  ABFAE  das  verlangte  Fünfeck. 

Denn  zunächst  ist  es  gleichseitig,  da  die  fünf 
Winkel  über  den  Sehnen  nach  Konstr.  gleich  sind, 
und  damit  auch  die  Bogen   und   die  Sehnen,  und  ^  ^^ 

gleichwinklig,  weil  die  Winkel  BAE,  AEA  etc.  auf  gleichen  Bogen 
stehen. 


*)  EigentUch  „Berührung  bei  d^. 
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B«gelm&fngeB  Ffiafeck. 


12. 

Um  einen  gegebenen  Kreis  das  gleichseitig  gleichwink- 
lige Fünfeck  umzuschreiben. 

(Fig.  12.)  Denken  wir  A,  B,  F,  /:iy  E  seien  die  Ecken  des  ein- 
geschriebenen FtinfeckS;  so  dafs  die  Bogen  AEj  £  J  etc. 
gleich  sind,  und  durch  A,  B,  F,  ^,  E  sollen  die 
Tangenten  des  Kreises  HS,  SK^  KA,  AM,  AfH 
gezogen  werden,  so  ist  HSKAM  das  verlangte. 

Zum  Beweis  werden  die  Radien   ZBj  ZT,  ZJ 
gezogen  und  die  Kongruenz  der  Dreiecke  BKZ^  FKZ 
mittelst    des    Pjthagoras    (und   nicht    des   4.  Eon- 
gruenzsatzes,    der  bei   Euclid    fehlt)    und    dann  die 
von   ZFK  und   ZFA  (nach  I,  26  dem  sogen.  2.  Kongruenzsatz)  be- 
wiesen. 

13. 

In  ein  gegebenes  Fünfeck,  das  sowohl  gleichseitig  als 
gleichwinklig  ist,  den  Kreis  einzuschreiben. 

(Fig.  13.)    Man  halbiert  BFJ,  FAE,  welche  sich  in  Z  schneiden, 

der  Kreis  um  Z  mit  ZK  ist  der  verlangte.  Beweis: 
I,  4  giebt  BZ  =  ZA,  und  <^  FBZ  =  ZAF,  also 
BZ  Halbierungslinie  von  FBA  [und  Z5  =  zr 
=  ZA  =  ZE  =  ZA],  ebenso  wird  gezeigt,  dalis 
AZ,  EZ  die  Winkel  des  Fünfecks  bei  ^  und  £1 
halbieren;   dann  folgt  nach  I,  26  die  Gleichheit  der 

Fig.  13.  ^^^^®  ^-^7  ^^  ^^'     ^^  ^^^  Seitenzahl  beim  Beweis 

nicht  benutzt  wird,  so  ist  somit  die  Aufgabe,  wie  das 
Porisma  zu  15  betont,  allgemein  gelöst  für  jedes  reguläre  n-eck. 


14. 

Um  ein  gegebenes  Fünfeck,   das  sowohl  gleichseitig  als 
gleichwinklig  ist,  den  Kreis  zu  beschreiben. 

(Fig.  14.)  Man  halbiere  BFA,  FAE  durch  Zr  und  ZJ  and 
ziehe  ZB,  ZA,  ZE,  so  sind,  wie  in  13  bewiesen,  diese 
5  Strecken  gleich,  und  der  Kreis  um  Z  mit  diesem 
Biadius  der  verlangte. 

Satz  13  und  14  sind  hübsche  Beispiele,  wie  wenig 
euclidisch  die  moderne  pedantische  Scheidung  zwisehen 
Konstruktion  und  Beweis  ist. 


Teilung  des  Kreisea  in  6  gleiche  Teile  und  in  16. 
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16. 

In   einen   gegebenen  Kreis    das    gleichseitig  gleichwink- 
lige Sechseck  einzuschreiben. 

(Fig.  15.)  ABF^EZ  sei  der  Kreis:  ^^iehe  seinen  Durohmesser 
A/l\  nimm  das  Zentrum  H  und  beschreibe  um  das  Zentrum  /i  mit 
dem  Radius  JH  den  Kreis  EHF&y  und  führe  die  Verbindungslinien 
EHy  m  durch  bis  zu  den  Punkten  B,  Z,  verbinde  A 
[mit]  B,  B  [mit]  T,  F  [mit]  A,  A  [mit]  E,  EZ,  ZA, 
so  VBiABFAEZ  das  gleichseitig  gleichwinklige  Sechseck/^ 


Zusatz. 

Hieraus  erhellt,  dafs  die  Seite  des  Sechsecks 
gleich  ist  dem  Radius*  des  Kreises. 

Ebenso  wie  beim  Fünfeck  wird  das  gleichseitig 
gleichwinklige  Sechseck  um  den  Kreis  beschrieben^  wenn  wir  durch 
die  Teilpunkte  im  Kreise  die  Tangenten  des  Kreises  ziehen  gemäfs 
dem  beim  Fünfeck  gesagten.  Und  aufserdem  wird  durch  dem  beim 
Fünfeck  gesagten  Analogem  in  ein  gegebenes  Sechseck  der  Kreis  ein- 
beschrieben und  umgeschrieben.     Was  gethan  werden  sollte. 


16. 

•In   einen   gegebenen    Kreis   ein   gleichseitig   gleichwink- 
liges     Fünfzehneck     einzu- 
schreiben. 

(Fig.  16.)  Der  gegebene  Kreis 
sei  ABFA,  es  werde  in  den  Kreis 
einbeschrieben  die  Seite  AF  eines 
eingeschriebenen  gleichseitigen  Drei- 
ecks und  AB  die  Seite  des  regel- 
mäfsigen  Fünfecks.  Daher,  wenn 
ABFA  in  15  gleiche  Teile  geteilt 
ist,  so  enthält  Bogen  ^BF  als  dritter 
Teil  des  Kreises  5  solcher  Teile,  daher 
ist  der  Rest  BF  gleich  zweien.  BF 
werde  in  E  halbiert,  so  ist  jeder  von 
beiden  Bogen  BE,  EF  der  15.  Teil  des  Kreises.    Wenn  wir  also  fort- 
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gesetzt  den  Seimen  BEj  ET  gleiche  Seimen  in  den  Kreis  eintragen^ 
wird  in  ihm  das  regelmäfsige  Fünfzehneck  eingeschrieben. 

Ebenso  wie  beim  Fünfeck  wird  das  regelmäfsige  Fünfzehneck  um 
den  Kreis  beschrieben;  wenn  wir  durch  die  Teilpunkte  des  Kreises 
die  Tangenten  an  den  Kreis  ziehen,  und  durch  den  beim  Fünfeck 
gleichartige  Darlegungen  wird  einem  gegebenen  Fünfzehneck  der  Kreis 
ein-  und  umgeschrieben.     Was  gemacht  werden  sollte. 

Hier  ist  sogar  die  ,;Analyse^'  in  die  Konstruktion  verwebt! 

Eine  Fortsetzung  der  Sätze  des  IV.  Buches  findet  sich  im  Anfange 
des  Xn.  Buches: 

S.  1.  Ahnliche  in  Kreisen  beschriebene  Vielecke  verhalten  sich 
wie  die  Quadrate  der  Durchmesser. 

S.  2.  Kreise  verhalten  sich  wie  die  Quadrate  ihrer  Durchmesser. 
—  S.  16  Aufg.:  Wenn  zwei  konzentrische  Kreise  gegeben  sind,  in  den 
gröfseren  ein  gleichseitiges  Vieleck  von  gerader  Seitenzahl  so  einzu- 
schreibeU;  dafs  es  den  kleineren  Kreis  nicht  trifft. 

S.  2  ist  alleS;  was  über  ^^die  Quadratur  des  Zirkels^^  bei  Euclid 
vorkommt. 
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V.  [Buch]. 
Erklänmgeii. 

1)  Eine  kleinere  Gröfse  ist  TeiP)  einer  gröfseren,  falls  sie  die 
grofsere  abmifst. 

2)  Die  grofsere  aber  ein  Vielfaches  der  kleineren^  falls  sie  von 
der  kleineren  abgemessen  wird. 

3)  Verhältnis  zweier  gleichartiger«)  Gfroüen  ist  die  Art  und 
Weise,  wie  sie  sich  auf  die  Frage  wie  grofs  yerhalten.') 

4)  Man  sagt,  dafs  Grofsen  zu  eiuander  ein  bestimmtes  Ver- 
hältnis haben,  wenn  bei  der  Veryielfältigung  die  eine  die  andere 
übertrifft.*) 

5)  Man  sagt:  Gröfsen  sind  zu  eiuander  iu  gleichem  Verhältnis, 
die  erste  zur  zweiten  und  die  dritte  zur  yierten,  wenn  gleiche  Vielfache 
der  ersten  und  dritten  gleiche  Vielfeche  der  zweiteo  und  vierten  — 
beiderseits  in  Bezug  auf  jedes  beliebige  Vielfache  —  entweder  zugleich 
übertreffen,  oder  [zugleich  ihnen]  gleich  sind,  oder  [jene  zugleich] 
kleiner  siud  [als  diese],  [die  ßröfsen]  entsprechend  genommen.^) 

6)*)  Gröfsen,  welche  dasselbe  Verhältnis  haben,  soUen  „in  Pro- 
portion" genannt  werden. 

7)  Wenn  von  den  gleichen  Vielfachen  [sub  5]  das  Vielfache  des 
ersten  das  des  zweiten  übertrifft,  dai?eiren  das  des  dritten  das  Vielfache 
de«  vierten  nicht  überteifft,  dani  sait  man:  die  e^te  hat  zur  zweiten 
ein  grofseres  Verhältnis  als  die  dritte  zur  vierten.®) 

8)  Die  Proportion  in  drei  Gliedern  ist  die  [an  Gliederzahl] 
kleinste.^) 

9)  Wenn  drei  Gröfsen  eine  Proportion  bUden,  so  sagt  man,  die 
erste  hat  zur  dritten  das  quadratische  Verhältnis  wie  zur  zweiten. ^^) 

10)  Wenn  aber  vier  Gröfsen  in  Proportion  sind,  so  hat  die  erste 
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zur  vierten  das  kubische  Verhältnis  wie  zur  zweiten,  und  so  immer 
entsprechend  weiter,  wie  gerade  die  Proportion  vorliegt.^*) 

11)  Entsprechende**)  Gröfsen,  ss^  man,  sind  die  Yoran- 
gehenden  [Gröfsen]  für  die  Yorangehenden,  und  die  folgenden  für  die 
folgenden. 

12)  Wechsel-Verhältnis  ist  die  Setzung**):  Vordere  znr  vor- 
deren, wie  folgende  zur  folgenden. 

13)  Umgekehrt  wird  das  Verhältnis,  wenn  die  vordere  [Gröfse] 
zur  folgenden  und  die  folgende  zur  vorderen  gemacht  wird. 

14)  Verbindung  des  Verhältnisses  ist  das  Verhältnis  der 
Summe  der  vorderen  und  der  folgenden  Gröfse  zur  folgenden  allein.") 

15)  Trennung*^)  des  Verhältnisses  ist  das  Verhältnis  des 
Unterschieds  zwischen  der  vorderen  und  der  folgenden  zur  folgenden 
allein. 

16)  Wendung  des  Verhältnisses  ist  das  Verhältnis  des  vorde- 
ren zum  Unterschied  zwischen  der  vorderen  und  der  folgenden  Gröfse. 

17)  Ist  eine  erste  Gröfsenreihe  gegeben  und  eine  zweite  von 
gleicher  Giiederzahl,  so  dafs  je  zwei  herausgegriffen  in  gleichem  Ver- 
hältnis stehen,  so  giebt  es  ein  Verhältnis  infolge  Gleichheit, 
wenn  das  erste  Glied  der  ersten  Reihe  zum  letzten,  wie  das  erste  Glied 
der  zweiten  Reihe  zum  letzten  [sich  verhält],  oder  anders:  [es  ist  di^] 
die  Bindung^®)  der  extremen  [Glieder]  [zu  einer  Proportion]  mit  Aus- 
lassung der  mittleren  [Glieder].*^ 

18)  Eine  Proportion  heifst  verworren,  wenn,  fiüls  drei  Gröfsen 
gegeben  sind  und  eine  zweite  Reihe  von  drei  Grölsen,  es  eintreten 
konnte,  dafs  in  der  ersten  Reihe  ein  fahrendes  zum  folgenden  sieb 
verhält,  wie  in  der  zweiten  Reihe  ein  fOhrendes  zum  folgenden,  und 
zugleich  in  der  ersten  Reihe  ein  folgendes  zu  irgend  einem  anderen, 
wie  in  der  zweiten  Reihe  irgend  ein  anderes  zum  f&hrenden.^^ 


Anmerkongen. 

Das  fOnfbe  Buch  enthält  die  Lehre  vom  Verhältnis  und  der  Glei- 
chung der  Verhältnisse  (Proportionen)  gleichartiger  Groben  in  yoDster 
Allgemeinheit.  Es  ist  mit  gröfster  Wahrscheinlichkeit  ein  Werk  des 
Eudoxos  (vgl.  Einleitung)  und  scheint  nur  wenig  von  Euclid  über- 
arbeitet (da  wo  statt  „A«y£rat"  steht  f^lBiöd-o)).  Auf  sein  höheres 
Alter  deutet  auch  'das  Ringen  mit  dem  Ausdruck,  die  oft  schwer  ver- 
ständliche Fassung  der  Sätze  hin.  Es  fehlt  die  Definition  des  Begrub 
^kontinuierliche  Gröfse"  sie  war  aber  durch  Aristoteles  (vgl  Simon  Zur 
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Geschichte  und  Philos.  cL  Differ.)  gegeben;  Terrnntlich  auch  von  En- 
doxos;  jedenfalls  konnte  sie  Eudoxos  voraussetzen.  Der  bedeutendste 
Interpretator  des  Eudid  in  Europa,  Glavius,  hebt  wie  Campanus  S.  3 
hervor,  dals  dem  fünften  Buch  ein  Axiom  zugrunde  liegt,  welches 
Clavius  (Ausgabe  von  1607  S.  436)  formuliert:  Quam  proportionem 
habet  magnitudo  aliqua  ad  aliam,  eandem  habebit  quaevis  magnitudo 
proposita  ad  aliquam  aliam,  et  eandem  habebit  quaepiam  alia  magni- 
tudo ad  quamvis  magnitudinem  propositam.  Es  ist  das  Axiom  im 
Grunde  nichts  anderes  als  die  ümkehrung  des  Weierstrafs'schen 
Axioms:  Zu  jedem  Punkt  in  der  Zahlenreihe  giebt  es  eine  Zahl.  Es 
wird  zwar  immer  behauptet,  die  Hellenen  hatten  in  der  Irrationalzahl 
keine  Zahl  gesehen,  aber  aus  dem  fünften  Buche  geht  meines  Erachtens 
unwiderleglich  hervor,  dafs  sie  den  Zahlbegriff  in  voller,  fast 
wirklich  mit  der  Weierstrafs'schen  Auffassung  sich  decken- 
der Schärfe  besafsen,  und  dais  Euclid  wie  Eudoxos  im  Yeiv 
hältnis  zweier  gleichender  Gröisen  nichts  anderes  sehen  als  eine  Zahl. 
Und  das  erhellt  ischon  aus  dem  Eunstausdruck  „Jld^^og'^  für  „Verhältnis'^, 
denn  Logik  ist  die  Rechnung,  Logistik  die  Rechenkunst,  und  Logos 
heifst  im  Gitmde  nichts  anderes  als  Maiszahl  einer  Gröfse  in  Bezug 
auf  eine  andere. 

1)  Teil  hat  zwei  Bedeutungen,  es  bedeutet  „genauer''  Teil  (ali- 
quoter) und  auch  Teil  schlechtweg  (aliquanter),  eine  Gröfse,  die  aus 
einer  anderen  herausgenommen  werden  kann.  Euclid  definiert  nur  den 
aliquoten  Teil  einer  Gröise  A  als  Einheit,  deren  Vielheit  A  ist.  Aus 
Definition  2)  geht  hervor,  dafs  es  sich  dabei  um  die  wirkliche  An- 
zahl handelt  Clavius  verweist  auf  das  siebente  (arithmetische)  Buch, 
wo  Euclid  den  aliquanten  Teil  z.  B.  4  von  7  nicht  pars,  sondern 
„partes"  nennt,  weil  4  von  den  Siebenteln  der  7  mehrere,  nämlich  4 
enthält. 

3)  Das  Wort  homogen,  von  gleicher  Abstammung,  ist  völlig 
rezipiert.  —  Griech.  „xara  ^n^Atxdri^To"  wörtlich  „in  Bezug  auf  die 
Wiegrofsigkeit".  Das  Subst.  ist  abgeleitet  vom  Fragwort  „;riyAtxdg" 
wie  grofs,  wie  oft  seil,  ist  die  Einheit  in  dem  betreffenden  Objekt  ent- 
halten; vgl.  für  diese  Auffassung  Ptolemaios  Meyäkti  öwtd^ig  B.  I 
Kap.  9. 

Man  sieht,  diese  Erklärung  weist  deutlich  auf  die  ursprüngliche 
Auffassung  des  Verhältnisses  als  Gleichheit  in  Bezug  auf  aliquote  Teile 
hin,  also  auf  die  Eommensurabilität;  sie  konnte  aber,  nachdem  an  Y2 
bezw.  an  dem  Verhältnis  der  Diagonale  und  Seite  des  Quadrats  die 
Inkom.  gefunden  war,  nicht  mehr  tOi  die  Beweise  benutzt  werden  und 
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daher  wird  in  der  Definition  4)  der  Erweiterung  des  Begrifb  Bechnung 
getragen. 

4)  Ans  4)  geht  herror^  dafs  die  Gröfsen,  nm  die  es  sich  handelt^ 
der  Gröfse  nach  in  eine  Reihe  geordnet  zu  denken  sind,  so  dats 
von  je  zweien  das  gröfser,  kleiner,  gleich  erkannt  werden  kann,  d.  h. 
aber  nichts  anderes,  wie  neuerdings  sehr  oft  gesagt  ist,  dafs  mit  ihnen 
gerechnet  werden  könne,  und  dies  ist  das  Postulat,  das  in  4)  im- 
plicite  enthalten  ist 

5)  Schon  Zeuthen  hat  bemerkt,  dafs  diese  Definition  gleicher  Ver- 
hältnisse wörtlich  mit  Weierstrafs'  Definition  gleicher  Zahlen  über- 
einstimme. Der  Ausdruck  des  Satzes  ist  kürzer  und  klarer:  a:b 
=  cid  wenn,  falls  jpa  >  =  <  gft  ist,  zugleich  pc>  =  <iqd  ist,  wo 
p  und  q  jeden  beliebigen  (Anzahl-)  Wert  haben.  Heiberg  hat  in 
seiner  lateinischen  Übersetzung  dies,  was  Euclid  durch  „xad'  ixot- 
ovovv  nokXtatX/^  ausdrückt,  übersehen,  es  dürfte  dies  wohl  so  ziemlich 
das  einzige  nennenswerte  Versehen  bilden. 

Herrorgehoben  mufs  werden,  dafs  zwar  a  und  b  unter  sich  homogen, 
und  c  und  d  desgleichen  unter  sich  sein  müssen,  aber  a  und  e  bezw. 
b  und  d  heterogen  sein  können. 

6)  Aus  dem  Singular  folgt  schon  hier,  noch  deutlicher  aus  dem 
sechsten  Buch  z.  B.  S.  5,  dafs  Euclid  analogon  als  Adrerb  gebraucht, 
wie  Lucian.  Die  Übersetzung  „proportional^^  giebt  hier  und  oft  gor 
keinen  Sinn.  Man  fragt  vergebens:  Wer  ist  wem  proportional?  Wir 
sagen  z.  B.  das  Gewicht  ist  dem  Preis  proportional,  weil  dem  doppelten 
dreifachen  etc.  Preis  das  doppelte,  dreifache  etc.  Gewicht  entspricht 
Es  mufs  heifsen  „in  einer  Verhältnisgleichung  (Proportion)  stehend'*; 
oder  „zu  einer  Verhältnisgleichung  gehörig^,  was  allerdings  im  Latei 
nischen  das  Wort  proportionalis  auch  ausdrücken  kann.  Die  beste 
Übersetzung  ist  „dem  Verhältnis  nach  gleich^^ 

7)  Es  wäre  logischer,  dafs  6)  und  7)  ihre  Stellen  tauschten,  denn 
7)  greift  auf  5)  zurück,  es  sind  dieselben  Vielfachen,  die  da  auftreten: 

Ist  pa>qb,   aber  pc  nicht  >qd,   so   ist  -r->-j;    hier   genügt  ein 

Wertsjstem  des  p  und  q  und  daher  fehlt  „xa^'  etc.^  Es  ist  dieselbe 
Definition  ungleicher  Zahlen,  wie  bei  Weierstrafs.  Die  Übereinstim- 
mung ist  nicht  so  wunderbar,  Weierstrafs  knüpft  an  Bolzano  an,  and 
dieser  gehört  der  Epoche  genauester  Kenntnis  des  Euclid  an,  übrigens 
hatte  auch  Weierstrafs  seinen  Euclid  inne. 

8)  9)  Gemeint  ist  hier 

a :  b  =  b  :  Cf 
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es  könnte   auch   dem  Wortlaut  nach  a:b  =  c:a  gemeint  sein^  doch 
das  würde  auf  dasselbe  hinauskommen. 

9)  Wenn  a  :  6  ^  6  :  c,  so  ist  —  ==  ^  =  1-^)  ^^^  nicht,  wie  wunder- 
licher   Weise    Lorenz-Mollweide    schreibt    ~"  =  2(-r-j;    man    sieht 

deutlich,   wie  hier  einfach   mit   den  Strecken-   bezw.  Oröfsenbrüchen 
gerechnet  wird. 

10)  Es  hätte  gesagt  werden  müssen,  dals  es  sich  um  eine  soge- 
nannte kontinuierliche  (xarä  tb  6wB%iq)  Proportion  handelt 

a',h  =  })'.€  =  ciäy 
wo  dann 

a*c*  =  ft*;  a^hd  =  c*;  a\d  =  a?  \  b\ 

Beispiel  einer  kontinuierlichen  Proportion  von  fünf  Gh-Öfsen  81,  54, 
36,  24,  16  und  81 :  16  =  (81  :  54)*  (Clavius)  und  allgemein  a*,  a% 
a}b^,  ab^y  a¥  etc. . . . 

11)  „Homolog^',  der  term.  techn.,  ist  nicht  das  Adjektiv  „ifiöloyog^^ 
von  'Ofiov  zugleich  und  kdyio  sagen  und  bedeutet  daher  auch  nicht 
übereinstimmend,  entsprechend,  sondern  es  kommt  vom  homerischen 
bfiög  ähnlich,  gleich  und  ,yl6yog  Verhältnis^^  und  bedeutet  also  „ähnlich 
in  Bezug  auf  das  Verhältnis,  wie  analog'^  „dem  Verhältnis  gemäfs^^  In 
der  Proportion  a:b  =  c:  d  sind  a  und  c  homolog  wie  b  und  d,  Eu- 
clid  unterscheidet  nicht  „innere"  und  „äufsere"  wie  wir,  sondern  „führende" 
und  „folgende". 

12)  Griech.  l^^ig  von  Xaiißdvm]  in  der  Proportion  a:b  =  cid 
sind  a  und  c  Vorderglieder  und  b.  und  d  folgende,  es  ist  die  Vertau- 
schung der  „inneren"  Glieder  gemeint,  also  a:  c  ^=b:d  statt  a :  b 
=  Cid,  Bemerkenswert  ist,  dafs  hier  die  ganze  Proportion  (Analogie) 
mit  „Logos"  bezeichnet  ist. 

14)  Aus  a :  b  geht  man  über  zu  a  +  6 :  &. 

15)  Der  Übersetzung  „Subtractio"  von  ^LalQ$6ig  durch  H.  kann 
ich  mich  nicht  anschliefsen;  Clavius  ss^  „divisio". 

16)  Übergang  von  a  :  b  auf  ai\  a  —  b  \ 

17)  Es  handelt  sich  um  zwei  nach  heutigem  Sprachgebrauch  pro- 
portionale Gröfsenreihen  a«  und  b^y  so  dafs  a«  :  bx  konstant. 

Sind  a^  und  \  die  Anfangsglieder,  u^  und  u^  die  Endglieder,  so 
ist  a^',b^=u^i  u^  die  Proportion  infolge  Gleichheit;  dieselbe  setzt 
eine  Ordnung  der  Reihen  voraus  (daher  „r^ray/xA^"  geordnete). 

18)  Wenn  a,  b^  c  die  Glieder  der  ersten,  a,  ß,  y  die  der  zweiten^ 
so  zeigt  S.  23  dais  gemeint  ist:  a:b^^  ß\y  und  b\c  ^^  u\  ß. 
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Beispiel ron Glayius  12, 8, 4;  12, 6, 4;  allgemeiner:  a,  6,  C]  z — ;  jer  -g-;  j?. 
Ohne  Proposition  23  wäre  die  Erklärung  unverständlich. 


[Satz]  1. 

Ist  eine  [an  Anzahl  endliche]  Gröfsenreihe  a^  gegeben 
und  eine  zweite  Bx  und  ist  ax=^neTj  wo  n  eine  konstante 
Anzahl,   so  ist  2]ajc  =  nUCx. 

£, ,  z, ,  =£+Z;H5  +  ®^/  =  £+Z,   also 

^B  +  rz^  =  w(£+Z). 

Der  Satz  ist  der  heute  so  viel 
gebrauchte:  Sind  mehrere  [Strecken-,  Flächen-,  etc.]  Brüche  einander 
gleich,  so  ist  die  Summe  der  Zähler  dividiert  durch  die  Summe  der 
Nenner  gleich  jedem  der  Brüche.  Der  Beweis  selbst  beruht  ganz  und 
gar  auf  Anschauung,  bezw.  auf  der  Voraussetzung,  dafs  das  kommu- 
tatiye  und  assoziative  Gesetz  für  die  betreffende  Gröfsenreihe  er- 
wiesen ist  Für  Strecken  liegt  das  kommutative  Gesetz  in  der  Ver- 
tauschbarkeit  von  rechts  und  links.  Für  Flächen  vgl.  Simon,  die 
Elemente  der  Geometrie  etc.  —  Satz  1  findet  seine  Verallgemeinerung 
in  Satz  12. 

o 

Ist  eine  Gröfse  cc  dasselbe  Vielfache  einer  zweiten  ß,  wie 
eine  dritte  y  von  einer  vierten  Ö,  und  ist  eine  fünfte  s  wieder 
das  nämliche  Vielfache  von  ß  wie  eine  sechste  g  von  d,  so 
ist  die  Summe  der  ersten  und  fünften  dasselbe  Vielfache   der 

zweiten  wie  die  Summe  der   dritten 

^  _^_  ^^  und  sechsten  von  der  vierten. 

^  a  =  nß,  y  =  nö,  s  =  pß,   f  =  pö, 

«  +  f  =  («+i>)/3;     r  +  i  =  {n  +  p)ä, 

j __J^_        _     _^  (F\g.2.)  AB  =  a,ß=  r,  ^E=y, 

..  Z  =  d,   BH  =  E,  Ee  =  t   und  n  =  3, 

Fig.  2.  P—  -' 

Beweis  folgt  für  Strecken  aus  der 
Anschauung  bezw.  aus  der  Giltigkeit  des  kommutativen  und  assoziativen 
Gesetzes   unmittelbar.     Der  Satz  findet  seine  Verallgemeinerung  in  24. 
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8. 

Ist  j4  =  nB  und  r=^n^  und  E^^qA  und  Z^^qF,  wo  so- 
wohl n  als  q  Anzahlen^  so  ist  E  dasselbe  \nq\  Vielfache  Ton 
B  wie  Z  Ton  J, 

(Fig.  3.)    EZ  =  E,  i/©  =  Z,  n  =  3,  3  =  2. 

Bemerkung  wie  zu  1  und  2.     Vgl.  Satz  22. 


Ah 


H 


+ 


B\ 1 

E' 


r.— I— 1— I 


A 

-f- 


•iB 


Fig.  8. 
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+ 


Pig.  4. 


4. 

Wenn  A:B  =^  F:  J^  so  ist  nA  :  qB  =  nF:  g-«^/,  wo  n  und  g 
beliebige  Anzahlen  sind. 

Es  seien  E  und  Z  die  nämlichen  Vielfachen  ron  A  und  F  und  H 
und  9  irgend  welche  ßleichyielfache  Yon  B  und  z/,  so  wird  behauptet 
E:H~  Z:©  (Fig.  4). 

Man  nehme  Gleichvielfache  von  E  und  Z,  sie  seien  K  und  ^  und 
ebenMb  von  H  und  Ö  werden  beliebige  Gleichvielfache  M  und  Ny 
dann  ist  nach  S.  3  j^  dasselbe  Vielfache  von  A  wie  A  von  F^  und 
aus  gleichem  Grunde  M  dasselbe  Vielfache  von  B  wie  N  von  A.  Da 
nun  nach  Voraussetzung  AiB^^FiA,  so  folgt  aus  Definition  5: 
Wenn  K>  ^^  <,  M,  so  ist  -<i  >  ==  <  ^;  aber  K  und  -<i  sind  gleiche 
Vielfache  von  E  und  Z  und  Af  wie  ^  sind  gleiche  Vielfache  von  H, 
9  also  E :  H^=  Z:  S  nach  Definition  5.     q.  e.  d. 


5. 

Wenn  a  =  n/S  und  y  =  wd,  so   ist  a  —  y  =  n(/}  —  S),  wo  n 
eine  absolute  Zahl. 

Euclfd,  von  Simon.  8 
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(Pig.  5.)  JB  dasselbe  VieKaclie  (3)  von  F^,  wie  AE  Ton  FZ. 
y^Man  teile  EB  in  so  viel  Teile,  wie  j4E  durch  FZ  geteilt  wird,  und 
dieser  Teil  sei  HF*^,  dann  ist  nach  S.  1  AB  dasselbe  Vielfache  tod 
rZ  wie  j4B  von  i/Z.     Daher  AB   dasselbe  Vielfache    von  HZ  wie 

£  von    FA,    folglich    HZ  =  FA,    also   HF 

^1 : 1 — — 1— iB     =  Zz/;  also  («  —  y)  =  »(/J  —  d). 

r     z  

^'     '        '     '  ^  Der  Beweis  dieses  Satzes,  die  Umkehmng 

/*^  von  S.  1,   giebt   zu   zwei   Bedenken  VeraD- 

lassung:  1)  setzt  er  in  der  Stelle  zwischen  „"  die  Lösung  der  Teilungs- 
Aufgabe  voraus,  welche  erst  VI,  9  gegeben  wird,  2)  der  SchluDs:  wenn 
na  =  nß,  so  ist  a  =  /},  ist  nur  gestattet,  wenn  für  die  Gröfsemurt, 
zu  der  a  und  /)  gehören,  das  kommutative  und  distributive  Gesetz  be- 
wiesen, so  ist,  vgl.  Simon  1.  c,  wenn  angenommen  wird,  dafs  die  Ebene 
bei  fortgesetzter  Drehung  des  Strahls  sich  in  sich  selbst  dreht  6  •  If 
=  6  •  12®,  aber  keineswegs  ^.  voll  72®  =  <^  von  12®. 

Robert  Simson  hat,  wegen  des  ersten  Bedenkens,  vgl.  auch  Pfleiderer, 
den  Beweis  geändert;  vgl  das  Postulat  von  Clavius  (Definitionen).  Ein 
anderer  Beweis,  der  einwandsfrei  ist,  findet  sich  bei  Olavius  S.  493. 
Der  Grundgedanke  besteht  darin,  AB  über  A  hinaus  um  nZA  zu  ver- 
längern, etwa  bis  O  und  dann  zu  zeigen  (durch  S.  1),  da£s  OA  and 
EB  gleich  sind. 

6. 

Ist  a  =  ny  und  ß  =  nd  und  ist  a   ein   Stück   von  «  und  /J 
ein  Stück  von  ß  und  cc=  py  und  ß'  =l>d,  so  ist  a  —  a'  =  (n—p]y 
„  und   (ß  —  ^')=(n — jp)d,  wo  n  und  p  Anzahlen 

A — — I — I — B      und  n — jp>1. 

^     '  S.  6  ist  Umkehr  von  S.  2  und  wird  durch  S. - 

lC^^',-^^^)d         bewiesen  (Fig.  6). 

Zi— I  Simson   (und  Pfleiderer)    haben    die    Reihenfolge 

Fig.  6.  der  Sätze  bemängelt,  S.  4  gehört  jedenfalls  hinter  i>> 

7.     ' 

Gleiches   hat   zum   Selben   dasselbe  Verhältnis   und  das- 
selbe hat  zu  Gleichem  dasselbe  Ver- 

^, 1      ^, , ; , ,     hältnis. 

B, ,     E — , , ,  ^^j^^  A  =  B,  so  ist  1)  AiF^B.r 

r, 1    Z 1—: -I        ^j    2)  F:A=r:B    (Fig.  7).     Beweis 

Fig.  7.  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition  5. 
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« 

Hieraus  erhellt:    dafs,   wenn   gewisse  Gröfsen    in  Proportion   sind, 
sie  auch  invers  in  Proportion  sind. 


Dieser  Zusatz,  obwohl  er  im  Yatieanus  hinter  S.  7  steht,  ist  von 
Pejrard,  da  er  in  allen  übrigen  Codices  hinter  S.  4  steht,  auch  hinter 
S.  4  gesetzt  worden,  trotzdem  diese  Stellting  von  Rob.  Simson  mit 
Recht  bemängelt  worden.  Der  Zusatz  ist  auch  in  S.  7  eigentlich  nur 
für  den  speziellen  Fall  dieses  Satzes  bewiesen«  Er  folgt  aber  direkt 
aus  der  Definition  5, 'denn  wenn  |)a  >  =  <  g6  und  ebenso  pc>  =  <C  }rf, 
für  beliebige  Anzahlwerte  von  j)  und  q,  so  ist  qi  <.  =  >  pa  und  ebenso 
qd  <i'=  >pc  und  wegen  der  Variabilität  von  p  und  q  heifst  dies  nach 
Definition  5  b  :  a  =  die. 

8. 

Von  ungleichen  Gröfsen  hat  die  gröfsere  zu  ein  und  der- 
selben Grofse  ein  gröfseres  Verhältnis,  wie  die  kleinere,  und 
dieselbe  Grofse  hat  zur  kleineren  ein  gröfseres  Verhältnis 
wie  zur  gröfseren. 

(Fig.  8.)     AB>  Fund  A  eine  beliebige  dritte  Grofse.     Man  mache 
EB  =  r  und  es  sei  zuerst  AE  <  EB,     Man  multipliziert  AE  so  länge, 
bis  sein  Vielfaches  ZH  gröfser  als  A  ist  (Definition  4),  und  H&  sei 
dasselbe  Vielfache  von  EB  und  K  von  F,  wie 
ZHvon  AE  (hier  das  zweifache).     Nun  nehme    j,    ^         ^ß 
man  2A  =  A,  dA  =  M  imd  so  fort,  bis  man    p,__^_;     ^ 
zum  ersten  Vielfachen  von  A  gelangt,  das  gröfser                ^ 
ist  als  K,  es  sei  N=4A,  ^' — ^— ' ' '^ 

Da  nun  K  zuerst  kleiner  als  N,  so  ist  K    ^'       ~^       ~' 

nicht   kleiner   als  M,     Nach   S.  1  ist   Z®  das-    j 1 

selbe  Vielfache  von  AB,  wie  Z/f  von  AE  und    a\ 1 1 

HS  von  EB,  wie  K  von  F  und  H@  ist  =  üC;    M\ ; : 

also  ist  auch  H@  nicht   kleiner   als  M,     Aber    N\ : 1 — i 1 


ZH>  Af    also    Z®>A-{-  M,    aber   A  -\-  M  Pig.  g. 

=  iV,  da  M  =  3^  und  M  +  ^  =  4z/  und  AT 

auch  =  4z/  ist;  also  ZS>  N,     Aber  K  übertrifPt  N  nicht.     Und  Z© 

und  K  sind  gleiche  Vielfache  von  AB  und  F,  aber  xV  ist  ein  bestimmtes 

Vielfaches  von  z/;  folglich  nach  Definition  7:  AB  :  A  >  F:  A, 

Ich  behaupte  femer,  dafs  A  :  F>  A,\  AB,     Denn    durch   dieselbe 

Konstruktion  können  wir   auf    ähnliche  Art   zeigen,   dafe  Ny>  K  sei, 

aber  nicht   gröfser  als  Z0,  und  N  ist   ein  Vielfaches  von  A,   imd   K 

8* 


A i iB 

Fl . 


H 
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und  ZB  sind   bestimmte  OleichYieUache  von  AB   und   F,  also  JiF 
>  /l :  AB, 

Zweiter  Fall  (Fig.  8a).     AE>  EB.    Nun  wird  das  Teirielfaltigte 
EB  irgendwann  gröfser  als  A  werden^    H9  sei  das  Vielfache  [n  =  2] 
£  und  2jH  das  nämliche  YieUhche  ron  AE  und 

K  von  F.     Wie  vorher  sind  ZÖ  und  K  Gleich- 
yieUBfChe  von  ^£  und  F,  und  wie   rorher  sei 
— \B    N  das  erste  Vielfa^^he  von  Ay   das   grolser  ist 
jTi — I — I  ab  Zi/.     Daher  ist  wieder  ZH  nicht  kleiner, 

^, ,  als   ilf ;    aber   i/9  >  A.     Also    ist    das    ganxe 

^1      1      ,  Ze  >  z^  +  M,   d.  h.   Z9>  N,   aber   X  nicht 

jif, , , ,  grölser    als   Ny    da    Zff,    das    grolber    ist   als 

2V^i I I . ,  Hß  =  Kf  nicht  grölser  ist  als  iVl     Also  wie  im 

ng,  8».  ersten  Fall  AB:A>r:A  und  A  :  F>  ^:^fi. 

9. 

Gröfsen^  welche  zur  selben  Gröfse  gleiches  Verhältnis 
habeU;  sind  gleich,  und  Oröfsen,  zu  denen  die  Gröfse  das 
gleiche  Verhältnis  hat,  sind  gleich. 

(Fig.  9.)     A:r=B:r',  bIbo  A  =  B,  denn 
wenn  nicht,  so  wäre  nach  S.  8  nicht  A:r=  BiF. 


Femer:  Es  sei  F:^  =  F:JB,  so  ist  A  =  B, 

Fiff>  9. 

denn,  wenn  nicht,  konnte  (nach  S.  8)  nicht  FiA 
=  F :  B  sein. 

S.  9  ist  Umkehr  von  S.  7. 

10. 

Ist^:F>B:F,  8oist^>B;ist  r:A>r:B,  so  ist^<Ä 

A^ 1    B\ 1  (Fig.  10.)     Beweis  indirekt,  die  Gleichheit 

jr», ,  Terstölst  gegen  Satz  7,  das  Eleinersein  gegen 

Fig.  10.  Satz  8. 

IL 

Sind  zwei  Verhältnisse  einem  dritten  gleich,  so  sind  sie 
^1 p, jE;__^  unter  einander  gleich. 


B, ,              Ji — ,  z^  (Fig.ll.)  Essei^rB^r:^ 

Hl 1      Gl 1 1  Jt^-^—^  ^^  FlA^ElZ,   SO  ist  JJ 

A^    ; — ! — I  Ml — I — I —  iVH-^-H-  ^E:Z.   (De£  5) pa  >  =  < qh 

pig.  11.  pr>  =  <qA,   pE>=<ql 


A 1  Fl .  E I — 

Bi 1  J\ 1  Zi — 

H !  A\ 

9: 1      M\ 

K. 1  iVi 1 


Pig.  11. 
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12. 

Wenn  beliebig  viele  Gröfsen  in  Proportion  sind,  so  wird 
die  Summe*  aller  führenden  zur  Summe  aller  folgenden 
sich   yerhalten    wie    ein    führ^endes    zu    seinem*    folgenden. 

E8sei^:B  =  r:^=Ä:Z; 
dann  ist  A -^  r+  E:  B  +  J 
+  Z  =  A:B  (Fig.  12).    H,  B, 

K  sind  Oleichvielfache  von  A, 

r,  fi  [p]  und  Aj  M,  N  Gleich- 
vielfache von  B,  zJf  Z  [g].  Nach 
Satz  1  ist  H  +  ©  +  K  =  p{A 
+  r  +  E)  \md  A  -\-M+  N=q{B  +  A  +  Z),  der  Rest  folgt  aus 
Definition  5. 

Summen  durch  axtcvta  =»  omnia  (von  Euclid  ist  diese  Bezeichnung 
nachweisbar  bis  Cavalieri  und  von  da  zu  Leibniz  (Integralzeichen));  statt 
.^inem''  steht  bei  Euclid  einem. 

13. 

Wenn  AiB^TiA  und  r:A>E:Z,  so  wird  auch  A:B 
>  E:  Z  sein. 

El ; 

Zi : 

r\ i      Ml 1 1      H\ : 1  Gl 1 

—  d :  iVi — ■ — ; — I  Ä"i 1 1 1  A\ 1 i 


Fig.  13.  Fig.  18  a. 

(Fig.  13.)  Beweis  unmittelbar  aus  der  Definition  7  pr>qAy  pE 
nicht  >  gZ,  Definition  5  pA  >  qB,  also,  Definition  7  A:  B>  E:  Z, 
In  der  Figur  p  =  2,  g  ==  3. 

14. 

Wenn -<^:B  =  F:z/  und  -^  ^  =r,  so  ist       . - 

B^  =  A.  ' 

(Fig.  14.)     A:B>  r.B   nach   S.  8,   also 
nach  13  :  T:  ^  >  FiS,  also  nach  10:  B>z/  etc. 


B\ 1         J 

Fig.  14. 


15.  H    0 

Ax 1 1 iJ5      Fl — 

Teile  sind  mit  ihren  Gleichvielfachen 
in  gleichem  Verhältnis.  d. — — — iE      Zi — • 

Formel  a -.h  ^=^  na  \  nb,  Fig.  iß. 
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(Fig.  15.)    Sei  ^B  ->  n  •  r  dBid  .^J?  <»  M  •  Z,  so   soU   AB :  JE 

XJxijguttelbaire  Folge  ¥öi|  SM«  12. .        i  'r       .11 ; ; 


4  ?      .  4      «• 


16. 

'Wean-vier  ÖTÖfsen  in  Proportion    sind,   so.  werden   sie 
puijli  n$iih  Ye)rtanBcbn]ig  in  Proportion  sein. 

(Fig.  16>    Wem  ^.:  JJV^  riJ^so  soll  4;  r=  B :  4  sein.    Es 
irt  der  Satzrlii  einer 'Pi^öpprtion  lassein  sich  die  inneren  Glieder 

.        \         Yertanschen.     Man  nehme   gleiche    Viel- 
''7~'         ;       ^'■^  AdieiSmid  Z  von  ^  und  B  (hier  dreifiiche) 

.  imd  Von  F  nnd  ^  die  beliebigen  gleieheii 

YieLGachen  H  nnd  0  (zweihche)^  dann  ist 

^'~'*"^'  ^"^^         nach    15    A:B~E:Z  =  r:^J  =  H:9. 

^  Am    14    folgt:    Ist    Ä>  — <H,    so    ist 

i>  ^  <  €k  Es  siiid  aber  B  und  Z  gleidie  Vielfache  von  ^  nnd  B 
und  H  und  ö  gleiche  Yiel&che  von  F  und  J,  also  wenn  i>-^>  =  <  jF, 
so  ist  pB  >  =  <  g^,  also  -^  :  F  =  B  :  ^. 


Clavius  hebt  hervor,  dafs  dieser  Beweis  nur  gilt,  wenn  die  vier  Grössen 
unter  sich  gleichartige  Clavius  hat  in  den  Schollen  zu  den  firüheren 
Sätzen  wiederholt  bereits  bemerkt^  dafs  viele  der  Sätze  auch  gelten^  wenn 
j4  und  B  homogen  unter  sich  und  C  und  D  desgleichen,  aber  A  und  C 
heterogen;  hier  bei  Clavius  findet  sich  schon  dfer  Beginn  unserer  mo- 
dernen Auffassung,  welche  das  Verhältnis  a :  b  mit  dem  Bruch  a/b 
identifiziert. 

Wenn  die  verbundenen  Gröfsen  in  Proportion  sind^  so 
sind  es  auch  die  getrennten. 

Hier  fehlt  bei  Heiberg  die  Figur,  wohl  aus  Versehen,  da  sie  sich 
bei  Peyrard,  Campanus,  Zamberti,  Clavius,    Lorenz  etc.    findet,    sie    sei 

aus  Peyrard  ergänzt.     Der  Satz 
jjy __j ,___?_ 1— ?_i 1^      wird    durch   Definition   14    ver- 
ständlich, wenn 

(a  +  6)  :  6  =  (c  +  rf)  :  rf, 

j^i  f     ^j  so    ist    a:b  =  c:d    (Fig.  17). 

Wenn      AB.BE^F^.^Zy 

M  N  ' 

A\ ! 1 1 — — I — — 1 — n      so  AE:BE=  rZiA Z.     HS, 

Fig.  17.  ex,  AM,   MN    Gleich-  (drei) 


£ 

-I — \B 
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Vielfeche  von  AE,  EBy  FZ,  JZ]  —  KS,  NU  beliebige  Gleichvielfache 
von  BE  und  ^Z  (zweifache),  nach  Satz  1  ist  HK=  3 AB  und  AN 
=  SFA,  Z0S-=5EB,  Mn=  5  ZA  (S.  2).  Weil  AB :  JBJB  =^  FAxAZ, 
80  ist,  &ll8,  wie  hier,  HK^StS^  auch  AN>  MII]  nimmt  man 
die  gemeinsamen  Stücke  J9K  bezw.  MN  weg ^  so  ist  H0>.K!S!  und 
AM>  NU.  Also  wenn  H0  >  KS,  so  ist  AM>  JV7I.  Ebenso  wird 
gezeigt,  wenn  H@  =  <  KS,  so  ist  AM  <  =  NU,  also  (Definition  5): 
AE:BE=rZ:AZ. 

a  -{-  h:h  =  c  -\-  d:  d  d.  h.  nach  Definition  5:  wenn  p(a  +  6)  d.  i. 

T 

pa  -f"  JP^  >  =  <  (P  +  q)^  i,  L  pb  -^  qb,  so  ist  pc  -{-  pd  >  *=  <C  pd 
-f  qd  oder  wenn  2?a  >  =  <  g6,  so  ist  pc>  =  <  qd,  d.  h.  aber  nach 
Definition  5  a:b  =  cid. 


18. 

Wenn  die  getrennten  Gröfsen  in  Proportion  sind,  so  sind 
es  auch  die  zusammengesetzten. 

(Fig.  18.)  AEiEB  =  FZ:  ZA.  Behauptimg  AB:BE=rA:ZA. 
Wenn  die  Behauptung  nicht  richtig,  so  sei  AB  :  BE^=  FA  :  AH,  wo 
JH<C  ZA  oder  >.  Es  sei  zuerst  kleiner.  Nach  17  ist  die  AEiEB 
=  FH :  HA.  Aber  nach  Voraussetzung  AE :  EB  =.FZ  :  ZA.  Aber 
rH>FZ,  also  HA>ZA  (S.  14),  was  un- 
möghch.     Ebensowenig  kann  AH^ZA  sein.     ^ 


E 


Z  if 


Fig.  18. 


Formel.  Wenn  a  :  6  =  c  :  d,  so  ist  a  +  ^  ^  ^ 
=  c  -{-  d:  d,  also  Umkehrung  von  17.  Der 
Beweis  ist  von  Saccheri  als  einer  der  „Flecken"  des  Euclid  be- 
zeichn#t  und  von  ihm  geändert,  Simson  hat  sich  dem  Urteil  Sacchm's 
angeschlossen,  aber  dessen  Beweis  verworfen.  Der  Beweis  setzt  näm«- 
lieh  das  schon  von  Clavius  hervorgehobene  Axiom  voraus.  „Es  giebt 
stets  zu  drei  Strecken  eine  vierte  Proportionale",  deren  Konstruktion 
aber  erst  im  sechsten  Buche  gelehrt  wird,  siehe  Anm.  zu  S.  5.  Übri- 
gens findet  sich  bei  Gampanus  (Baseler  Ausgabe  Hervagius)  ein  von 
?^Flecken"  freier  Beweis. 

1». 

Wenn  das  Ganze  zum  Ganzen  sich  verhält,  wie  das  Weg- 
genommene zum  Weggenommenen,  so  hat  der  Rest  znm  Rest 
das  gleiche  Verhältnis. 
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E (Fig.  19.)     AB:rj=AB:  FZ.    Be- 

'^'  '  '^  hm^ttmg  EB  :  ZJ  ^  AB  :  rj.  Vertaoscte 

P^ ^ ,^     die    inneren  Glieder   AB  :  AE  =  FA :  FZ, 

'•*«  19  und  nach  S.  17  EB:AE=AZ:  TZ  und 

mit  nochmaliger  Vertaaschang  BE :AZ^^  AE :  FZ  ^^  ABz  FA. 

ZusatB. 

Hieraus   erhellt,   wenn  Grölsen  in  der  Verbindung   in   Proportion 
sind;  so  sind  sie  es  auch  in  Umwendung  (Definition  16). 


Formel:  Aus  aih  ^=^  a  —  x\h  —  y  folgt  a  :  6  =  a; :  y 

heute: 

a  a  —  X       Differenz  der  Z&hler  x 

c         h  —  y       Differenz  der  Nenner        y 


20. 

Wenn   drei    Gröfsen  [A,  JB,  F]    gegeben    sind    und    ebenso 
drei  andere  [A,E,Z],   zu  je  zwei   genommen,   im  selben  Ver- 
hältnis,   [A:B  =  AiE,  B:  F=  EzZ]   und 

^' '      ^' '    es  ist  ^  >  =  <  F,  so  ist  z/  >  —  <  Z. 

B, ,  El— 1  ^pig  20.)    Es  ist  nach  S.  8  A:B>r:B, 

^' '         Z^-T— -      also  A:E>F:B,  also  (Zusatz  zu  S.  7)  A:E 

Flg.  20.  >  Z  :  £,  also  nach  S.  10  ^  >  Z  etc 

21. 

Wenn  drei  Gröfsen  [A,  Ä,  F]  gegeben  sind,  und  drei 
andere  A,  E,  Z,  zu  zwei  genommen,  im  selben  Verhältnis,  aber 

in  gestörter  Proportion  [AiB  =^  E:L 
^'  '    ^'  B:F==^A\E\   und    A>  =  <r  i\t,  so 

ist  ^  >  =  <  Z. 
^'  '^^  3^'        '  (Fig  21.)    A>F',A:A>r:BiS.S\ 

und   durch  Inversion   (Satz  7,  Zusatz)   FiB 
=  E:A,  also  E:Z>E:A,  also  A>  Z  (S.  10)  etc. 

22. 

Wenn  beliebig  viele  Gröfsen  A,  B^  F, , .  gegeben  sind, 
und  eine  andere  Reihe  von  ebenso  viel  Gröfsen  zf,  £,  Z... 
und  sie  zu  je  zweien  [der  Reihe  nach]  im  gleichen  Verhältnis, 
dann  sind  sie  der  Gleichheit  wegen  (Defin.  17)  im  selben 
Verhältnis  [AiF=A:Z\ 
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(Fig.  22.)  Denn  seien  H  und  S  Gleichvielfache  Ton  A  und  ^ 
und  K  und  A  beliebige  G^eichvielfacbe  von  B  und  E,  sodann  M  und 
N  wieder  beliebige  Gleicb- 
Tielfache  Ton  F  und  Z,  so 
ist  nach  S.  4  HiK^BiA 
und  K:M^A:N.  Da 
nun  ff,  K,  M  drei  GrolSien 
sind;  Sy  Ay  N  drei  andere 
zu  je  zweien  proportionale ,  so  ist  nach  Satz  20,  wenn  H>  =^  <i  M 
ist,  auch  ö  >  =  <  iV,  also  nach  Definition  5  A:  r=  ^  :  Z. 


Ä\ H  JBi 1  T\- 

/i\ 1  Ekh  Zh 

H\ 1 \K\ \ \ 1  M\- 

S\ 1 1      A^ — : — : — I        N\- 

Plg.  M. 


S.  20  und  21  sind  nur  Hilfssätze  für  22  und  23,  das  8i  t6ov'' 
in  20  und  21  hat  mit  dem  AC  üöav  in  Definition  17  nichts  zu  thun, 
es  kann  in  der  Übersetzung  weggelassen  werden,  bezw.  ist  iäv  dahinter 
zu  eigänzen:   ,,in  gleichmäfsiger  Weise  ist,   wenn  A^  F  das  A  ">  Z, 

wenn  A  =  F  etc "    In  S.  22  aber  ist  dt*  töov  der  term.  techn.  der 

Definition  17. 

Wenn  drei  Gröfsen  A,  B,  F  gegeben  sind,  und  drei  andere 
J,  E,  Z  mit  ihnen  in  gestörter  Proportion,  so  sind  sie  auch 
in  Proportion  zufolge  Gleichheit. 

(Fig.  23.)  Es  ist  A:B  =  E:Z  und  B:F=  A:E,  Behauptung 
A:  F=^  A :  Z.  Beweis  H,  ö,  K  Gleichvielfache  von  A,  Ä,  A,  und 
unter  sich  Gleichvielfache  A.  M,  N      .  « 

von  r,  E,  Z,   dann   ist   nach   S.  15     ^,    •  _. 

'       '      '  J^ — I  El ,  Z' — I 

H:&  =  A:B    xmd   E:Z  =  M:N:     ^  ^ 

-  ,  ,_  '      Hl 1 1 1    B) r-;         A  — : — ; 

folfflich 

H:9  =  M:N.  ""^'-^         ^' ^-^' 

Fig.  23. 

Da  B  :  F=^  A  :Ey  so  ist  durch 
Vertauschung  der  inneren  Glieder  B:  A  =^  F:  Ey  also  S  :  K=  A:  M, 
also  9:A=K:M.     Also  fallen  If,  ö,  A  und  X,  M,  N  unter  S.  21, 
4  h.  wenn  if  >  <  =  ^,   so   ist  iT ><  =  iV,    d.  h.   aber  (nach  Defi- 
nition 5)  A:F=A:  Z. 

24. 

Ist  ^:ll  =  r:^  und  fi:J3=  Z:zi,  so  ist  A  +  E :  B  =  F 
+  Z:A. 

(Fig.  24)  Es  ist  A:B:E  =  F:A:Z,  also  nach  S.  22  A:E 
^FiZ,   also   nach   S.  18   A  +  E:E  =  F+ Z:  Z.     Und   da   E:B 
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B  =  Z  :  ^,   80  ist  infolge  Gleichheit  (S.  22)  mit 

Benutzimg  der  Inverfiiion  ^-f--B:r-|-Z  =  £:Z 

Fl : 


1  E 

P  Ji 1 1© 

'  Z 1 


=  B\/I,  ^  4-  ^ :  r  +  Z  =  Ä  :  ^,  also 


Fig  24.  S.  24  zeigt  mit  gröfster  Schärfe,  dafs  hier 

im  fünften  «Buch  Eudoxos  die  gewohnjichen 
Regebi  der  Rechnung  mit  Brüchen  auf  Streckenhrüche  erweitert,  id 
est  dafs  es  sich  im  fünften  Buch  um  nichts  .anderes  handelt,  als  um 
die  strenge  Begründung  der  Rechnungsregeln  für  Irrationalzahlen,  und 
dafs  der  Gang  des  Eudoxus  von  dem  unseres  Weierstrafs  nur  un- 
wesentlich abweicht. 

26. 

Sind  vier  Gröfsen  in  Proportion,  so  sind  die  gröfste  und 
kleinste  zusammen  gröfser  als  die  ührigen  zu  zweien. 

^  (Fig.  25.)     Es  sei  ^B  :  r^/  =  JS  :  Z  und  AB  die 

A — B     gröfste,  Z  die  kleinste  von  ihnen,  so   soll  AB  •\'l 

-      -i  >rj  -{-  E  sein. 

^     ^  Sei  AH=E  und   r@=Z,   so    ist   AB.FJ 

^  ^AH'.re, 

p.^  25  Folglich  nach  S.  19  HBxBJ^^  AB:  FJ. 

Aber  AB  >  F^,  folglich  HB  >  e^. 
Da  AH=E  und  T®  =  Z,   so    ist   AH -}-  Z  =  TS -j-  E,  und 

wenn  man  den  ungleichen  Gröfsen  HB  imd  0^  diese  gleiche  Größen 
hinzufügt,  so  ist  AB  -\-  Z>  TJ  -\-  E,     q.  e.  d. 

„Zusammen"  gleich  „xal".     Die  Übersetzung  „als  die  zwei  übrigen" 
entspricht  weder  dem  Sinn  noch  dem  Wortlaut. 


El 


Erklärungen;  Dreiecke  von  gleicher  Höbe  vergliche£. 
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VI.  [Buch]. 
Erklämngeii. 

1)  Grnndlinige  Figuren  sind  ähnlicli,  wenn  sie  der  Reihe  ^)  nach 
gleiche  Winkel  haben  und  die  Seiten,  welche  gleichen  Winkel  ein- 
schliefsen^  proportional  sind. 

2)  Man  sagt:  Eine  Strecke^)  werde  ausgezeichnet')  und  nach 
mittlerem  Verhältnis  geteilt,  wenn  die  ganze  zum  gröfseren  Abschnitt 
[sich  verhält],  wie  der  gröfsere  Abschnitt  zum  kleineren. 

3)  Höhe  einer  jeglichen  Figur  ist  das  von  der  Spitze  auf  die 
Grundlinie  geföllte  Lot. 

Anmerkungen. 

1)  xata  iiiav  „einzeln^^  2)  ed^sta  ohne  Artikel  und  ohne  Zusatz. 
H)  axQÖv'^  die  Übersetzung  „äufserst"  (franz.  extreme)  giebt  keinen  Sinn, 
noch  weniger  „äufsem". 


1. 

Dreiecke  und  Parallelogramme  von  gemeinsamer  [gleicher] 
Höhe  verhalten  sich  wie  ihre  Grundlinien. 

(Fig.  1.)  Es  seien  ABT  und  ATJ  die  Dreiecke,  ^F  und  TZ 
die  Parallelogramme  von  derselben  Höhe  AT.  Man  verlängere  BA 
nach  beiden  Seiten,  mache  FE  ^=  BH 
=  HS  etc.  und  rA  =  AK=  KA  und 
ziehe  AH,  AS  etc.  und  AK,  AA  etc. 
Dann  sind  (nach  I,  38)  die  Dreiecke  ABT, 
ABHy  AHS  gleich  und  ebenso  die  Drei- 
ecke AFAy  AAKy  AKA  etc.  Also  ist 
er  dasselbe  Vielfache  von  BTi^ie  ABS 
von  ABT  und  FA  dasselbe  Vielfache  von  FA  wie  AFA  von  AFA. 
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Und  wenn  Sr=rA,  so  ist  Dreieck  -^ör=  Dreieck  JFA  und 
wenn  grofser  grofser^  wenn  kleiner  kleiner.  Es  sind  aber  FS  und 
ATS  Gleichvielfache  von  JBF  nnd  ^^ÄT  nnd  FA  und  ATA  behebig* 
gleiche  Vielfache  von  FA  und  ATA,  also  (Definition  5) 

BT:  FA  =  Dreieck  ABF:  AFA 

und  da  die  gleichvielten  Teile  dasselbe  Verhältnis  haben  ^  wie  ihre 
Grannen  (V,  15),  mit  Benutzung  von  V,  11 

BF:FA  =  EF:FZ. 

Der  Beweis  setzt  als  selbstverständlichen  Folgesatz  von  I,  38  den 
Satz  voraus:  Von  zwei  Dreiecken  mit  gleicher  Höhe  und  ungleicher 
Grundlinie  ist  das  mit  der  gröfseren  Ghrundlinie  das  gröfsere.  Der  Satz 
ist  unmittelbar  auf  Dreiecke  und  Parallelogramme  mit  gleicher  Hohe 
auszudehnen  und  wird  auch  von  Euclid  so  ausgedehnt  angewendet 
Eine  Ungeschicklichkeit  ist  es,  dafs  FS  das  gleiche  Vielfache  von  BF 
ist,  wie  FA  von  FA, 

2. 

Wenn  parallel  einer  der  Seiten  des  Dreiecks  eine  Gerade 
gezogen  wird,  so  wird  sie  die  Seiten  des  Dreiecks  propor- 
tional schneiden.  Und  wenn  die  Seiten  eines  Dreiecks  pro- 
portional geschnitten  werden,  so  wird  die  Verbindungslinie 
der  Schnittpunkte  der  übrig  bleibenden  Seite  des  Dreiecks 
parallel  sein. 

(Fig.  2.)  AE  sei  ||  BF.  Man  ziehe  BE  und  FA^  dann  ist  Drei- 
eck BAE  =  FAE  (I,  38).     Also: 

AJE  ~  AJE  '     *^®^    AJE         JA   ^^'     ''• 

Aus  gleichem  Grunde  FAE  :  AAE  =  EF:  AE, 
also  BA  :  AA  =  FEiEA.     q.  e.  A 

Umgekehrt.     Die  Seiten  von  ABF  seien  in 
Fig.  2.  A  und  E  so  geschnitten,  dafs  BA:AA=^  FEiEJ 

und  es  werde  AE  gezogen,  so  ist  AE )  BT. 
Durch  dieselbe  Konstruktion  ergiebt  sich  jetzt  BAE  =  FAE,  da  die« 
Dreiecke  dieselbe  Grundlinie  AE  haben  und  die  gleiche  FUche,  so 
sind  sie  [nach  I,  39]  in  denselben  Parallelen,  also  ist  AE^  BF. 

3. 

Wenn  ein*  Winkel  des*  Dreiecks  halbiert  wird,  und 
die  Halbierende  auch  die  Basis   schneidet,  so  verhalten  sich 
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die  Abschnitte  der  Basis  wie   die  anderen*  Seiten  des  Drei- 
ecks und  umgekehrt. 

(Fig.  3.)  Das  Dreieck  sei  ABF,  die 
Halbierungslinie  A^y  und  FE  parallel  A^ 
gezogen,  dann  ist  wegen  der  Gleichheit  der 
Basiswinkel   (1,29)    AF=AE,    also    nach 

Satz  2 

BA./IF^BA.AF. 

Fig.  8. 

Umgekehrt,  wenn  diese  Gleichung  erf&Ut  ist, 

so  sind  AF  und  AE  gleich,  also   die   Basiswiiokel,  und  damit  nach 

I,  29  auch  ^  BAJ  =  ^  AAF. 

jjein^  griech.  i^;  „das^^  griech.  ohne  Artikel;  die  unbestimmte  Fassung 
des  Satzes  wird  durch  den  Beweis  korrigiert,  es  müfste  heiJDgen:  „wie 
die  anliegenden^.  Es  fehlt  der  zweite  Teil,  die  Halbierungslinie  des 
AuTsenwinkels.  Der  yollstandige  Satz,  auf  dem  der  sogenannte  Kreis 
des  Apollonius  (De  det.  sect.)  beruht,  und  die  Lehre  von  der  harmo- 
nischen Teilung  ihren  historischen  Ausgang  genommen  hat,  ist  hier 
nur  mit  seinem  ersten  Teil  vertreten.  Da  aber  Pappus  den  anderen 
Teil  eben£Edls  als  einen  Satz  der  Elemente  erwähnt,  so  glaubt  Simson, 
er  sei  durch  einen  unwissenden  Editor  weggelassen. 

4. 

In  gleichwinkligen  Dreiecken  sind  die  Seiten,  welche  ein 
Paar  gleicher  Winkel  einschliefsen,  dem  Verhältnis  nach 
gleich*  und  es  sind  [dann]  die  Seiten  homolog,  welche  gleichen 
Winkeln  gegenüberliegen. 

(Fig.  4.)  Es  seien  ABF  und  AFE  die  Dreiecke,  so  daTs  ^  ABF 
=  ^FE,  BAF=  FAE,  dazu  noch  AFB  =  AEF  BF  \mi  FE 
mögen  in  einer  Geraden  liegen  und  BA  und  EA  schneiden  sich 
(5.  Postulat)  in  Z.  Dann  ist  BZ\\FA  (1,28)  und  AF\\EZ,  also 
ZAFA  ein  Parallelogramm  und  ZA  =  AF,  g 

AF=ZA,üso(iiAGh8.2)BA:FA  =  BF:FE 
und  durch  Inversion  BA  :  BF  =  FA  :  FE, 
Ebenso  folgt,  weil  AF\\EZ  ist:  BA:AF 
=  FA :  AE.  ^  I      Jj 

Satz  4  ist  der  bekannte  Hauptsatz  der 
Ahnlichkeitslehre,  der  in  unseren  Lehrbüchern 
gewöhnlich   durch   Analogie   des   zweiten   Eongruenzsatzes   der   zweite 
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Ahnlichkeitssatz   heiTst     Eaclid  aber   stellt  ilm  an  die  Spitze,  wohin 
er  gehört  und  beweist  ihn  mittelst  des  Streifensatzes  2. 

5. 

Wenn  zwei  Dreiecke  dem  Verhältnis  nach  gleiche  Seiten 
haben,  so  werden  die  Dreiecke  gleichwinklig  sein  und  dip 
Winkel,  welche  homologen  Seiten  gegenüberliegen,  gleich 
haben. 

(Fig,  5.)     ^BF  und  ^EZ   seien  die  Dreiecke,    so  dafs  AB:  BF 
=:JE:EZ    und   BF:  TA  =  EZ:  Z^,   BA\  AF  =^  EJ  :  JZ,    Be 
j  hauptung     ^ABF=  JEZ    etc.       Man    kon- 

/       struiere  JSZH,    so    dafs   ^ZEH=  ABF  vs^^ 
A        EZH=AFB  (I,  23),  daher  ist  ^  bei  A  gleich 

e4-\^       ^  ^®^  ^  (I'  32)-     Daher  sind  ABF  und  EHl 
\\        winkelgleich  und   nun  folgt  aus  S.  4,   dafs  EH 
^     ==E^    und    ZH=Z/I,    also    EZll  Dreieck 
AEZ  nach  I,  8  kongruent. 

Dritter  Ähnlichkeitssatz,  „dem  Verhältnis  nach  gleich",  griech.  „ci«a- 

6. 

Wenn  zwei  Dreiecke  in  einem  Winkel  übereinstimmen 
und  die  Seiten,  welche  die  gleichen  Winkel  eiaschliefsen. 
in  gleichem  Verhältnis  stehen,  so  sind  die  Dreiecke  winkel- 
gleich, und  es  sind  die  Winkel  gleich,  welche  den  homologen 
Seiten  gegenüberliegen. 

(Fig.  6.)  ABF  und  /iEZ  die  Dreiecke, 
^BAF=E^Z  und  BA.AF^AE.Jt 
Behauptung  ^^Br=^£Z,  ^AFB  =  AZE. 
Man  konstruiere  an  z:/Z  das  Dreieck  JHZ,  so 
dafs  ^  Z^H=^E^Z  =  BAF  und  ^  AZB 
=  AFB,  dann  ist  ^  bei  H  gleich  ^  bei  B: 
also  sind  BAF  und  Z^H  winkelgleich,  also 
BA:AF='H^:^Z  =  ^EiJZ,b\8oHA^JE. 

also  jdEZ  kongruent  Z^H  nach  I,  4  etc. 


Fig.  6. 


Der    sogenannte    1.  Ahnlichkeitssatz    ist   also   bei   Euclid  der  3.^ 
völlig  entsprechend  der  Bedeutung  der  Sätze  für  die  Anwendungen. 
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Wenn  zWei  Dreiecke  einen  Winkel  gemeinsam  haben  und 
die  Seiten,  welche  einen  anderen*  Winkel  einschliefsen,  in 
gleichem  Yerbältnis  stehen,  und  von  dem  dritten  Winkel- 
paar jeder  zugleich  kleiner  oder  nicht  kleiner^  als  ein 
Rechter/  so  sind  die  Dreiecke  gleichwinklig,  und  haben  die 
Winkel  gleich,  deren  einachliefsende  Seiten  in  gleichem  Ver- 
hältnis stehen.* 

(Fig.  7.)  Es  seien  ^BF und  JEZ  die  Dreiecke,  <^  BAF^E^Z 
und  AB  :  Br=^  JE  :  EZ  und  die  Winkel  bei  F  und  Z  beide  im  ersten 
Falle  kleiner  als  ein  Rechter.  Behauptung  ^ABF 
=  AEZ.  Beweis  indirekt:  Es  sei  ^ABr>  AEZ 
und  ^  ABH'=  AEZ,  daher  sind  ^JBHund  AZE 
gleichwinklig  und  AB:BH=  AEiEZ,  also  BH 
=  BFy  dann  müfste  BHF  einerseits  als  Neben- 
winkel eines  spitzen  Winkels  gröfser  als  ein  Rechter, 
andererseits  als  Basiswinkel  im  gleichschenkligen 
Dreieck  kleiner  als  ein  Rechter  sein,  also  kann 
ABF  nicht  von  AE Z  verschieden  sein.  Ebenso  geht 
der  Beweis,  wenn  die  Winkel  bei  F  und  Z  stumpf  vorausgesetzt  werden. 


Der  Plural  aXXag  bezieht  sich  auf  einen  Winkel  in  jedem  der 
Dreiecke.  Per  Fall,  dafs  beide  Rechte  sind,  ist  als  durch  S.  4  erledigt 
nicht  behandelt.  Rob.  Simson  hat  hinzugefugt  „oder  einer  ein  Rechter^'. 
Zu  bemerken  ist^.dafs  mit  Satz  7  erst  der  vierte,  Eongruenzsatz,  der  im 

Buch  I  fehlt,  bewiesen  ist. 

,  _         < 

•      '  8. 

Wird  im  rechtwinkligen  Dreieck  vom  rechten  Winkel 
aus  bis  zur  Basis  hin  das  Lot  gezogen,  so  sind  die  Dreiecke 
an  dem  Lote  sowohl  dem  ganzen  als 
untereinander  ähnlich. 

(Fig.  8.)  Übereinstimmung  in  den  Winkeln 

und  S.  4. 

Zusatz. 

Hieraus  erhellt,  dals,   wenn  im   recht* 
winkligen  Dreieck  vom  rechten  Winkel  aus 

bis  zur  Basis  hin  dias  Lot  gezogen  wird,  das  Lot  die  mittlere  Propor- 
tionale der  Abschnitte  ist  (und  zwischen  der  Basis  und  einem  der  Ab- 
schnitte ist  die  dem  Abschnitt  anliegende  Seite  mittlere  Proportionale). 
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Heiberg  hat  den  rund  geklammerten  Schluljs  des  Zusatzes  als  un- 
zweifelhaft gefälscht  weggelassen;  es  folgt  das  anch  ans  sachlichen 
Gründen^  denn  während  der  erste  Teil  wiederholt  als  Stütze  von  Be- 
weisen im  Euclid  gebraucht  wird  (YI^  13,  X,  34,  XTTT;  13)^  kommt  der 
zweite  bei  Euclid  nicht  yor. 

Robert  Simson  hat,  yermutlich  mit  Recht,  auch  den  Beweis  &j 
überarbeitet  erklart,  der  bei  Gampanus  (Bas.  Ausg.  von  1546  p.  145  ob.) 
stark  abgekürzt  ist.  Auffallend  ist  scheinbar,  dafs  während  bei  den 
eigentlichen  Ahnlichkeitssätzen  4, 5,  6,  7  das  Wort  ähnlich  vermieden 
ist,  es  Ton  8  ab  auftritt;  doch  ist  erst  durch  diesen  Satz  die  Existenz 
ähnlicher  Figuren  im  Sinne  der  Definition  festgestellt. 

9. 

Von  einer  gegebenen  Strecke  einen  yorgeschriebenen 
Bruchteil  abzuschneiden. 

(Fig.  9.)  Die  gegebene  Strecke  sei  AB, 
der  yorgeschriebene  Teil  sei  der  dritte.  Man 
ziehe  yon  A  einen  beliebigen  Strahl  AFj 
nehme  auf  ihm  einen  beliebigen  Punkt  J,  nnd 
mache  A/^  =  JE  =  ETy  ziehe  BF  und 
^    ^  durch  jd  dazu  die  Parallele  JZ. 

Fig.  9. 

Nach  2   ist  rjiJA^BZ:  ZA,  aber 
rA  =  2JAy  also  auch  JBZ  =  2Z^,  folglich  BA=^AZ. 

Der  Beweis  ist  yon  R.  Simson  (1756)  und  Pfleiderer  bemängelt 
worden,  da  im  fünften  Buch  ein  Satz  fehle:  Wenn  a:b^==  cid  und 
a  SS  nb,  so  ist  c^=^nd  (wo  n  eine  Anzahl);  aber  dieser  Satz  selbst 
ist  unmittelbar  in  der  Definition. 5  des  fünften  Buches  mitgegeben. 

10. 

Eine  gegebene  ungeschnittene   Strecke   auf  dieselbe  Art 

TT     zu  zerschneiden,  wie  eine  gegebene  zer- 
schnittene Strecke. 

(Fig.  10.)  Die  unzerschnittene  sei  Ah. 
die  zerschnittene  AF^  die  Schnittpunkte  A,  E, 
und  sie  möge  so  liegen,  dafs  sie  mit  AB 
einen  beliebigen  Winkel  einschlielse.  Man 
ziehe  BF  und  durch  A,  E  die  Paiallelen 
AZ,  EH. 


Teüungsanfgabe. 
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Durch  2/  werde  die  Parallele  ^SK  za  AB  gezogen^  so  sind  Z&, 
SB  Parallelogramme  rmd  deshalb  JS=ZH  und  SK=HB  und 
(nach  2)  rE:E^  =  KB  :  9^  =  BH:  HZ  etc. 


S.  10  enthält  die  Lösimg  der  Teilungs-Aufgabe^  der  wichtigsten 
der  Geometrie  des  MaTses^  sie  geht 
ursprünglich  yom  Streifen  auS; 
die  vereinfachende  Variante,  welche 
Fig.  10a  zeigt,  findet  sich  bei 
Clayius  p.  555,  nach  Pfleiderer 
auch  bei  Mauroljcos  1575.  Die 
elegante     und     bekannte    Lösung  p.^  ^^^ 

Fig.  10b    ist  gleichzeitig  von  Si- 
mon  Sterin  (Hjpomnem.  math.    Leyden  1605)  und  Clayius  p.  555 
gegeben^  der  sie  schon  1, 10  yerspricht 


Tig.  lOb. 


11. 

Zu  zwei  gegebenen  Strecken  die  dritte  Proportionale  zu 
finden. 

(Fig.  11.)  Die  gegebenen  Strecken  seien  ABy  AT]  man  mache 
B^  ==  Ar,  und  ziehe  durch  ^  zu  5 F  die  Parallele  AE,  so  ist  FE 
die  verlangte  (S.  2). 


Die  bekannte  Konstruktion  Qiner  unbegrenzten  kontinuierUchen 
Proportionalen  Ä:  B  =^  B:  C  =  C :  D  etc.  findet  sich  bei  Clayius 
S.  561  (Ausg.  yon  1607),  wo  S.  562  die  für  die  Würfelyerdoppelung 
nötige  Einschaltung  zweier  Proportionalen  besprochen  wird. 


Buclid,  von  Simon. 
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Vierte  mid 


VroptuücfnaXe, 


12. 

Zu  drei  gegebenen  Strecken  die  yierte  Proportionmle  sn 
finden. 

(Fig.  12.)  ^,B,rdie  Sbrecken;  /^H— ^,  HÄ=Ä;  -^^  =  r, 
so  ift  nach  S.  2  0Z  die  gefachte  Strecka 


18. 

Zn  zwei  gegebenen  Strecken  die  mittlere  Proportionsle 
zn  finden. 

(Fig.  13.)  AB,  SF  die  gegebenen  Strecken^  B/J  die  Trarlangte 
(S.  8;  Zusatz).  —  Die  Variante^  welche  die  grölsere  Strecke  zur  Hypo- 
tennse  macht^  bei  Pappos  III,  6;  sie  fehlt  bei  Enclid  mit  Absicht,  da 
sie  eine  nicht  in  der  Aufgabe  gegebene  Unterscheidung  zwischen  den 
Strecken  nötig  macht 

14. 

In  gleichen  und  gleichwinkligen  Parallelogrammen  stehen 
die  Seiten,  welche  gleiche  Winkel  einschliefsen,  in  umge- 
kehrtem Verhältnis,  und  wenn  in  Parallelogrammen,  welche 
ein  Winkelpaar  gleich  haben,  die  einschliefsenden  Seiten 
in  umgekehrtem  Verhältnis  stehen,  so  sind  sie  gleich. 

je         T  (Fig.  14.)    AB  und  AT  die  Parallelogramme, 

man  lege  sie  wie  in  der  Figur,  und  ergänze  das 
Parallelogramm  ZE,  so  ist  nach  S.  1  AB  :  ZE 
=  AB:BE  und  BT:  ZE  =  BH:  ZB  und  da 
AB  =  BT,  so  folgt  AB  :  BE=BH:  ZB. 

q.  e.  d.  etc. 


Fig.  14. 


Der  Satz  ist  der  Satz  von  dem  Ergänzungs- 
parallelogramm I,  43  und  aus  der  Rechnung  mit 
den  Streckenbrüchen,  bezw.  aus  dem  Satz:  „Das  Verhältnis  zweier  gleich- 
artiger Gröfsen  ist   gleich  dem  ihrer  Mafszahlen'^  herrorgegangen  und 
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gestattet  den  Übergang  vom  Streckenprodnkt  zom  Streckenbruch  u. 
T.  T.,  —  ,^  umgekehrten  Verhältnis  stehen"  „avtvneitovd'a''  yon  avtc- 
%a6jp  ,,das  entgegengesetzte  (id  est  die  XJmkehrung  des  Verhältnisses) 
erleiden".  Beim  Beweis  ist  die  Umkehrung  des  Satzes  über  die  Scheitel- 
winkel stillschweigend  benutzt  (Proclus  zu  I,  13). 


16. 

Haben  flächengleiche  Dreiecke  je  einen  Winkel  gleich, 
so  stehen  die  Seiten,  welche  diese  gleichen  Winkel  ein- 
schliefsen,  in  umgekehrtem  Verhältnis; 
haben  die  Dreiecke  je  einen  Winkel 
gleich  und  stehen  die  einschliefsenden 
Seiten  in  umgekehrtem  Verhältnis,  so 
sind  die  Dreiecke  flächengleich. 

Es  seien  (Fig.  15)  ABT  und  A/IE  die 
flächengleichen  Dreiecke  und  die  Winkel  bei 
Ä  gleich.  Man  lege  sie  wie  in  der  Figur 
und  ziehe  BA.  Dann  ist  nach  Satz  1: 
rAB\BAA=^  ATxAA  und  EAA\BAJ  =  EA\AB,  also  AFiAA 
=  AR :  AB  etc. 


Fig.  15. 


H 


16. 

Wenn  vier  Strecken  eine  Proportion  bilden,  so  ist  das 
Rechteck  aus  den  äufseren  Gliedern  dem  Rechteck  aus  den 
inneren  Gliedern  gleich; 
und  wenn  das  Rechteck 
aus  den  äufseren  Gliedern 
dem  Rechteck  aus  den 
inneren    Gliedern   gleich 

ist,     so     sind     die     vier  jpj^  ^^ 

Strecken   in   Proportion. 

(Fig.  16.)  Die  vier  Strecken  seien  AB,  FA,  E,  Z,  so  dafs  AB :  FA 
^  E:Z,  ich  behaupte,  dafs  AB  •  Z  =  FA  •  E  sei  (man  macht  AH=  Z 
und  FS  =  E  und  wendet  S.  14  an). 


B 


m — 


17, 

Wenn  eine  Proportion  von  drei  Strecken   besteht,   so  ist 

das  Rechteck   aus    den    äufseren   Gliedern   dem   Quadrat    des 

mittleren   gleich,   und   wenn  das  Rechteck  aus   dem   äufseren 

9* 


182  Entwurf  einer  Figor  im  abgeänderten  MafinMie 

A\ 1    dem  Quadrat  des  mittleren   ifleieh, 

Bi 1  /i\ 1      so   besteht  die  Proportion  Ton  drei 

T; 1  Gliedern. 

««•  1»-  (Fig.  17.)    A,B,r,   90   dBSk  AiB 

«»  £  :  F;  die  HilfiNrtrecke  ^  «>  A;  ihre 
Einf&hnmg  erscheint  uns  ganz  überflüssige  doch  hat  Eudid  in  S.  16, 
von  dem  17  eigentlich  ein  SpezialfiBJl  ist,  von  vier  Strecken  gesprochen. 

18. 

Von  einer  gegebenen  Strecke  aus  eine  geradlinige  Figur 
zu  entwerfen,  welche  einer  gegebenen  geradlinigen  Figur 
ahnlich  und  ähnlich  liegend  ist. 

(Fig.  18.)     Die    g^ehane    Strecke    sei 

0    AB  und  die  gegebene  Figur  FE,    Man  ziehe 

AZ  und  trage  in  A  und  B  an  AB  die  Winkel 

HAB  =  r  und  HBA  =  ZAF  an   (1, 23), 

At         1b       ^ixsm  lege  man  in  B  und  Han  BJEf  die  Wiakel 

Pig.  18.  HBB  »  ZAE  und  9HB  ^  EZA  an  (S.  4). 


Was  unter  „ahnlich  Uegen''  yerstanden  wird,  ist  nicht  gesagt,  aas 
der  Konstruktion  folgt,  daCs  gemeint  ist,  dab  durch  Zuordnung  Ton 
AB  zu  einer  bestimmten  Seite  FA  das  Yerl^tnis  der  Mafsstäbe  Tor- 

geschrieben  ist  und  zugleich  die  entsprechende  Reihenfolge  der  ana- 
logen Stücke.  Das  Prinzip  wird  in  S.  20  aufgedeckt,  es  besteht  darin, 
die  Figur  in  Dreiecke  zu  zerschneiden;  daher  ist  die  Ordnung  der 
Sätze  bei  Campanus  bezw.  im  Arabischen  Euclid,  wo  die  Aufgabe  nach 
S.  20  kommt,  natürlicher;  auch  dafs  Campanus  ein  Fünfeck  als  Bei- 
spiel wählt,  ist  vorzuziehen,  da  die  in  der  gegebenen  Figur  zerschnittenen 
Winkel  in  gleicher  Reihenfolge  zusammengesetzt  werden  müssen. 

1». 

Ahnliche  Dreiecke  stehen  zu  einander  im  quadratischen 
Verhältnis  ihrer  Seiten. 

(Fig.  19.)  ABF^AEZy  ^B  =  ^E 
und  BF  und  EZ  seien  homolog.  Man  kon- 
struiert BH  so,  dafs  BF:EZ  =  EZ:  BH 
(S.ll)  und  zieht  ^H  Db.  AB:BF=AE:EZ 
(nach  Voraussetzung),  ist  auch  AB  :  ^dE 
=  BF: EZ  (V,  16),  also  auch  gleich  EZiBH, 
also  auch  (S.  15)  Dreieck  ABH  flächengleich 
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.JEZ;  aber  ABH  und  ABT  nach  S.  1  =  BHiBT,  somit 

ABr:JEZ  =  Br:BH 
und  da  Br:EZ  =  EZ:  BT,  so  ist  (V,  Def.  9) 

ABFiJEZ*)  =  [FB  :  EZf. 

ZusatB. 

Hieraus  erhellt^  wenn  drei  Strecken  proportional  sind,  so  yerhält 
sich  die  erste  zur  dritten,  wie  die  Figur  über  der  ersten  entworfen  zu 
der  ähnlich  und  ähnlich  liegenden,  die  über  der  zweiten  (mittleren) 
entworfen  ist. 

Der  Zusatz  gehört  eigentlich  zu  S.  20;  man  darf  auch  nicht 
schreiben,  wie  Heiberg,  FB^ :  EZ^,  bis  S.  20  bewiesen  ist. 


20. 

Ähnliche  Polygone  werden  in  gleichviel  ähnliche  und 
den  ganzen  (Polygonen)  entsprechende  Dreiecke  geteilt  und 
ein  Polygon  hat  zum  anderen  das  quadratische  Verhältnis, 
welches  eine  homologe  Seite  zur  anderen  hat. 

(Fig.  20.)  Es  wird  mittelst  des  Ahnlichkeitssatzes  6  die  Ähnlich- 
keit der  Dreiecke  dargethan,  ihre  Gleichzahl  wird  dem  Augenschein 
entnommen,  dann  folgt  der  Beweis,  dafs  die 
Diagonalen  sich  proportional  schneiden 

—  AM :  MF  =  ZiV :  ATÖ;     AM :  MF    (nach 

^A)  =  BAM.BMF 

imd  gleich  EAMiEMF  =  ABE:BEF{y,V2) 

und  ebenso  ^^^  ^^ 

ZN:N0=  ZHA :  HAG. 

Cnd  ebenso  wird  gezeigt,  dafs  BEF:FEJ=HA0:0AK  und 
damit  nach  V,  12  ABE  :  HZ&  =  ABF^E  :  ZHSKA  und  gleich 
[AB:  ZHf. 

ZnsatB. 

Ebenso  wird  auch  bei  Vierecken  gezeigt,  dafs  sie  im  quadratischen 
Verhältnis  der  Seiten  stehen,  und  dasselbe  ist  bei  Dreiecken  bewiesen 
worden,  so  dafs  allgemein  ähnliche  geradlinige  Figuren  im  quadra- 
tischen Verhältnis  homologer  Seiten  stehen. 


-|  ^^     2  Figuren,  welche  derselben  dritten  ähnlich  sind,  sind  untereinander  ähnlich. 

21. 

Geradlinige    Figuren,    welche    derselben    Figur    ähnlieh 
sin^y  sind  untereinander  ähnlich  (Fig.  21). 


t7 


JS' 

D 


E     Z 

Fi«.  »1.  Fig.  22 


jsr  ß 


22. 

Wenn  vier  Strecken  eine  Proportion  bilden,  so  bilden 
auch  die  auf  ihnen  ähnlich  und  ähnlich  liegend  entworfenen 
geradlinigen  Figuren  eine  Proportion  und  umgekehrt. 

(Fig.  22.)  AB,  rj,  EZ,  HS  die  vier  Strecken,  so  dafs  AB.TA 
.SB  £Z  :  HS  und  auf  AB  und  F/l  seien  die  ähnlichen  und  ähnlich 
liegenden  Figuren  KAB  und  AF^  entworfen  und  auf  EZ  und  HS 
tue  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Figuren  MZ  und  NS. 

S  sei   die    dritte  Proportionale   zu   ABy  Fd   und  O  zu  EZ  und 

US   (,S.  11),    alsdann   ist    (V,  22)    AB:S=EZ:Oy  und    nachdem 

Zu«it»    EU    14    ist   AB:S=KAB:Ar^   und    EZiO  =  MZ/SB 

*l$o 

KAB  :  AF/i  =  MZ  :  NS. 

Umgekehrt,  wenn  KAB  :  AF/i  =  MZ  :  NOy  ist 

AB:  FJ  =  EZ:HS, 

doiuu  woun  nicht,  so  sei  AB  :  Fd  =  EZ:  HP,  Über  HP  sei  ähnlich 
und  äliuUch  liegend  mit  MZ  entworfen  27P,  dann  ist  nach  dem  er 
\\  iosoiuni  ersten  Teil  KAB  :  AFA  =  MZ  :  EP,  aber  nach  Vonws- 
>*ot/,uug  KAR:  AFd  =  MZ  :  NS,  also  NS  =  EP  und  da  NS :  IP 
•\^tlt^:  HPV  (^nach  20  und  nach  Zusatz  zu  20)  =  HS' :  nP\  so 
uHt  HN^  -  //P«  imd  HS=nP 

Aua  dorn  Beweise  geht  hervor,  daCs  der  Wortlaut  des  Satzes  xn 
ivug  vait.  0«  i«t  unnötig,  dafs  die  Figuren  über  AB  und  FA  einerseii» 
uud  il^Hu-  f:z  und  //®,  bezw.  über  AB  und  ^Z,  wie  über  FJ  und 
/ye^  ciuaudor  ähnlich  imd  das  Verhältnis  der  MaTsstäbe  das  gleiche. 
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Den  Lehrsatz  zu  22  ^  der  ganz  überflüssig  ist^  da  er  aus  20  und 
dem  Zusatz  zu  20  und  dem  evidenten  Satze^  dafs,  wenn  zwei  Quadrate 
gleich  sind,  ihre  Seiten  gleich  sind,  gefolgert  wird,  hat  Rob.  Simson 
ans  sachlichen  Gründen  und  Heiberg  aus  philol.  (weil  gegen  den  Ge- 
brauch bei  Euclid)  verworfen. 

23. 

Gleichwinklige  Parallelogramme  haben  zu  einander  ein 
Verhältnis,  das  aus  dem  der  Seiten  zusammengesetzt  ist. 

(Fig.  23.)     Man    ergänzt    das    Parallelo-  - 

gramm  z/i/  und  nimmt  [willkürlich]  eine 
Strecke  K  an  und  bestimmt  die  Strecke  A 
und  M,  so  dafs  yJ    ^ 

Br:rH=K:J  und  JF.rE^AxM.         ^ \ 

K :  M  heifst  aus  K :  A  und  A  :  M  zu-  » 

sammengesetzt,  K\  A  =^  BF-,  FH  isi  aber  p.    ^ 

(S.  1)  =Ar:r@  und  A:M=^r:rE 
=  r©  :  rZ   also    {dl'    röov   (V,  22))    K:M=Ar:  FZ  w.  z.  b.  w. 


Der  Satz  ist  keineswegs  identisch  mit  unserem  Satze:  Das 
Verhältnis  ...  ist  gleich  dem  der  Produkte  der  die  gleichen  Winkel 
einschliefsenden  Seiten.  Wohl  kommt  die  Zusammensetzung  des  Ver- 
hältnisses oder  der  Verhältnisse  auf  die  Multiplikation  der  betreffen- 
den Brüche  hinaus,  aber  ehe  nicht  die  Rechnung  mit  irrationalen 
Zahlen  bezw.  mit  incommensurablen  Gröfsen  völlig  begründet,  darf 
von  einer  Multiplikation  keine  Rede  sein.  Die  Definition  5  des 
sechsten  Buches  von  Simson  verworfen,  von  Heiberg  desgleichen,  ist 
schon  rein  sachlich  für  unecht  zu  erachten  und  die  Erklärung,  welche 
Lorenz  und  Mollweide  nach  dem  Vorgang  von  Campanus,  Galilei, 
Barrow  und  anderen  giebt,  fast  sicher  die  Euclidische  gewesen  (so 
wie  sie  im  Text  in  der  gesperrten  Stelle  gegeben  ist).  Die  Übersetzung 
von  Heiberg  Ki  M  =  K:  A,  A:  M  lai  daher  hier  entschieden  zu 
tadeln,  ebenso  wie  die  betreffende  Übersetzung  in  VHI,  5,  mit  VI,  23  die 
einzigen,  wo  in  den  Elementen  von  einem  zusamengesetzten  Verhält- 
nisse die  Rede  ist;  vgl.  auch  Pfleiderers  Scholien  §  195  u.  ff. 

24. 

In  jedem  Parallelogramm  sind  die  Parallelogramme  um 
die  Diagonale''^  (die  Ergänzungsparallelogramme)  herum  so- 
wohl dem  ganzen  als  einander  ähnlich. 
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Konstruktion  einer  Figur  aus  Inhalt  und  Form. 


A    B 


(Fig.  24.)  ABFA  das  Parallelogramm ,  seine 
Diagonale  AT^  und  die  Parallelogramme  um  sie 
herum  EH,  SK.  Nach  S.  2  und  V,  18  ist  BA:  AJ 
=  EAiAH  \md  AJ:Jr=AH\HZ,^dr.rB 
=  //Z  :  ZE,  rB:BA=ZE:  EA. 


Der  Ausdruck  Diagonale  bei  Geminos-Heron  Definition,  bei  Euclid 
heifst  er  „Diameter*'.     TtSQL  mit  Acc.  „rings  herum". 


25. 

Eine  Figur  zu  konstruieren,  welche  zugleich  einer  ge- 
gebenen geradlinigen  Figur  ähnlich  und  einer  anderen  ge- 
gebenen [geradlinigen  Figurenfläche]  gleich  ist. 

(Fig.  25.)  Es  sei  die  erste  Figur  ABT,  die  flächengleiche  z/. 
An  ABF  lege  man  das  ABF  flächengleiche  Parallelogramm  BE  und 

an  FE  in  dem  Winkel  ZPE 
das  ^J  gleiche  Parallelogramm 
FM  [I,  45],  und  es  werde  die 
mittlere  Proportionale  zu  BF 
und  FZ  konstruiert,  H0  und 
über  HS  das  dem  Dreieck 
ABF  ähnliche  und  ähnlich 
liegende  HKS  konstruiert  (S.  18).  [Beweis.]  BF:  HG  =  HG  :  FZ, 
also  nach  S.  10  Zus.  BF:  FZ  =  ABF:  KHS,  aber  BF:  FZ  =  BE:FM 
also  ABF:  KHS  =  BE:FM'^  und  da  ABF=BE,  so  ist  auch 
KH0  =  EZ  =  .^. 

26. 

Wenn  von  einem  Parallelogramm  ein  Parallelogramm  weg- 
genommen wird,  das  dem  ganzen  ähnlich  ist  und  ähnlich 
liegt  und   mit   ihm   einen    gemeinsamen  Winkel   hat,    so    liegt 

es  mit  dem    ganzen  um   dieselbe  Dia- 
gonale herum. 

(Fig.  26.)  Beweis  indirekt.  ABF^ 
das  ganze,  AHZE  das  weggenommene; 
wenn  Z  nicht  auf  AF,  so  schneide  HZ 
die  Diagcmale  in  ö,  so  ist  KH  nach  24 
ähnlich  AF  imd  JA:  AB  =  HA:  AK, 
i'ig.  26.  also  AE  =  AK. 
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27. 

unter  allen  längs*  einer  gegebenen  Strecke  entworfenen 
Parallelogrammen,  deren  Ergänzungen  einem  Parallelogramme 
auf  der  halben  Strecke  ähnlich  sind,  ist  das  seiner  Ergän- 
zung* ähnliche  Parallelogramm  auf  der  halben  Strecke  das 
gröfste. 

(Fig.  27.)  AB  die  Strecke,  die  Mitte  F,  AA  das  Parallelogramm 
auf  AFj  das  seiner  Ergänzung*)  FE  ähnlich  ist.  AZ,  sei  ein  be- 
liebiges Parallelogramm,  so  dals  die  Ergänzung  ZB 
der  Figur  ^B  ähnlich  und  ähnlich  liegend.  Be- 
hauptung: AA  >  AZ. 

Da  /IB  ~  ZBj  so  geht  dB  durch  Z  und  man 
bringe  ZK  zum  Schnitt  mit  yJE  und  HZ  zum 
Schnitt  mit  BE,  Da  FZ  =  Z^  als  Ergänzungs- 
parallelogramm (I,  43),  so  ist  Fe  =  KE-,  aber  FB  =  FH,  also  FH 
=  KE  und  nach  Addition  von  FZ  ist  ^Z  =  Gnomon*)  AMN,  d.  h. 
gleich  FE  —  z/M,  also  AZ<  dB,  also  AA  >  AZ. 


Satz  27  ist  dadurch  interessant,  dafs  er  „die  erste  Maximums- 
Aufgabe  enthält,  welche  in  der  Geschichte  der  Mathematik  nachge- 
wiesen ist'^  (Cantor);  die  Fassung  des  Satzes  ist  sehr  dunkel,  aber  der 
Beweis  hellt  sie  auf;  das  Wort  Gnomon  fehlt  in  der  Heibergschen 
Übersetzung  mit  Unrecht.  Die  Übersetzung  von  naga  mit  dem  Acc. 
mit  „längs"  ist  nötig,  die  Anlegung  an  AB  selbst  wird  mit  „a;rö"  ge- 
geben, doch  steht  auch  gelegentlich  statt  dessen  itagä  c.  Acc.  „Er- 
gänzung'^ =  ikksCnoüv  Pari  Präs.  von  ikkemto  ermangeln. 

28. 

Längs  einer  gegebenen  Strecke  ein  einer  gegebenen  ge- 
radlinigen Figur  F  gleiches  Parallelogramm  zu  konstruieren, 
dessen  Ergänzung  einem  gegebenen  Parallelogramm  A  ähn- 
lich ist.  Es  darf  aber  die  Figur  F  nicht  gröfser  sein,  als 
das  Parallelogramm  auf  der  halben  Strecke,  dessen  Ergän- 
zung ähnlich  A  ist. 

(Fig.  28.)  AB  die  Strecke,  die  Mitte  sei  E,  und  von  EB  aus 
werde  das  A  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Viereck  EZ  (S.  18)  kon- 
struiert, und  das  Parallelogramm  AH  ergänzt  Ist  AH=F,  so  ist 
das  Geforderte  bewirkt.  Wenn  nicht,  so  ist  [Voraussetzung]  AH'>  F, 
Aber  AH=  BH,  also  auch  BH>F,     Es  werde  ein  Parallelogramm 
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KJMN  konstruiert,  dessen  Flache  gleich  BH —  Fund  das  J  ähnlich 
und    ähnlich    liegend  ist   (S.  25);    dann    ist  KM  auch  ~  i/B,  und  da 

HB  >  KM  auch  HE  >  KA 
und  HZ  >  JM.  Macht  man 
2tf  HS=AK  und  HO^JM 
und  veiTollstandigt  die  Figar, 
so  ist  HOHS^^KAMS 
und  HB  geht  durch  77  und 
der  Gnomon  TX<>  gleich 
r  und  wie  im  vorigen  Be- 
weis gleich  TU  und  dessen 
Ergänzung  EP  ist  ähnlich  (S.  24)  z/,  also   TU  das  verlangte. 


2r 


29. 

Längs  einer  gegebenen  Strecke  ein  Parallelogramm  an- 
zulegen, das  einer  gegebenen  geradlinigen  Figur  F  gleich  ist 
und  dessen  Überschufs*  einem  gegebenen  Parallelogramm 
z/  ähnlich  ist. 

(Fig.  29.)  AB  die  gegebene  Strecke,  E  die  Mitte  von  AB, 
E7.AB  ~  z7,  und  17®  ~  .</  und  =  BZ  +  F  (S.  25),  so  dais  KS  ent- 
sprechend  zu   ZA  und  KH  zu  ZEy   dann,   wie   in  Satz  28,  KH  auf 

ZE  bis   iV  und   KB  auf  ZJ 
Z  A    M  K  ^    bis  M  abgetragen,  und  die  Fi- 

gur vervollständigt,  so  geht  Z£ 
durch  B  (26)  und  der  Gnomon 
WX<b  ist  =  r  und  gleich  dem 
Parallelogramm  AS^  dessen 
Überschufs  770  '^  A  ist. 


„Überschufs"    vßsgßdüw 
In   welchem   engen  Zusammen- 
hange   diese    Sätze  27,  28,  ?•'• 
(30")  mit  den   drei  Kegelschnitten  und   ihren  Gleichungen   stehen  und 
dal's  die  Namen  Parabel,   Ellipse,  Hyperbel,  die  Apollonius  ihnen  gaK 
aus  diesen  Sätzen  herrühren,  lese  man  bei  Cantor,Bd.1, 1880,8.248—2*^2 


30. 

Eine   gegebene    Strecke*   nach   stetigem   Verhältnis*  z« 
teilen.* 


Augdehnnng  des  Pythagoras. 
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(Fig.  30.)  AB  die  Strecke.  Man  beschreibe  über  AB  das  Qua- 
drat Ar  SB  und  schreibe  längs  AB  das  Parallelogramm  Fz:/,  welches 
BF  fiächengleich  und  dessen  Uberschufs  A/l  dem  Quadrat  BF  ähnlich, 
d.  h.  ein  Quadrat  (S.  29);  dann  ist  ^^  in  ^  stetig 
geteilt,  denn  da  A/1  ^=  ZB,  so  ist  nach  14:  ZE:  E/1 
-=AE:EB  oder  AB  :  AE  =  AE  :  BE, 


„Strecke"  hier  mal  wieder  durch  „begrenzte  Ge- 
rade" ausdrücklich  hervorgehoben;  statt  „stetige  Tei- 
lung" sagt  Euclid  „im  ausgezeichneten  und  zugleich 
mittleren  Verhältnis",  Campanus  sagt  in  einem  Ver- 
hältnis, das  ein  Mittelglied  und  zwei  äuTsere  (oder  End-) 
Glieder.  Clavius  sagt,  wegen  der  vielen  ausgezeichneten  Anwendungen 
(worüber  man  die  Abhandlung  von  Böttcher  in  den  Lehr^ngen  und 
Lehrproben  vergleiche)  nennen  die  meisten  Mathematiker  diese  Teilung 
die  „göttliche".  Dafs  die  Aufgabe  mit  der  Aufgabe  11, 11  identisch, 
wird  nicht  besonders  ausgesprochen. 

31. 

Im  rechtwinkligen  Dreieck  ist  eine*  Figur  über  der 
Hypotenuse  gleich  der  Summe  der  ähnlich  und  ähnlich 
liegend  über  den  Katheten*  entworfenen. 

(Fig.  31.)  Man  fälle  .  das  Lot  A^,  dann 
sind  die  Dreiecke  BAA  und  AAF  unter  sich 
und  dem  ganzen  Dreieck  ABF  ähnlich  und  folg- 
lich FB  :  BA  =  AB  :  BJ^  und  also  nach  Zu- 
satz zu  19  die  Figur  über  FB  zu  der  über  BA 
wie  FB  :  BA.  Ebenso  wird  die  Figur  über  FB 
zu  der  über  FA  wie  FB  :  FA,  Folglich  auch 
die  Figur  über  FB  zu  der  Summe  der  Figuren  über  AB  und  AF  wie 
FBiBA  -}-  JF.     Und  da  ET  =  Ä^  +  AF,  ist  auch  der  Satz  bewiesen. 


Flg.  81. 


Dafs    dieser  Beweis  und   diese  Verallgemeinerung  des  Pythagoras 
Eigentum  des  Euclid  ist,  ist  von  Proclus  bezeugt;  mit  geringer  Abände- 

i'ung  findet  er  sich  als  einer  der  modernsten  Beweise  des    Pythagoras 

ini  Battaglini.     Das  Wort  „Kathete"  kommt  bei  Euclid  noch  nicht  im 

heutigen  Sinne  vor. 

32. 

Wenn  zwei  Dreiecke  ABF  VLui.  AFE  zwei  Seiten  BAjAF 
den  Seiten  AFyAE  proportional   haben  und   sie  in   der  Ecke 
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r  zusammenstofsen    und  JB   parallel  ^F  und    AT   parftllel 
^E  ist,  so  liegen  BF  und  FE  in  einer  Geraden. 

(Fig.  32.)  DeQn  nach  I,  29  sind  die  Wechselwinkel  B^F  und 
j  AFJ  gleich  und  ans  gleichem  Gfmnde  ^  FdE 
=  AFdj  also  -^  BAF=  FAE,  abo  die  Dimecke 
ABF  und  AFE  (S.  6)  ahnlich,  also  ^  ABT  gieich 
^r£,  also  AFE=ABF+  BAF-^  auf  beiden  Seiten 
ffige  man  AFB  hinzu,  so  ist  AFB  +  ArB'^2 
Rechten,  also  BF  und  FE  in  derselben  Geraden 
(I,  14). 


Fig.  88. 


Es  ist  hierin  zugleich  bewiesen,  dafs  Winkel  mit  paraUelen.  und 
gleichgerichteten  Schenkeln  gleich  sind.  Die  Reihenfolge  der  Satze  ist 
auffallend.    S.  31  gehört  hinter  S.  20  und  S.  32  hinter  die  ÄhnlichkeitssatEe. 

33. 

In  gleichen  Kreisen  haben  die  Peripberiewinkel  wie  die 
Zentriwinkel  das  Verhältnis  der  Bogen,  auf  denen  sie  stehen. 

(Fig.  33.)  Es  seien  ABF,AEZ  die  gleichen  Kreise,  und  an  den 
Zentren  H  und  0  die  Winkel  BHF  und  ESZ  und  an  den  Peripherien 
die  Winkel  BAF  und  EAZ,  so  soll  sein 

arc  BF:  arc  BZ  =  ^  BHF'.EBZ  =  BAF:  EAZ. 

Es  werden  der  Reihe   nach   die  Lagen  FK,  KA  etc.    dem  Bogen  BF 
und   die  Bogen   ZM,  A/AT  etc.    dem  Bogen   EZ   gleich    gemacht    und 

die  Radien  gezogen. 

Nach  III,  27  gehören  zu 
gleichen  Bogen  gleiche  Zentri- 
winkel. Also,  das  so  Vielfache 
Bogen  BA  von  BF  ist,  das  ist 
^  BHA  von  BHFj  und  ebenso 
ist  Bogen  BN  so  vielmal  Bogen 
EZ  als  Winkel  ESN  Winkel 
ESZ,  VfQmimmBA>  =  <EN, 
so  ist  auch  <^  BHA>  =  <  -^  E0A,  also  nach  Definition  V,  5 
arc  Br:sLrcEZ  =  ^BHFiEGZ  und  =  BAFiEAZ  (V,  15). 


Flg.  33. 


Der  Beweis  des  Satzes  33,  der  den  einzigen  Versuch  darstellt  die 
Lehre  von  den  Proportionen  auf  den  Kreis  zu  übertragen,  ist  nicht 
imbedenklich,  denn  die  Definition  V,  5  verlangt  die  volle  Variabilität 
von  p  und  q  mit  der  alleinigen  Einschränkung,  dai's  es   ganze  Zahlen 
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seien  ^  bei  S.  1  ist  diese  Variabilität  durch  die  Unendlichkeit  der  Ge- 
raden bezw.  durch  das  zweite  Postulat  gesichert,  aber  die  Ausdehnung 
des  Kreises  auf  beliebig  viele  Windungen,  bezw.  die  Erweiterung  des 
Winkels  über  vier  Rechte,  ja  sogar  über  zwei  Rechte,  fehlt. 

Der  Zusatz:  „Die  Sektoren  verhalten  sich  wie  ihre  Bogen"  gehört 
dem   Theon  an. 

Mit  dem  sechsten  Buche  schliefsen  die  eigentlichen  planimetrischen 
Bücher^  wohl  kommen  noch  einzelne  planimetrische  Sätze  in  den  stereo- 
metrischen Büchern  vor,  wie  z.  B.  die  auf  die  stetige  Teilung  bezüg- 
lichen Sätze  XIII,  1 — 12  und  besonders  die  Sätze  XII,  1  u.  2:  Kreise 
verhalten  sich  wie  die  Quadrate  ihrer  Durchmesser,  die  an  und  für 
sich  hier  ihre  Stelle  haben  könnten,  aber  sie  werden  doch  nur  zum 
Zweck  ihrer  Verwendung  für  stereometrische  Konstruktionen  und  Sätze 
gegeben. 
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